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PRÉFACE. 


Il  y  a  lieu  de  s'étonner  du  peu  de  place  réservé  à  la  Géo- 
métrie dans  notre  Enseignement  supérieur. 

La  haule  Géométrie  peut  être  envisagée  à  deux  points  de  vue, 
bien  différents  et  également  importants. 

Dans  l'ordre  historique,  se  place  d'abord  la  Géométrie  infini- 
tésimale, telle  qu'elle  a  été  conçue  par  Euler,  Monge  et  Gauss  et 
développée  par  Chasles,  Lamé,  Liouville  el  Bonnet;  celte  branche 
de  la  Géométrie  offre  un  champ  fécond  d'applications  élégantes  et 
profondes  à  l'Analyse  mathématique;  mais  il  ne  faudrait  pas  la 
réduire  à  ce  rôle  subalterne,  car  elle  rend,  à  son  tour,  les  plus 
grands  services  à  l'Analyse,  notamment  dans  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  et  dans  celle  des  groupes  de  transfor- 
mations; l'illustre  Sophus  Lie  se  plaisait  à  dire  que  les  considé- 
rations géométriques  avaient  été,  en  quelque  sorte,  le  fil  conduc- 
teur de  ses  belles  découvertes  en  Analyse. 

Le  second  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  envisager  la  Géo- 
métrie, est  le  point  de  vue  algébrique,  dont  les  initiateurs  sont 
Abel  el  Jacobi,  Cauchy,  Riemann  el  Weierslrass  dans  le  domaine 
des  intégrales  de  fonctions  algébriques  el  des  fonctions  ©,  el 
Gayley,  Sylvester,  llermite,  Clebsch  el  Gordan,  pour  ne  parler 
que  des  morls,  dans  le  domaine  purement  algébrique  de  la  théorie 
des  formes,  des  invariants  et  des  covariants;  celte  Géométrie  se 
rallache,  d'une  façon  étroitement  réciproque,  à  l'Algèbre  pure, 
aux  intégrales  de  différentielles  algébriques  simples  ou  multiples, 
aux  fonctions  elliptiques  et  abéliennes,  aux  fonctions  automorphes 
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de  Poincaré  dont  la  fonction  modulaire  d'Hermite  offre  l'exemple 
le  pins  simple. 

Il  est  vraiment  regrettable  que,  dans  aucune  de  nos  Universités, 
pas  même  à  Paris,  il  n'existe  de  chaire  de  Géométrie  algébrique 
et  que  les  applications,  si  variées  et  si  profondes  qu'elle  comporte, 
soient  presque  totalement  inconnues  de  la  plupart  de  nos  jeunes 
mathématiciens,  en  l'absence  de  tout  enseignement  régulier.  Tout 
au  plus,  à  l'époque  où  l'agrégation  de  Mathématiques  comportait 
des  sujets  scientifiques  donnés  à  l'avance,  le  Jury  a-t-il  pu,  pendant 
quelques  années,  inscrire  des  questions  de  ce  genre  au  programme 
et  provoquer  ainsi  des  conférences  dans  les  centres  préparant  à 
l'Agrégation.  Mais  même  cet  enseignement  réduit  a  disparu 
aujourd'hui;  il  se  trouvera  peut-être  un  Mécène,  épris  d'idéal, 
désireux  de  contribuer  à  la  grandeur  scientifique  de  la  France, 
qui  voudra  attacher  son  nom  à  la  création  d'un  enseignement  de 
ce  genre  dans  une  de  nos  Universités. 

La  Géométrie  infinitésimale  est  moins  mal  traitée.  Dotée  à  Paris 
dune  chaire  magistrale,  elle  est  enseignée  dans  plusieurs  Univer- 
sités des  départements;  à  Lille  notamment,  M.  Demartres,  donne 
depuis  de  longues  années  un  enseignement  de  Géométrie,  très 
original  et  très  personnel,  dans  lequel  il  a  formé  des  disciples 
nombreux  et  enthousiastes.  Cet  enseignement,  quoique  très  élevé, 
peut  être  considéré  comme  une  sorte  d'introduction  aux  hautes 
recherches  que  M.  Darboux  a  exposées  successivement  dans  son 
Cours  et  qu'il  a  résumées  dans  son  beau  Traité. 

Sans  doute,  depuis  la  création  des  certificats  d'études  supé- 
rieures, l'accroissement  des  programmes  d'Analyse  a  donné  lieu  à 
une  extension  notable,  quoique  insuffisante,  des  applications  géo- 
métriques; mais  l'ordre  où,  dans  les  Traités  d'Analyse,  ces  notions 
sont  présentées  est,  non  leur  ordre  logique  et  nécessaire  tel  qu'il 
résulte  des  définitions  géométriques,  mais  l'ordre  des  théories 
analytiques  auxquelles  elles  servent  d'application  ;  c'est  ainsi,  pour 
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ne  prendre  qu'un  exemple,  que  la  définition  des  lignes  géodésiques, 
qui  devrait  logiquement  être  donnée  dès  le  début  de  la  théorie  des 
surfaces,  est  rejetée  le  plus  souvent  au  Chapitre  où  l'on  traite  du 
calcul  des  variations. 

M.  Demartres  a  cherché  à  combler  ces  lacunes,  à  remédier  à  ces 
imperfections,  en  rédigeant,  dans  l'ordre  logique,  le  dévelop- 
pement des  questions  qui  forment  le  fond  essentiel  du  certificat 
de  Géométrie  supérieure.  Il  a  réussi,  tout  en  conservant  à  ce 
Cours  une  forme  relativement  élémentaire,  à  le  conduire  assez 
loin  pour  que  ses  lecteurs  puissent  ensuite  aborder  l'élude  des 
Mémoires  originaux  et  des  Traités  d'ordre  plus  élevé,  comme  celui 
de  M.  Darboux. 

L'Ouvrage  se  compose  de  quatre  Parties  : 

La  première  Partie  comprend  sept  Chapitres  où  les  différentes 
questions  du  programme  sont  traitées  géométriquement  et  sans 
recourir  à  l'Analyse,  dans  leurs  parties  essentielles;  on  pourra, 
sans  inconvénient,  la  laisser  de  côté  dans  une  première  lecture, 
la  théorie  générale  avant  été  reprise,  à  partir  de  son  début,  dans 
les  Chapitres  suivants;  elle  pourra  surtout  servir  à  comparer,  dans 
certains  cas,  les  deux  solutions  fournies  par  l'Analyse  et  par 
la  Géométrie,  comparaison  qui  ne  pourra  être  qu'intéressante 
et  utile. 

Les  trois  dernières  Parties  forment  le  cours  proprement  dit; 
elles  contiennent,  prise  à  son  origine,  la  théorie  des  lignes 
planes  ou  gauches,  libres  ou  situées  sur  une  surface  donnée  et 
celle  des  surfaces  en  coordonnées  curvilignes.  Ces  questions  y 
sont  traitées  analytiquement,  à  l'aide  d'un  procédé  que  l'auteur 
s'est  efforcé  de  rendre  uniforme  et  régulier.  L'emploi  de  l'Analyse 
s'impose,  en  effet,  au  point  de  vue  didactique,  à  cause  de  la 
généralité  de  ses  méthodes  et  de  leur  facilité  d'application; 
mais  ces  avantages  sont  compensés  par  d'assez  grands  inconvé- 
nients; en  premier  lieu,   de  la  mise  en  équation  à  la  solution,  la 
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question  proposée  est,  en  général,  perdue  de  vue;  le  raisonnement 
est  en  réalité  supprimé;  si,  par  l'usage  de  l'Analyse,  l'étudiant 
acquiert  rapidement  une  certaine  habileté  dans  le  maniement  des 
formules,  il  finit  par  perdre  l'habitude  du  raisonnement  direct,  et 
par  renoncer  à  cette  méthode,  bien  autrement  instructive,  qui  con- 
siste à  considérer  les  choses  en  elles-mêmes  et  sans  les  perdre 
de  vue  dans  le  cours  du  raisonnement  {Cf.  Poinsot,  Théorie 
nouvelle  de  la  Rotation  des  corps,  §  II). 

Un  second  défaut  de  la  méthode  purement  analytique  est  de 
conduire  bien  souvent  à  des  solutions  incomplètes;  si  l'on  veut 
résoudre,  sur  une  courbe  donnée,  un  problème  déterminé,  les 
éléments  géométriques  qui  figurent  dans  la  définition  de  la  courbe 
doivent  figurer  également  dans  la  construction  à  laquelle  on  est 
conduit;  par  exemple  la  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure, 

en  un  point  M,  de  la  courbe  —  -f-  —  =  i  n'est  pas  immédiatement 

applicable  à  l'ellipse  définie  par  ses  foyers  et  son  grand  axe;  il  faut, 
pour  compléter  la  solution  trouvée,  transformer  cette  formule  de 
manière  à  y  faire  apparaître  les  rayons  vecteurs  du  point  M;  sinon 
on  encourrait  le  reproche  de  s'être  arrêté  à  moitié  chemin. 

L'infériorité  de  la  méthode  analytique,  telle  quon  V applique 
ordinairement,  peut  se  manifester  d'une  autre  manière  :  suppo- 
sons qu'on  cherche  à  évaluer  la  distance  d'un  point  dune  courbe 
gauche  au  plan  oscillateur  infiniment  voisin;  la  solution  par  l'Ana- 
lyse, réduite  à  des  termes  géométriques,  donne  pour  cette  dislance 

, ,  ds  d7  d~     .  r  ,  ,  ,  - 

I  expression  ; >  les  trois  facteurs  du  numérateur  étant  les  arcs 

1  () 

infiniment  petits  de   la   courbe  et   de   ses  deux  indicatrices  sphé- 

riques;    or,    l'élude   directe   de  la   question    conduit   à   la   formule 

ds  da  cl-        ,  . .  ,    .  .  , 

— ;  n  esl-il  pas  évident  que  celte  dernière  expression  est,  en 

quelque  sorte,  plus  instructive  que  la  précédente? 

On   peut,  dans    une   certaine   mesure,  tout  en  employant  l'Ana- 
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lyse,  obvier  aux  inconvénients  que  je  viens  de  signaler;  le  procédé 
consiste  à  exprimer  constamment  les  coordonnées  d'un  point 
mobile  par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de 
son  déplacement,  en  ayant  soin  d'adopter  pour  axes,  à  chaque 
inslanl,  trois  droites  issues  du  point  mobile  el  ayant  des  relalions 
géométriques  simples  avec  sa  trajectoire;  les  coefficients  des  séries 
en  question  sont  alors  composés  d'éléments  purement  géométriques 
et  cette  pnrticularisution  des  axes  permet  d'interpréter  géométri- 
quement, à  chaque  instant,  les  résultais  des  calculs.  Cette  manière 
de  procéder  a  des  avantages  qui  apparaîtront  nettement,  dans  les 
Chapitres  qui  ont  trait  au  mouvement  d'un  plan  sur  un  plan,  aux 
formules  générales  de  la  théorie  des  surfaces,  à  la  géométrie  ciné- 
matique et  surtout  dans  la  quatrième  Partie  (coordonnées  curvi- 
lignes) où  l'on  arrive  bien  simplement  aux  théorèmes  de  Gauss, 
de  Lamé,  de  Bonnet. 

Le  Volume  se  termine  par  un  choix  d'exercices  nombreux, 
classés  en  quatre  séries  correspondant  aux  quatre  Sections  de 
l'Ouvrage. 

En  terminant  cette  rapide  analyse,  j'attirerai  l'attention  sur 
quelques  points  particulièrement  nouveaux  et  personnels  à  l'auteur. 
Je  dois  citer,  tout  d'abord,  l'heureuse  innovation  constituée  par  le 
procédé  systématique  de  calcul  dont  j'ai  parlé  plus  haut;  puis  la 
définition  de  la  torsion  géodésique;  puis  l'exposé  des  éléments  de 
la  théorie  des  surfaces  cerclées  qui,  à  ma  connaissance,  n'a  pas 
encore  été  donnée  dans  un  Ouvrage  d'enseignement.  La  théorie  de 
la  llexion  dont  M.  Demartres  est  l'auteur  [Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  1887)  et  celle  des  sphères  semi- 
osculatrices  qu'il  a  donnée'  dans  un  article  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  en  1888,  fournissent,  Tune  et  l'autre, 
une  méthode  nouvelle  pour  établir  la  théorie  des  lignes  tracées  sur 
une  surface  :  M.  Demartres  n'a  pas  voulu  les  faire  figurer,  avec 
tous  leurs  développements,   dans   le  cours  de  l'Ouvrage  ;  mais  il 
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en  a  indiqué  les  fondements  dans  des  exercices  très  dignes 
d'attention  (81-82-96-97).  Je  dois  encore  citer,  comme  nouvelles, 
certaines  démonstrations  simplifiées,  telles  que  celle  des  théorèmes 
de  Gauss  sur  les  lignes  géodésiques. 

En  résumé,  le  Livre  de  M.  Demarlres  comble,  d'une  façon  très 
heureuse,  une  lacune  dans  notre  Enseignement  supérieur  ;  il  rendra 
de  grands  services  à  tous  ceux  qui  sont  attirés  par  la  variété  et 
l'élégance  de  la  Géométrie  supérieure,  à  tous  ceux  qui  par  profes- 
sion doivent  la  connaître  :  mathématiciens  et  chercheurs  par  voca- 
tion, professeurs  de  l'Enseignement  supérieur  ou  de  l'Enseignement 
secondaire,  candidats  à  l'Agrégation,  candidats  aux  Certificats  de 
Géométrie  supérieure  et  de  Mathématiques  pures,  ou  au  Diplôme 
d'études  supérieures;  il  fera  honneur  à  la  Science  française. 

24  octobre  1912. 

Paul  APPELL. 
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PREMIERE   PARTIE. 

GÉOMÉTRIE  INFINITÉSIMALE. 


INTRODUCTION. 

INFINIMENT  PETITS  EN  GÉOMÉTRIE. 


Infiniment  petits  équivalents.  —  Principe  de  la  méthode 

infinitésimale.   dlstance    de    deux    points    infiniment 

voisins  sur  une  courbe;  tangente,  normale,  longueur 
d'un  arc.  —  Angle  de  deux  directions  infiniment  voi- 
sines; INDICATRICES  SPHÉTUQUES.  VARIATION  DE  LA  LON- 
GUEUR   DUN    SEGMENT    RECTILIGNE.    APPLICATIONS. 

I.   Infiniment  petits.  —  Un  infiniment  petit  est,  par  définition, 

une  quantité  variable  qui  a  pour  limite  o.  Lorsque  l'on  compare 

deux  quantités,   a,  j3,  qui  varient  simultanément,  il  peut  se  pré- 

3 
senter  trois    cas    :    le   rapport    -  peut    croître   au    delà    de    toute 

limite  ;  on  dit  alors  que  [3  est  infiniment  grand  par  rapport  à  a; 

3 
>i    -  tend  vers  o,  on  dit  que   [i  est  infiniment   petit   par  rapport 

à  y.  ;  si,  enfin,  ce  rapport  L  tend  vers  une  limite  différente  de  o,  ou, 
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plus  généralement,  reste  compris  entre  deux  nombres  fie  même 
signe,  on  dit  que  [j  et  a  sont  des'  infiniment  petits  du  même 
ordre. 

On  compare,  en  général,  les  infiniment  petits  qui  figurent  dans 
une  même  question  à  l'un  deux  a  qu'on  appelle  infiniment  petit 
principal  ;  tout  autre  infiniment  petit  [j,  qui  serait  du  même  ordre 
que  a,  est  dit  du  premier  ordre  ;  plus  généralement,  s'il  existe  un 
nombre  n  tel  que  3  et  a"  soient  du  même  ordre,  on  dit  que  [i 
est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n. 

Par  exemple,  sina  et  tanga  sont  du  premier  ordre,  i  —  cosa  est 
du  second,  a  —  sina  du  troisième. 

Remarque.  —  I /ordre  infinitésimal  d'un  produit,  tel  que  nous 
venons  de  te  définir,  est  évidemment  égal  à  la  somme  des  ordres  de 
ses  facteurs  ;  cela  résulte  de  ce  que  la  limite  du  produit  des  <\<>u\ 
facteurs  est  égale  au  produit  de  leurs  limites. 

Méthode  infinitésimale.  — -  Deux  quantités  variables  sont  dites 
équivalentes,  lorsque  leur  rapport  a  pour  limite  l'unité,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  lorsque  leur  différence  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  :  nous  exprimerons  cette  équivalence 
à  l'aide  du  signe  <~  placé  entre  les  lettres  qui  représentent  les 
quantités  considérées. 

Lorsqu'une  quantité  variable  A  est  formée  de  deux  parties  A'. 
A;/  telles  que  A"  soit  infiniment  petite  par  rapport  à  V  cette  der- 
nière prend  le  nom  de  partit 'principale.  Dire  que  deux  quantités 
variables  sont  équivalentes,  c'est  dire  qu'elles  ont  même  partie 
principale  ;  il  est  d'ailleurs  évident  que  le  rapport  d'une  quantité 
variable  à  sa  partie  principale  a  pour  limite  l'unité. 

Théorèmes.  —  i"  La  limite  du  rapport  de  deux  quantités 
variables  n'est  pas  changée  quand  on  remplace  chacun  des 
termes  de  ce  rapport  par  sa  partie  principale  ; 

2°  La  limite  d' une  somme  de  quantités  variables,  de  même 
signe,  n'est  pas  changée  quand  on  remplace  chacune  dis 
parties  de  cette  somme  par  sa  partie  principale. 

i°  Soit,  en  effet,  le  rapport  y-  de  deux  quantités  variables,  équi- 
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valenles  respectivement  à  deux  autres  a',  b'  ;  on  a  évidemment 

a        a   b'  a' 
Z  ^  7?  T  V' 

les  deux  premiers  facteurs  du  second  membre  ayant  tous  deux 
l'unité  pour  limite,  on  en  déduit 

a  a 

1 1  tu  -7-  =  1 1  m  —  • 
0  0 

2°  Soient  maintenant  une  somme 

A  =  a  ,  -+-  «2  -+-...  H-  a« , 

de  quantités  variables,  toutes  de  même  signe  ; 

A'  =  a\  -+-  a'.2  -+- . . .  -t-  a'n , 

une  seconde  somme  composée  de  quantités  respectivement  équiva- 

A 

lentes  à  at,  a-2l  . ..,  an  ;  le  rapport  7-;  est  compris,  comme  on  le  sait, 

entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  rapports 

—7-s      — r  ■>       •:•  t      —r> 

et,  comme  ces  derniers  ont  tous  pour  limite  un,  il  en  est  de 
même  de—,  ;    si  donc  l'une  des  sommes 

«!  -t-  a-i  -t- .  .  .  -+-  an ,         a',  ■+-  «',-+-...  -f-  à'„ . 

a  une  limite,  l'autre  en  a  une  également,  et  ces  deux  limites  sont 
égales. 

La  méthode  infinitésimale  repose  entièrement  sur  le  théorème 
précédent;  elle  consiste  à  substituer  aux  quantités  variables  qui 
figurent  de  prime  abord  dans  la  question  à  résoudre,  d'autres 
quantités  qui  leur  soient  respectivement  équivalentes  et  qu'on 
choisit  de  manière  à  simplifier  le  plus  possible  les  raisonnements 
et  les  calculs.  Le  résultat  final  ne  sera  jamais  faussé  par  de  telles 
substitutions,  car  on  n'a  jamais  à  calculer  en  dernière  analyse  que 
des  limites  de  rapports  ou  des  limites  de  sommes. 

Dans  l'étude  d'une  question  quelconque  de  Géométrie,  on  sera 
conduit  à  faire  usage  constamment  des  trois  remarques  suivantes  : 
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i°  Un  segment  rectiligne  variable  est  équivalent  à  sa  pro- 
jection sur  un  plan  ou  sur  un  axe  qui  fait  un  angle  infiniment 
petit  avec  la  direction  du  segment  ; 

2°  Un  angle  variable  est  équivalent  à  sa  projection  sur  un 
plan  qui  Jait  avec  le  plan  de  cet  angle  un  angle  infiniment 
petit; 

.)"  Deux  segments  rectilignes,  AB,  A'B'  sont  équivalents  et 
ont  même  direction  limite,  si  les  deux  segments  AA',  BB'  sont 
infiniment  petits  par  rapport  à  AB. 

La  première  partie  est  évidente;  pour  la  seconde,  soit  BAC  un 

angle,  B'A'C  sa  projection  sur  un  plan  faisant  avec  le  plan  BAC 
un  angle  8.  Prenons  sur  AB,  AC  des  longueurs  finies  b,  c,  et 
soient  8,  y  les  angles  que  les  côtés  AB,  AC  font  avec  le  plan  de 
projection,  nous  aurons,  en  projetant  l'aire  du  triangle  ABC  : 


d'où 


b  cos3.c  cosy-sinB'  A'C  =  bc  sin  BAC  cosO; 

si n  B'A'C  _         cosO 

/  \  cos  S  cosv 

sin  BAC  r 

Le  second  membre  ayant  évidemment  pour  limite  l'unité,  le 
rapport  des  sinus  a  pour  limite  un  ;  et  il  en  est  de  même  du  rap- 
port des  angles. 

Pour  la  troisième  partie,   menons  A'B"   égal  et  parallèle  à    \l! 

r  lii.   i . 


Dans  le  triangle  BB'B",  on  a 

B'B"=  BB"cosB"-4-BB'cosB'. 

B'  R" 
Donc  —r—,,  a  pour  limite  o,   puisque  BB",   BB'  sont   tous  deux 

infiniment  petits  par  rapport  à  AB.  Ceci  posé,  le  triangle  B'It    \ 
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donne 

k>    BB"     (C> 

sin  A  =  -ttttt,  sin  A  B  B  . 
Ali 

L'angle  A'  a  donc  pour  limite  o  et  les  deux  vecteurs  AB,  A'B' 
ont  même  direction  limite.  On  a  ensuite 

A'  B'  =  A'  B"cos  A'  +•  B"B'  cosA'  B'B", 
d'où 

A'B'  B'B'        --C>, 

—-7—  =  cos  A  H-   -— —  cos  A  B  L  . 
A  B  A  B 

Le  second  membre  a  évidemment  pour  limite  l'unité  ;  donc  les 
segments  A'B',  AB  sont  équivalents. 

2.  Distance  de  deux  points  infiniment  voisins  sur  une  courbe.  — 
Une  courbe  est  le  lieu  des  positions  successives  d'un  point  M 
dont  les  coordonnées  x,y,  z  sont  des  fonctions  données  d'un  para- 
mètre variable  t. 

Supposons  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  soient 

»=/(Ô,       y  =  ¥(«)>        *  =  <K0 

ces  trois  fonctions.  Si  l'on  fait  varier  t  de  la  valeur  a  à  la  valeur  [i, 
le  point  M  passe,  d'un  point  A  de  la  courbe  à  un  autre  point  B,  par 
une  suite  de  positions  intermédiaires  dont  l'ensemble  forme  ce 
qu'on  appelle  l'arc  AB.  Nous  supposerons  toujours  qu'on  a  res- 
treint l'intervalle  (a,  (3)  de  telle  sorte  que  les  conditions  suivantes 
soient  remplies  dans  tout  cet  intervalle,  c'est-à-dire  dans  toute 
l'étendue  de  cet  arc. 

Les  fonctions  y,  es,  ^  seront  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées, 
d'ordre  quelconque;  de  plus,  les  dérivées  f'(t),  <p'(0,  '!'(0  ne 
seront  jamais  nulles  toutes  trois  pour  une  même  valeur  de  t.  Ces 
conditions  ne  pourront  cesser  d'être  remplies  que  pour  des  valeurs 
exceptionnelles  de  t  :  a,  (3,  y,  ...  et  nous  ne  considérerons  que 
les  intervalles  partiels  (a,  (3),  ((3,  y),  .... 

Soient  alors  deux  points  de  la  courbe  M,  M'  infiniment  voisins, 
correspondant  à  des  valeurs  t,  l'  du  paramètre  {fig.  2),  on  a  poul- 
ies cosinus  directeurs  de  la  corde  MM' 

n  _ .nn-f(t)        ,  _  ?(Q-?(o         _  wn-yjt) 

MM'  MM'        '  MM'  ' 
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d'où 

aMM'~  (t'-t)f'(t),        /;MM'~(/'-Oï'(M,        cMM'~  (*'—<)  V(t), 


(i)  MM'~(t'—t)F(t),        F(t)  =  y/f'i(t)  +  <?'*(t)-hy*(t). 

Or,  F(£)  n'est  ni  nul  ni  infini,  d'après  les  restrictions  imposées 

Fig.  a. 

B, 


à  l'intervalle  a§  ;  d'où  l'on  conclut  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins 
sui'  une  courbe  est  du  même  ordre  que  l'accroissement  du 
paramètre  t. 

Tangente  en  un  point.  —  Revenons  aux  cosinus  directeurs  de 
la  corde  MM';  en  tenant  compte  du  théorème  énoncé,  on  voit  que 
ces  cosinus  ont  des  limites  respectivement  égales  à 

fit)       ?'(<)       f  (Q 
F(0.'      F(*)'      Fit)' 

Si  donc  M'  se  rapproche  indéfiniment  de  M,  la  sécante  MM'  tend 
vers  une  position  limite  MT  :  c'est  la  tangente  en  M  ;  toute  droite 
menée  au  point  M  perpendiculairement  à  cette  direction  limite  est 
d\le  normale  à  la  courbe  donnée.  Pour  passer  du  point  M  au  point  M 
il  faut  donner  au  paramètre  un  accroissement  /' — /:  nous  con- 
viendrons de  considérer  le  déplacement  sur  la  courbe  comme  positif 
ou  comme  négatif  suivant  le  signe  de  l'accroissement  t' —  /.  Dans 
ces  conditions  la  sécante  MM'  et,  par  suite,  la  tangente  au  point  M 
seront  définies,  non  seulement  en  position,  mais  aussi  en  direc- 
tion. Cela  revient  à  convenir  qu'on  prendra  toujours  le  radical  V(l) 
avec  un  signe  déterminé. 

Longueur  d  un  arc  indéfini.  —  Considérons  sur  l'arc  AB  une 
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suite  de  points  A,  M,,  M;,,...,  M/v  ,,  B  correspondant  àiri5  valeurs 
a,  tK,  t>,  ...,  t„_i,  (3,  du  pâratriètrë  t.  Ces  u  -\-  i  points  sont  les 
sommets  d'une  ligne  polygonale  inscrite  dans  l'arc  AB;  faisons 
varier  cette  ligne  polygonale  suivant  une  loi  telle  que  le  nombre 
de  ses  côtés  augmente  au  delà  de  toute  limite,  chacun  de  ces  côtés 
tendant  vers  o;  si  le  périmètre  de  cette  ligne  variable  a  une  limite, 
nous  prendrons  cette  limite  comme  définition  de  la  longueur  de 
Varc  AB. 

Ce  périmètre  est  une  somme  d'infiniment  petits  de  même  signe 
à  laquelle  nous  pouvons  appliquer  le  principe  de  la  méthode  infi- 
nitésimale; si  nous  remplaçons  chaque  côté  MM'  de  ce  périmètre 
par  la  quantité  équivalente  (/' — t)F(l),  nous  avons  à  considérer  la 
somme 

(  if  -  x  )  F  (  y.  )'-f-  (  tk-t\)  t(i,  )''+... .       ■+-  ('p  -  f„-:j  )  F(  '■/«_,  ). 
Or,  cette  somme  a  bien  une  limite  :  c'est  l'intégrale  définie 

"  r? 

L=»  J      F( '  t)  dt. 


Nous  avons  ainsi  défini  la  longueur  d'un  arc  compris  entre  deux 
points  fixes  A  et  B  ;  remarquons  que  cette  longueur  est  connue  en 
grandeur  et  en  signe,  le  radical  F(t)  ayant,  par  convention,  un 
signe  déterminé. 

Soit  maintenant  un  arc  variable  VM  ayant  pour  origine  le  point 
fixe  A  et  pour  extrémité  un  point  mobile  M  ;  la  longueur  s  de  cet 
arc   variable  sera  une  fonction  de  i 

A=   /    F(t)dl. 

"a 

Cette  fonction,  qu  il  sera  souvent  avantageux  de  prendre  pour 
paramètre  variable,  est  Varc  indéfini,  compté  à  partir  de  l'ori- 
gine A.  Si  nous  passons  du  point  M  au  point  M'  infiniment  voisin, 
I  arc   \ M  prend  un  accroissement  As,  mesuré  par  l'intégrale 

:  '   rr 

aic.Mi\r=   /      ¥.{t)dt. 

'  1 

Si  (' — /  tend  verso,  l'arc  MM' a  pour  partie  principale  F(t)(t' — /) 
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qui  est  aussi,  d'après  la  formule  (i),  la  partie  principale  de  la  corde 
MM';  d'où  l'on  conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde  sont  deux 
infiniment  petits  équivalents. 

Pour  étudier  une  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point  donné  M, 
il  convient  de  prendre  pour  infiniment  petit  principal  l'arc  infini- 
ment petit  MM'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  corde  de  cet  arc. 

On  a  souvent  à  considérer  simultanément  des  courbes  C,  C|  se 
correspondant  point  par  point,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  que  de 
chaque  point  M  de  la  première  on  déduise  un  point  M,  de  la 
seconde  par  une  construction  géométrique  déterminée  :  une 
pareille  correspondance  pourra  être  réalisée  en  exprimant,  sur 
l'une  et  l'autre  courbe,  les  coordonnées  d'un  point  variable  en  fonc- 
tion d'un  même  paramètre  t.  On  aura  alors,  pour  les  coordonnées 
de  deux  points  correspondants, 

(M)  ce  —  f  (t),        r  =o  (t),        z  =  4»  (*); 

(Mi)  xi  =  /l(J).        jrt  —  ox(t),         s,  =  tyi(l). 

Si  nous  restreignons  assez  l'intervalle  dans  lequel  varie  le  para- 
mètre /,  pour  que  les  fonctions  f{ ,  cpl7  <lt  satisfassent  aux  condi- 
tions déjà  imposées  aux  fonctions  f,  c,  <L,  deux  arcs  infiniment 
petits  correspondants  MM',  M,  M,  seront  du  même  ordre  que 
l'accroissement  l' — t  du  paramètre.  Donc  : 

Deux  arcs  infiniment  petits  correspondants  sur  des  couches 
qui  se  correspondent  point  par  point  sont  des  infiniment  petits 
du  même  ordre. 

3.  Angle  de  deux  directions  infiniment  voisines.  —  Soit  D  une 
direction  variable  dont  les  cosinus  directeurs  £,  r,,  Ç  dépendent 
d'un  paramètre  t.  Menons  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  un 
une  demi-droite  parallèle  à  D;  l'extrémité  jx  de  ce  rayon  aura 
pour  coordonnées  H,  7j,  t:  ce  point  décrit  donc,  quand  t  varie, 
une  courbe  sphérique,  à  laquelle  on  donne  le  nom  ({indicatrice 
sphérique.  A  deux  valeurs  infiniment  voisines  /,  t'  du  para- 
mètre, correspondront  deux  directions  D,  D'  et  deux  points 
directeurs  |x,  p.',  infiniment  voisins.  L'arc  de  l'indicatrice  ;jiu' 
est   équivalent,   d'après  ce  qu'on   vient  de  voir,   à   la   corde   piu'  ; 
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quant  à  l'angle  (DD'),  il  est  mesuré  par  l'arc  de  grand  cercle  fJiu.' 
qui  est,  lui  aussi,  équivalent  à  la  corde  u.p/;  donc,  sauf  pour  des  va- 
leurs exceptionnelles  de  /,  cet  angle  est  un  infiniment  petit  du 
même  ordre  que  L'accroissement  t' — t  du  paramètre.  Il  est  équi- 
valent à  l'arc  infiniment  petit  de  l'indicatrice  sphérique. 

Cette  indicatrice  sphérique  ne  sert  pas  seulement  à  étudier  les 
variations  successives  de  la  direction  D  ;  elle  permet  de  suivre  en 
même  temps  les  changements  de  direction  de  la  perpendiculaire 
commune  à  D  et  à  la  direction  infiniment  voisine  D'.  Il  est 
évident,  en  effet,  que  cette  perpendiculaire  commune  est  repré- 
sentée sur  la  sphère  par  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  tan- 
gent en  a  à  l'indicatrice  sphérique.  La  direction  variable  D  et 
la  direction  A  de  la  perpendiculaire  commune  sont  donc  représen- 
tées sur  la  sphère,  dans  leurs  variations  successives,  par  deux 
courbes  supplémentaires. 

4.  Variation  de  longueur  d'un  segment  rectiligne.  —  Soient 
enfin  AB,  A'B'  deux  positions  infiniment  voisines  d'un  segment 
rectiligne  variable  ;  l'angle  de  AB  avec  A'B'  étant  infiniment 
petit,  si  nous  projetons  A'  et  B'  sur  AB,  en  A"  et  B",  A'B'  et  A"B" 
sont  équivalents;  on  a  donc 

A'  B'  ~  A"  B"  ~A"A  +  AB+  BB" 
ou 

A'B'— AB~  BB"—  A  A". 

Si  nous  appelons  a,  [i  les  angles  que  font  à  la  limite  A  A'  et  BB' 
avec  la  direction  AB  nous  conclurons  : 
(2)  A'B'— AB  ~  BB'cosp  — AA'cosa. 

En  langage  ordinaire  :  la  variation  de  longueur  d' un  segment 
rectiligne  a  pour  partie  principale  la  différence  des  dépla- 
cements de  ses  extrémités,  projetés  sur  la  direction  du  seg- 
ment. 

D'après  la  relation  (2),  si  deux  des  trois  infiniment  petits 
A'B' — AB,  AA'cosa,  BB'cosfi,  sont  d'ordre  supérieur  au  premier, 
il  en  est  de  même  du  troisième;  or,  si  l'accroissement  d'une 
fonction  est  constamment  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  il  est 
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rigoureusement  nul  et  eette  fonction  est  constante.  On  est  donc 
conduit  aux  propositions  suivantes  : 

i"  Lorsqu'u/i  segment  reciiïigne  se  déplace  de  manière  à 
rester  normal  aux  trajectoires  de  ses  deux  extrémités,  sa.  lon- 
gueur est  constante  ; 

â°  Lorsqu'un  segment  rectiligne,  de  longueur  constante, 
reste  normal  à  la  trajectoire  de  V une  de  ses  extrémités,  il  de- 
meure également  normal  à  la  trajectoire  de  Vautre. 

Considérons,  par' exemple,  une  courbe  (C)  telle  que  son  plan 
normal,  c'est-à-dire  le  plan  perpendiculaire  à  la  tangente  en 
chaque  point,  passe  constamment  par  un  point  fixe  A.  Si  B,  B' 
sont  deux  points  infiniment  voisins  de  cette  courbe  la  variation 
AB' —  AB  sera  nulle,  car  A  A'  et  cos-jiJ  sont  tous  deux  nuls  dans  le  cas 
actuel;  donc  la  distance  AB  sera  constante;  d'où  il  résulte  que  : 

Toute  courbe  dont  le  plan  normal  passe  par  un  point  fixe 
appartient  à  une  sphère  ayant  pour  centre  ce  point. 

5.  Applications.  —  Cherchons,  comme  application  de  la  for- 
mule (2),  la  direction  limite  du  déplacement  d'un  point  M  donï 
les  distances  à  n  foyers  F,«  F2,  •  •  .,  F„  satisfont  à  des  conditions 
données.  Soient  p,,  p2,  . . .,  prt  les  rayons  vecteurs  du  point  M  :  ils 
sont  liés  par  un  certain  nombre  de  relations  identiques,  puisqu'il 
existe  une  pareille  relation  entre  les  distances  mutuelles  de  cinq 
points   quelconques    dans   l'espace;    nous    n'avons    donc    à    tenir 

compte  que  des  relations  non  identiques  entre  p,,  z2 pH;  el 

celles-ci  ne  pourront  être  en  nombre  supérieur  à  deux  ;  nous  en 
aurons  une  seule  si  le  point  M  est  astreint  à  rester  sur  une  surlace. 
deux  s'il  décrit  une  courbe.  On  peut  supposer  qu'une  pareille 
relation  soit  donnée  sous  la  forme  différentielle 

(  3  )  Ai  dpi  ■+■  A.:  dp%  +  ...+  A,,  dpn  =  o, 

A,,  A2,    ...,  A;1  étant  des   fonctions  données  de   p,,  o2 pa. 

Soient  alors  a,,  a2,  ...,  a„  les  angles  (pie  fait  le  déplacement  du 
point  M  avec  les  directions  F,M,  F2M,  ...  si  nous  appliquons  la 
formule  (2)  à  chacun  des  rayons  vecteurs,  nous  n'avons  à    tenir 
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compte  que  du  déplacement  MM',  les  points  F,,  . . .,  F„  étant  sup- 
posés fixes.  Nous  aurons  ainsi,  en  divisant  par  MM', 

A  i  oo.S4i.H-  A2  cosa2-+- .  .  .-r  A„  cos.an  =?  o. 

Menons  à  partir  du  point  M  dans  les  directions  F,  M,  F2M,  .... 
F„  M,  des  vecteurs  respectivement  égaux,  eu  grandeur  et  en  signe, 
aux  coefficients  A,,  A2,   . . .,  ÀM  ;  l'égalité  précédente  équivaut  à 

A  cosw  =  o, 

A  étant  le  vecteur  résultant,  o  l'angle  que  fait  ce  vecteur  avec 
la  direction  MM'.  Or  A  est  différent  de  o  puisque  l'équation  (3) 

n'est  pas  vérifiée  identiquement;    l'angle  co  est  donc  égal  à  -  et, 

par  suite,  le  vecteur  résultant  est  dirigé  suivant  une  normale  au 
déplacement  du  point  M.  Si  l'on  a  une  seule  relation  telle  que  la 
relation  (3),  le  déplacement  ne  peut  s'effectuer  que  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  direction  que  nous  venons  de  définir  ;  c'est 
le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  sur  laquelle  le  point  est  assujetti 
à  rester. 

Si  le  mouvement  du  point  M  est  défini  par  deux  conditions 
analogues,  la  tangente  à  la  trajectoire  sera  perpendiculaire  au  plan 
déterminé  par  les  deux  résultantes  correspondantes. 

Remarque.  —  La  solution  précédente,  duc  au  marquis  de  l'Hos- 
pital,  repose  sur  ce  fait  que,  pour  évaluer  la  variation  de  chaque 
rayon  vecteur,  dans  le  passage  du  point  M  au  point  M',  on  n'a  pas  à 
tenir  compte  du  déplacement  de  l'une  des  extrémités  :  celle  qui 
coïncide  avec  le  foyer  fixe,  origine  de  ce  rayon  vecteur.  Or  il  en 
serait  exactement  de  même  si  chacun  des  points  F,,  F2,  . . .,  F„,  au 
lieu  d'être  fixe,  avait  un  déplacement  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  correspondant;  la  construction  à  laquelle  nous  avons  été 
conduits  donne,  par  conséquent,  la  solution  de  ce  problème  gé- 
néral :  Construire  les  normales  à  la  trajectoire  d'un  point  M 
dont  on  connaît  la  loi  des  distances  normales  à  des  courbes  ou 
à  des  surfaces  fixes  données. 

Ce  qui  précède  suffit  à  montrer  l'intérêt  qu'il  peut  y  avoir  à  rai- 
sonner directement   sur  les  infiniment  petits  en  Géométrie,  sans 
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avoir  recours  aux  procédés,  ordinairement  plus  commodes  à  ma- 
nier, mais  souvent  moins  directs  et  moins  lumineux,  de  l'Analyse 
mathématique.  C'est  cette  méthode  qui  nous  servira  exclusivement, 
dans  la  première  Partie  de  ce  Cours,  pour  établir  les  propriétés 
générales  les  plus  importantes  des  courbes  planes  ou  gauches. 
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CHAPITRE  I. 


COURBURE  DES  LIGNES  PLANES. 


Étude  d'une  ligne  plane  dans  le  voisinage  d'un  de  ses 
points.  —  Courbure  et  cercle  de  courbure.  —  Cercle 
osculateur.  — -  définitions  diverses  du  cercle  oscula- 
teur.  —  Construction  du  cercle  osculateur  quand  la 
courbe   est   définie   géométriquement. 

6.   Étude  de  la  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point  donné.   — 
Considérons  sur  une  courbe  plane  donnée  (Jig.  3  )  un  point  fixe  quel- 

Fig.  3. 


conque  A  et  un  point  mobile  M  que  nous  supposons  infiniment 
voisin  d<:  \.  Menons  les  tangentes  AT0,  Mï,  et  soit  K  leur  point 

d'intersection.  L'angle  T„  KT  mesure  la  quantité  dont  la  courbe 
s'écarte  de  la  forme  rectiligne,  quand  on  passe  du  point  A  au 
point  M  ;  on  appelle  cet  angle  l'angle  de  contingence  en  A  ou 
encore  la  courbure  totale  de  l'arc  AM.  Cet  angle  est,  en  général, 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre  ;  c'est  en  effet  l'accroisse- 
ment de  l'angle  e  que  fait  la  tangente  mobile  avec  une  direction 
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fixe  ;  or  si  cet  accroissement  était  constamment  d'ordre  supérieur 
au  premier,  cet  angle  z>  serait  constant  et  la  ligne  serait  une 
droite.  L'angle  de  contingence  ne  pourra  donc  être  d'un  ordre 
plus  élevé  que  le  premier  qu'en  des  points  particuliers  de  la 
courbe,  et  nous  supposerons  d'abord  que  le  point  A  n'est  pas  l'un 
de  ces  points  exceptionnels.  Pour  la  même  raison,  l'angle  A  que 
fait  la  corde  A  M  avec  la  tangente  en  A  est  du  premier  ordre  en  gé- 
néral. Il  est  entendu  que  nous  prenons  toujours  comme  infini- 
ment petit  principal,  soit  la  corde  AM,  soit  un  infiniment  petit 
équivalent,  par  exemple  l'arc  AM  ou  encore  sa  projection  AP  sur 
la  tangente  en  A. 

Ceci  posé,  dans  le  triangle  rectangle  APM  on  a 

MP  =  APtangA. 

MP  est  donc  un  infiniment  petit  du  second  ordre  et  sa  partie  prin- 
cipale est  égale  à  AP  multiplié  par  un  facteur  qui  ne  s'annule  pas 
au  point  A  et  qui,  par  conséquent,  conserve  un  signe  constant 
de  part  et  d'autre  du  point  V,  pourvu  qu'on  reste,  comme  on  le 
suppose,  au  voisinage  de  ce  point.  On  aura  donc  le  même  signe 
pour  MP  et  pour  M'P',  les  points  M  et  M'  étant  de  part  et  d'autre 
de  A.  Les  points  voisins  sont  donc  d'un  même  côté  de  la  tan- 
gente en  A;  celle-ci,  en  d'autres  termes,  divise  le  plan  en  deux 
régions  dont  l'une,  à  l'exclusion  de  l'autre,  contient  les  points  de 
la  courbe  infiniment  voisins  dé  V;  la  première  s'appelle  la  région 
de  la  concavité  ;  nous  conviendrons  de  prendre  pour  sens  positif, 
sur  la  normale  en  un  point,  celui  qui  va  de  ce  point  vers  la  région 
de  la  concavité. 

La  distance  variable  MP,  étant  du  second  ordre,  a  pour  partie 
principale  À/VP2,  À  n'étant  pas  nul  au  point  A  ;  par  suite,  la  tan- 
gente de  l'angle  de  contingence,  ou  cet  angle  lui-même,  a  pour 
partie  principale  a)vAP  (4  ).  On  a  donc 

K  ~  ïUP. 


i1)  Il  est  permis  de  dériver  une  équivalence  comme  mie  identité;  l'équivalence 
y~j\x*  revient  en  eflet  à  l'éi^u  1  i  te  y  =  [~^(x)  -+-  p.(  x)]x",  \>-(x)  étant  inlini- 
triént  petit  par  rapport  à  ~^{x);  d'où  l'on  déduit,  puisque  X'  et  u.'  sont  supposés 
avoir  des  limites  linirs,  }'\.--  -V    '  (  //X  -+-  //  ;jl  -+-  x\'  ■+■  x  u.'  )  ~  n  À:*"-1. 
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Ml*  ... 

Mais  l'angle  A  a  pour  tangente  — ^  ;  il  a  donc  pour  partie  princi- 
pale XAP.  On  a  donc  K  ~  2  A,  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  corde  d'un  aie  infiniment  petit  fait,  avec 
les  tangentes  aux  extrémités  tic  cet  arc,  deux  angles  équiva- 
lents ;  en  d'autres  termes,  le  triangle  formé  par  la  corde  et  les 
deux  tangentes  doit  être  considéré  comme  isoscèle,  au  point  de 
vue  infinitésimal* 

Prenons  alors',  de  part  et  d'autre  de  A,  des  arcs  infiniment  pe- 
lils  M'A,  MA  ;  en  appliquant  le  théorème  à  chacun  de  ces  deux 
arcs,  on  voit  que  l'angle  M'AM  est  équivalent  au  supplément  de 
la  demi-courbure  totale  de  lare  MM'  ;  et  cela  a  lieu  quelle  que 
soit  la  position  occupée  par  A  sur  l'arc  MM';  tous  les  angles 
inscrits  dans  l'arc  MM'  sont  donc  équivalents  ;  cet  arc  se  com- 
porte donc,  au  point  de  \  ne  de  sa  courbure,  comme  l'arc  de  cercle 
déterminé  parles  trois  points  Y,  M,  M'.  D'autre  part,  ainsi  que  nous 
le  verrons  plus  loin  (§  12),  étant  donné  un  arc  de  courbe  MM',  on 
peut  toujours  déterminer  le  point  A,  intermédiaire  entre  M  et  M', 
de  telle  sorte  que  l'arc  de  courbe  soit  rigoureusement  égal  à  l'arc 
de  cercle  qui  passe  par  les  trois  points.  On  voit  qu'on  pourra  dès 
lors,  dans  un  grand  nombre  de  questions,  remplacer  le  segment 
curviligne  infiniment  petit,  dont  la  corde  est  MM',  par  le  segment 
de  cercle  capable  de  la  demi-courbure  totale  de  l'arc  MM'.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  ce  procédé  de  démonstration  (§  12). 

7.  Courbure  en  un  point.  Cercle  de  courbure.  —  Menons, 
par  le  point  M,  une  parallèle  MT,  à  la  tangente  en  A  {fig.  3)  et 
décrivons,  de  M  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  l'are 
de  cercle  T,T.  Cet  arc  mesure  la  courbure  totale  de  Tare  AM  ;   le 

rapport  W   est  la  courbure  moyenne  de  ce  même  arc  AM. 

rr  arc  AM  ^ 

Ces  deux  arcs,  comptés,  l'un  de  A  vers  M,  l'autre  de  T,  vers  T, 
sont  évidemment  de  même  signe  ;  ce  sont  des  infiniment  petits  du 
même  ordre  ;  la  courbure  moyenne  a  donc  une  limite  positive, 
lorsque  M  se  rapproche  indéfiniment  de  A;  cette  limite  est  ce 
qu'on  appelle  la  courbure  au  point  Y.  Remarquons  que  la  di- 
rection limite  d'un  vecteur  T,T  est  précisément  celle  de  la  nor- 
male au  point  A,  telle  que  nous  l'avons  définie,  car  une  parallèle  a 
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ce  vecteur,  menée  du  point  A,  serait  évidemment  dirigée  dans  la 
concavité  de  la  courbe. 

Lorsque  la  courbe  considérée  est  un  cercle,  la  courbure  totale 
d'un  arc  quelconque  est  mesurée  par  le  rapport  de  l'arc  au  rayon  ; 
la  courbure  en  chaque  point  de  ce  cercle  est  donc  constante  et 
égale  à  l'inverse  du  rayon.  Dans  le  cas  d'une  courbe  quelconque, 
la  courbure  variera  d'un  point  à  un  autre  ;  portons  sur  la  normale 
au  point  A,  dans  le  sens  positif,  un  segment  AC  égal  à  l'inverse  de 
la  courbure  au  point  A,  et  décrivons,  du  point  C  comme  centre, 
un  cercle  passant  par  le  point  A  ;  la  courbe  et  le  cercle  se  touche- 
ront en  A  et  auront  en  ce  point  même  courbure.  Le  cercle  ainsi 
construit  s'appelle  le  cercle  de  courbure,  son  rayon  R  est  le  rayon 
de  courbure  au  point  A,  son  centre  C  est  le  centre  de  courbure. 

On  peut  donner  une  autre  définition  du  centre  de  courbure. 
Soit  en  effet  C  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  la  normale 
en  A;  en  évaluant  MH  perpendiculaire  à  AC  dans  les  deux 
triangles  rectangles  A.HM,  HG'M,  on  a 

AM  cosPAM  =  MC'sinC. 

Passant  à  la  limite  en  observant  que  C  est  égal  à  la  courbure 
totale  de  l'arc  AM,  nous  aurons 

IimMC'=lim4^  =  R- 

Gomme  d'ailleurs  le  point  C  est  évidemment  situé  dans  la  con- 
cavité de  la  courbe,  on  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  centre  de  courbure  en  un  point  A  est  la 
limite  du  point  d' intersection  de  la  normale  en  A  avec  la  nor- 
male au  point  infiniment  voisin. 

8.  Cercle  osculateur.  —  Le  cercle  de  courbure  peut  être  dé- 
fini de  plusieurs  autres  manières.  Considérant,  en  premier  lieu,  le 
cercle  variable  qui  touche  la  courbe  en  A  et  qui  passe  parle  point  M; 

dans  ce  cercle  l'angle  MAP  a  pour  mesure  le  rapport  de  l'arc  AM 
au  diamètre.  Or  cet  arc  de  cercle  est  équivalent  à  l'arc  delà  courbe 
elle-même;  d'autre  part,  l'angle  MAP  est  équivalent  à  la  moitié  de 
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la  courbure  de  cet  arc.  Donc  le  rayon  du  cercle  variable  a  pour 
Limite  l'inverse  de  la  courbure  au  point  A;  le  cercle  limite  coïncide, 
par  conséquent,  avec  le  cercle  de  courbure. 

Plus  généralement,  considérons  le  cercle  qui  passe  par  V  et  par 
deux  points  infiniment  voisins  M,  M'  :  le  diamètre  de  ce  cercle 
variable  a  pour  valeur 

corde  MM'        arc  MM' 

sinMAS  MAS 

Mais  nous  avons  vu  que  l'angle  MAS  est  équivalent  à  la  demi- 
courbure  de  l'arc  MM'  ;  le  diamètre  du  cercle  variable  a  donc  pour 
limite  le  double  du  rayon  de  courbure  et  le  cercle  limite  coïncide 
encore  avec  le  cercle  de  courbure  ;  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  cercle  de  courbure  en  un  point  A  est  la  limite 
d'un  cercle  variable  assujetti  :  soit  à  toucher  la  courbe  en  A 
et  à  passer  par  un  point  infiniment  voisin  de  A,  soit  à  passer 
par  le  point  A  et  par  deux  autres  points  infiniment  voisins. 

Cette  dernière  définition  conduit  à  une  conséquence  intéres- 
sante ;  projetons  le  triangle  infiniment  petit  sur  un  plan  qui  fasse 
avec  celui  de  la  figure  un  angle  G  et  passons  à  la  limite  ;  en  dési- 
gnant par  \  l'angle  que  fait  la  tangente  en  A  avec  le  plan  de  pro- 
jection, par  Pv,  R'  les  rayons  de  courbure  de  la  ligne  donnée  et  de 
sa  projection,  on  a  évidemment 

cos3X        cosô 

Cherchons  enfin  quel  est,  de  tous  les  cercles  passant  par  le 
point  A,  celui  qui  s'approche  le  plus  de  la  courbe  donnée  dans  le 
voisinage  de  A.  Il  est  évident  d'abord  que  ce  cercle  doit  toucher 
la  courbe  au  point  A  ;  soit,  d'autre  part,  m  le  point  où  il  coupe  l'or- 
donnée MP  du  point  M  infiniment  voisin  ;  l'écart  entre  la  courbe 
et  le  cercle  est  mesuré  par  le  segment  m  M  ;  pour  que  cet  écart 
soit  minimum,  il  faut  évidemment,  d'abord,  que  m  P,  MP  soient 
de  même  signe;  donc  le  cercle  et  la  courbe  doivent  se  toucher 
intérieurement.  Ceci  posé,  on  a,  pour  la  courbe  et  pour  le  cercle, 

A  rn- 
MP  =  AMsinA,         mP  =  , 

■?.? 

D.  2 
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p  étant  le  rayon  du  cercle  ;  mais  A  étant,  comme  nous  l'a\ons  vu, 
équivalent  à   la  demi-courbure  de  l'arc    AM,   MP  a  pour  partie 

principale  — rr— j   on  en  conclut  que   la   partie   principale  de  m  M 

sera,  au  signe  près,  en  remarquant  que  ÀM  et  A/?z,  équivalents 
tous  deux  à  AP,  sont  équivalents  entre  eux  : 

AM2  /  1  _     i  \ 
R/ 

La  distance  m  M  est  donc  du  second  ordre  pour  tout  cercle  tan- 
gent à  la  courbe  au  point  A  ;  dans  un  cas  seulement,  /??M  est  d'un 
ordre  supérieur  :  c'est  lorsque  p  =  R;  d'où  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Le  cercle  de  courbure  est,  de  tous  les  cercles  qui 
touchent  la  courbe  au  point  A,  celui  qui  s'en  approche  le  plus 
dans  les  environs  du  point  A. 

Envisagé  à  ce  point  de  vue,  le  cercle  de  courbure  prend  le  nom 
de  cercle  oscillateur;  on  voit  que  la  différence  des  ordonnées  en 
des  points  correspondants  du  cercle  et  de  la  courbe,  infiniment 
voisins  de  A,  est  en  général  du  troisième  ordre  et  change  de  signe 
en  même  temps  que  l'abscisse  AP,  d'où  l'on  conclut  qiC  en  un 
point  ordinaire  la  courbe  est  traversée  par  son  cercle  oscillateur. 

ï).  Construction  géométrique  du  cercle  de  courbure.  —  Une 
ligne  plane  peut  être,  en  général,  définie  de  plusieurs  manières, 
auxquelles  correspondent  autant  de  solutions  différentes  pour  un 
problème  déterminé,  s'il  s'agit,  par  exemple,  de  construire  en  un 
point  de  cette  ligne  la  tangente  ou  le  cercle  de  courbure.  Pour 
obtenir  une  telle  solution,  il  j  aura  presque  toujours  avantage  à 
ne  pas  recourir  aux  formules  de  l'Analyse  et  à  raisonner  directe- 
ment sur  la  définition  particulière  donnée. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  construire  le  cercle  oscilla- 
teur d'une  ellipse;  nous  pouvons  supposer  cette  courbe  définie, 
soit  par  un  système  de  diamètres  conjugués,  soit  comme  projec- 
tion orthogonale  d'un  cercle,  soit  encore  par  ses  foyers  et  son 
grand  axe  ;  plaçons-nous  successivement  à  ces  différents  points  de 
vue  : 
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i°  On  donne  un  système  de  diamètres  conjugués.  —  Soient 
LV=  in' .  BB'=  >.b'  les  diamètres  conjugués  donnés.  Pour  cons- 
truire le  cercle  oscillateur  au  point  A,   menons  (jig>    \)   pa*"  un 


point  M  infiniment  voisin  de  A  une  corde  PMIVI|,  parallèle  à  AA' ; 
considérons  le  cercle  tangent  en  A  à  la  courbe  et  passant  au 
point  M.  Ce  cercle  variable  coupe  la  corde  MM,  en  un  certain 
point  m.  Le  segment  AP,  évalué  par  rapport  à  l'ellipse  et  par 
rapport  au  cercle,  est  donné  par  les  deux  formules 

AP*  =  '^PM.PM,, 

\a'* 


d'où 


AP2=  PM.Pm; 


Pm=  -^PM, 

a  2 


Lorsque  M  vient  se  confondre  avec  A,  M,  vient  en  A',  le  point 
m  vient  en  u.  sur  A  A'  et  la  formule  précédente  devient,  à  la 
limite, 

(3)  Afji  =  2~. 


La  question  est  donc  résolue.  Si  l'on  veut  avoir  l'expression  du 
rayon  de  courbure  R,  on  élève  une  perpendiculaire  en  u.  à  AA' 
jusqu'au  point  H,  où  elle  rencontre  la  normale  en  A.  On  a  alors 


R  =  HA  = 


Afj. 
cos  A' Ali 
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d'où,  en  appelant  0  l'angle  des  deux  diamètres  conjugués  donnés, 

6'2 


R 


a!  si ii  9 


2°  Ellipse  considérée  comme  projection  orthogonale  d'un 
cercle.  —  Soient  a  le  rajon  du  cercle,  —  le  cosinus  de  l'angle  que 
fait  son  plan  avec  celui  de  l'ellipse  (fig.  5),  M  un  point  de  cette 

Fig.  5. 


dernière  courbe,    M,    le   rabattement   du  point   du   cercle   qui   se 
projette  en  M.  Les  tangentes  en  M  et  en  M,  à  l'ellipse  et  au  cercle 
rabattu  vont  couper  en  un  même  point,  T,  l'axe  de  l'ellipse. 
Appliquons  la  formule  (2)  (§  8,  p.  1  ~  )  : 


cos3a  _   b 
~ R~~   =  a* 


cosX  = 


MT 
m7F 


(5) 


R  = 


a*  /  MT  V 


b   \  M,  r 


La    question    peut   être  considérée  comme    résolue  ;    on    peut 

d'ailleurs  transformer  bien  aisément  le  second  membre  de  la  for- 
Aï  -r  S 

mule  (5).   Le  rapport  .',  r„  est  évidemment  égal    à  ->   0   étant  le 
v    '  '  l         Mj  1  °  a 

demi-diamètre  de  l'ellipse  parallèle  à  MT.  On  en  déduit 


(6) 


I! 


Menons  la  normale  MN,    les   triangles  TIWL    PMN   étant  sem- 
blables, on  a 

MT  _  M\ 
"TÏÏ  ~  Mî7' 
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et  l'on  aurait  de  même  dans  le  cercle 

M,T  a 


TP    "     M,P 
d'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

MT         M^   M«P        MÎN 


IVVF  a      MP    ~       b 

Portons  cette  valeur  dans  la  formule  (5),  elle  devient 

(7»  R=^Ç> 

p-  ■ 

ii  .t'- 

en appelant  p  le  paramètre  — • 

3°  L'ellipse  est  définie  par  ses  foyers  et  son  grand  axe.  — 
Nous  avons  vu  (§  o,  p.  î  o)  comment  on  détermine  la  tangente  à  une 
courbe  sur  laquelle  on  connaît  une  relation  constante  entre  les 
distances  de  chaque  point  à  deux  ou  plusieurs  foyers.  Proposons- 
nous,  d'une  manière  générale,  de  construire  le  cercle  de  cour- 
bure, dans  le  cas  où  la  courbe  est-  donnée  par  son  équation  en 
coordonnées  bipolaires. 

Soient  F,  F,  les  deux  foyers  donnés  (fi g.  6);  <p,  cp,  les  angles  de 
la  normale  en  M  avec  les  rayons  vecteurs  MF,  MF,  ;  a',  o  les 
valeurs  de  ces  angles  au  point  M'  infiniment  voisin  de  M.  Les 
deux  normales  se  coupent  en  un  point  K  qui  a  pour  limite  le 
centre  de  courbure;  l'angle  K  mesure  la  courbure  de  l'arc  MM'  ; 
cela  posé,  les  deux  triangles  L,KM,  L,M'F,,  d'une  part,  LM'K. 
LMF,  d'autre  part,  nous  donnent  les  deux  relations  d'angles 

F,   h  <pi  =  <pi  -H  K,         F  -+-  o  =  cp'-f-K, 
d'où,  en  ajoutant, 

(8;  F+/F1+(?'1-?1)-(<p'-?)  =  2K. 

Reste  à  évaluer  les  angles  F,  F,.  Or,  on  a  dans  les  triangles 
FMM'rF,MM 

sinF  _  sinFMM'  sinF,  _  sinFiMM' 

mr  ~     fâT     '       W  =    ~~  Fi  M' 
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Portons  ces  valeurs  clans  l'équation  (8),  divisons  par  MM',  et 
passons  aux  limites;  il  vient,  en  appelant  R  le  rayon  de  courbure, 
ds  la  différentielle  de  Tare, 


(9) 


coscs        cosepi         d(tpi  —  <p) 


K 
do 


p 
ds  sin  cp, 


Pi 


dpi  =  </s  sin©i. 


ÎNous  avons  vu  (  loc.  cit.)  comment  on  peut  déterminer  les  angles 
©  et  es,  ;  la  formule  (g)  donnera  donc  la  solution  dans  le  cas  géné- 
ral. Revenons  au  cas  particulier  de  l'ellipse,  nous  aurons  o  =  of 
et,  pour  le  rayon  de  courbure, 


(io) 


coso 


ppl 


Le  triangle  FMF,  donne  d'ailleurs  immédiatement  cos:p  =  i  , 
on  peut  donc  mettre  la  formule  précédente  sous  la  forme 

P 


?  ?i 


(ii) 


H  = 


cos3© 
4°    Conique  rapportée  à  un  foyer  et  à  la  directrice  corres- 

Fig.  6. 
JVT 

M 


pondante.  —  Nous  avons  vu  (§  ">,  p.  i  î  )  que,  pour  une  courbe 
plane  définie  en  coordonnées  bipolaires,  on  peut  substituer  à  l'un 
ou  à  l'autre  des  foyers  une  courbe  à  laquelle  le  rayon  vecteur 
correspondant  soit  astreint  à  demeurer  normal.  Prenons  pour  cette 
courbe  une  directrice  rectiligne,  et  plaçons-nous  encore  dans  le 
cas  général.  Si  le  point  F,   (fig.  6)  s'éloigne  indéfiniment,  l'angle 

précédemment  désigné  par  F,  s'annule;  dvt  devient  égala  la  cour- 


chapitre  i.  —  courbure  dks  lignes  planes.  a3 

bure  K  de  lare  MM'  ;  on  a  donc  alors 

<ls  F        cosç 

ds  p 

R,_e_r.+^). 


F  =  tfcp    ;-  (/o,,          J'^,  =  — 

d'où 

(12) 

cosep 

«fo           I            I    /            </cp  \ 

p 

COSO  V  d" 


C'est    la    solution    générale,    le    rapport   ~-    étant    déterminé, 

comme  nous  l'avons  dit.  Si  la  courbe  est  une  conique  d'excen- 
tricité e,  son  équation  est  p  =  epl5  p,  étant  la  distance  du  point 
variable  M  à  la  directrice  donnée;  on  a  donc  ici 

(i3  )  sin  cp  =  e.sinoj 

d'où 

(M)  ,{  =  — ^ 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  par  exemple,  e  =  i ,  o  =<Pi,  R=  — 1— ; 

i  '  r  r  i  .         i  cosep 

or,   on  voit  immédiatement   que  le  segment  de  normale  compris 

entre  le  point  M  et  la  directrice  a  pour  valeur  — —  ;    donc  :  dans 

la  parabole,  le  rayon  de  courbure  est  égal  au  double  du  seg- 
ment de  normale  compris  entre  la  courbe  et  la  directrice. 


d?  _0 

COSO 

dfi          cos<pi 

roses 
e - 

V 
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CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DU  CONTACT.  —  COURBES  ENVELOPPES. 


Ordre  de  contact  de  deux  lignes  planes.  —  Courbes  oscu- 
latrices.  —  Propriétés  d'un  arc  infiniment  petit.  — 
Courbes  enveloppes.  —  Développées  et  développantes, 

10.   Ordre  de  contact  de  deux  lignes  planes.   —  Nous  avons 
supposé  jusqu'ici,  dans  l'étude  d'une  ligne  au  voisinage  d'un  point 

simple  A,  que  l'angle  PAM  {fig.  7)  de  la  corde  AM  et  de  la  tan- 

Fig.  1. 


gente  en  A,  était  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  ;  c'est  en 
effet  ce  qui  a  lieu  en  général,  et  l'on  exprime  ce  fait  en  disant  que 
la  courbe  et  la  tangente  ont,  au  point  A,  un  contact  du  premier 
ordre. 

La  distance  MP  de   la   tangente  en  A  au   point  M,   infiniment 

voisin  est  alors  du  second  ordre  et  sa  partie  principale  est  --=?; 
tout  autre  segment  de  droite  MO,  compris  entre  le  point  M  et  la 
tangente  AT,  est  évidemment  aussi  du  second  ordre,  à  la  condition 
toutefois  que  la  direction  limite  de  ce  segment  MQ  ne  soit  pas 
parallèle  à  AT.  ^^^ 

Dans  tous  les  cas,  Tordre  infinitésimal  de  MAP  est  un  nombre 
entier;  cet  angle  mesure  en  effet  l'accroissement  que  prend,  quand 
on  passe  de  A  en  M,  l'angle  de  la  corde  mobile  AM  avec  une  direc- 
tion fixe  quelconque;  il  est  donc  égal  à  l'accroissement  infiniment 
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petit  d'une  fonction,  que  nous  supposons  régulière ('),  d'un  cer- 
tain paramètre  t.  Lorsque  ce  nombre  entier  est  égal  à  /i,  on  dit  que 
la  courbe  et  sa  tangente  ont,  au  point  A,  un  contact  d'ordre  n; 
tout  point  pour  lequel  on  a  n  >  i  est  dit  point  d'inflexion. 

Si  le  contact  est  d'ordre  «,  la  distance  Ml*  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  n-\-i  et  Ion  a,  en  prenant  AP(qui  est  toujours  du  premier 
ordre)  comme  infini  ment  petit  principal, 

(i)  MP~XÂPB+1, 

\  étant  une  fonction  de  AI*  qui  ne  s'annule  pas  pour  AP  =  o. 
Désignons  alors,  comme  plus  haut,  par  R  la  courbure  de  l'arc  AM 
et  par  A  l'angle  MAP  ;  nous  aurons 

MP  „       rf.MP 

tangA=XF,  tangK  =  ^:XF; 

d'où,  en  ne  considérant  que  les  parties  principales, 

(■i)  A~ÀÂ7p",         K  ~(w  -hi)XÂp", 

(  3  )  K~(/i-+-i)A. 

Le  triangle  infiniment  petit  AKM  (fig.  3)  ne  peut  donc  plus 
être  considéré  comme  isoscèle,  l'angle  M  étant  équivalent  à  n  fois 
l'angle  A. 

En  raisonnant  comme  pour  le  cas  de  n  —  i,  on  voit  que  MP 
change  de  signe  en  même  temps  que  AP,  ou  conserve  un  signe 
constant,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair.  Dans  le  premier  cas,  la 
courbe  est  traversée  au  point  A  par  la  tangente,  la  concavité  est 
de  sens  opposés  pour  les  arcs  AM,  AM'.  Si  n  est  impair,  M,  M'  sont 
d'un  même  côté  de  la  tangente  et  les  deux  arcs  AM,  AM'  tournent 
leur  concavité  dans  le  même  sens. 

La  courbure  au  point  A  est  toujours  la  limite  vers  laquelle  tend 

le  rapport  —^   lorsque   M   se  rapproche  indéfiniment  de   A  ;   or, 

AM  et  AP  étant  équivalents,    il    résulte   de  la  formule  (2)  que  la 

«-1 

courbure  en  A  a  pour  partie   principale  (n  -h  i)aAP       ;  elle  est 

donc  nulle  ainsi  que  ses  ( n  —  2)  premières  dérivées  par  rapport  à 

l'arc,  et  la  ( n  —  ,)><■>»<■  ne  pesi  pas  ;  de  là  le  théorème  suivant  : 

(l  1  Pour  le  cas  où  A  serait  un  point  singulier,  voir  la  note  à  la  fin  du  Chapitre. 
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Théokème.  —  Lorsqu'une  courbe  plane  et  sa  tangente  ont, 
en.  un  point  donné,  un  contact  de  V ordre  n  ^>  i,  la  courbure  est 
nulle  en  ce  point,  ainsi  que  ses  dérivées  successives  par  rapport 
à  l'arc  jusqu'à  la  (n —  \yème  exclusivement. 

Soienl  maintenant  {fig-  8)  deux  courbes  (G),  (C|)  se  coupant  en 

Fi  g.  8 

/(C,) 


un  point  A  ;  prenons  sur  C  et  C|  deux  arcs  infiniment  petits  corres- 
pondants, de  même  longueur,  AM,  AM,  ;  nous  pouvons  définir  le 
contact  d'ordre  n  entre  ces  deux  courbes  par  la  condition  que 

l'angle  M  A  M,  formé  par  les  deux  cordes  soit  un  infiniment  petit 
de  l'ordre  n  ;  pour  que  cet  ordre  soit  au  moins  égal  à  un,  il  faut 
d'abord  que  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  A  ;  chacun  des 
arcs  AM,  VM|  étant  équivalent  à  sa  projection  sur  la  tangente 
commune,  on  peut  considérer  MM|  comme  se  projetant  en  un 
même  point  P  de  cette  tangente. 


On  a  alors 

A,  r 


M,  P 


MP 

AÏ7 


MM, 


AI»,  A, 


A), 


(l  ou  1  on  de 


kluit 


M  M  i 


X.AP 


)>  ne  s'annulant  pas  pour  AP  =  o.  On  en  déduira  entre  les  cour- 
bures des  arcs  A  M,  AM,  la  relation  d'équivalence 

K ,  —  K  ~  (  n  -+-  i  )  À  AP    ~  (  n  -+- 1 )  (  A ,  —  A  ). 

On  voit  que  la  distance  MM,,  évaluée  parallèlement  à  la  normale 
commune  est  un  infiniment  petit  d'ordre  (n  -f-  i);  on  a  donc  le 
théorème  suivant  : 
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Théorème. —  Lorsque  deux  courbes  planes  ont ,  en  un  point  \, 
un  contact  d'ordre  //,  la  courbure  en  ce  point  et  les  dérivées 
successives  de  la  courbure  par  rapport  à  l'arc,  jusqu'à  Vordre 
(n —  3)  inclusivement  ont  des  valeurs  égales  sur  les  deux 
courbes. 

II.  Courbes  osculatrices.  -  Considérons,  en  même  temps 
qu'une  courbe  donnée  C,  une  courbe  CM  d'espèce  donnée  el  dont 
l'équation  dépende  de  k  paramètres  variables.  On  pourra  disposer 
de  ces  paramètres  de  manière  à  faire  passer  cette  courbe  C|  par  un 
point  A  de  (G),  et  à  lui  imposer  en  ce  point  un  contact  d'ordre  n 
avec  la  courbe  G,  pourvu  que  n  soit  au  plus  égal  à  (k —  1).  Si  l'on 
prend  n  =  k — i,  la  courbe  (C,)  ainsi  déterminée  est,  parmi  les 
courbes  de  son  espèce,  celle  qui  a  le  contact  de  l'ordre  le  plus 
élevé  possible  avec  (C)  ;  on  dit  alors  qu'elle  est  osculatrice  à  (C). 
Si  quelques-unes  des  conditions  de  contact  se  trouvaient  véri- 
fiées d'elles-mêmes,  ce  qui  ne  pourrait  arriver  que  pour  des  posi- 
tions particulières  du  point  A,  on  pourrait  établir  en  ce  point  un 
contact  d'ordre  supérieur  à  /.  —  i  et  il  y  aurait  alors  suroscu- 
lation. 

Une  droite  est  déterminée  par  deux  points.  On  a  alors  k —  i  =  i  ; 
la  droite  osculatrice  n'est  autre  chose  que  la  tangente;  il  y  a  oscil- 
lation simple ^n  un  point  ordinaire,  sut  oscillation ,  en  un  point 
d'inflexion  d'ordre  quelconque. 

Si  la  courbe  (G,)  est  un  cercle,  k  =  3;  il  y  a  donc  oscillation 
lorsque  le  contact  est  du  second  ordre;  le  cercle  (G,)  coïncide 
alors  avec  le  cercle  de  courbure;  nous  avons  donné,  par  anticipa- 
tion, au  cercle  de  courbure,  le  nom  de  cercle  oscillateur,  qui  se 
trouve  maintenant  justifié  ;  en  de  certains  points  particuliers, 
appelés  sommets,  il  peut  y  avoir  surosculation;  la  dérivée  première 
de  la  courbure  par  rapport  à  l'arc  doit  alors  s'annuler  ;  l'exemple 
le  plus  simple  de  sommets  est  fourni  par  les  points  oùune  conique 
coupe  ses  axes  de  symétrie. 

Une  conique  étant  déterminée  par  cinq  conditions,  la  conique 
osculatrice,  en  un  point  ordinaire,  aura  avec  la  courbe  un  contact 
du  quatrième  ordre;  cet  ordre  pourra  s'élever  d'une  ou  de  plu- 
sieurs unités  pour  certains  points  remarquables,  tels  que  les 
points  Steiner  d'une  cubique  plane. 
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La  théorie  du  contaci.  d'ordre  n  peui  être  présentée  à  un  autre 
point  de  vue,  plus  immédiatement  projectif. 

Désignons  par  F(t)  la  distance  MM,  {fig.  8),  de  deux  points 
correspondants,  estimée  suivant  une  direction  fixe  ou  variable  ; 
nous  supposons  toutefois  que  cetle  direction  ne  soit  pas,  à  la 
limite,  parallèle  à  la  tangente  ÂP.  Dire  que  les  deux  courbes 
ont,  en  A,  un  contact  d'ordre  /?,  c'est  dire  que  F  (t)  est  un  infini- 
ment petit  d'ordre  n  -j-  i  ;  c'est  dire,  par  conséquent,  que  pour  la 
valeur  t  que  prend  le  paramètre  au  point  A,  la  fonction  F(t)  et  ses 
n  premières  dérivées  sont  nulles. 

Ceci  posé,  imaginons  que  lune  ou  l'autre  des  deux  lignes,  ou 
toutes  deux,  soient  variables  et  disposons  des  paramètres  dont  elles 
dépendent,  de  telle  sorle  qu'elles  aient  en  commun,  outre  le 
point  A,  n  autres  points  M,,  M2,  •  . . ,  M„,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

F(*o)  =  o,         F(*,)  =  o,         ...,         F(tn)  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  ces  conditions  sont  constamment  vérifiées 
lorsque  les  points  variables  M,,  M2,  . . . ,  M„  se  rapprochent  indé- 
finiment de  A,  on  a,  à  la  limite, 

F(*0)=  F'(*0)=  F'(*0)  =  ...  =  F<">(*o)  =  o; 

ce  sont  précisément  les  conditions  d'un  contact  d'ordre  n.   On  est 
ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Deux  courbes  qui  ont,  en  un  point  donné,  un 
contact  d'ordre  n  sont  les  limites  de  deux  courbes  variables 
qui  se  coupent  en  ce  point  et  en  n  autres  infiniment  voisins. 

Remarque.  —  On  déduit  immédiatement  de  ce  théorème  que 
les  deux  courbes  se  traversent  au  point  A,  ou  se  touchent  inté- 
rieurement, suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  il  en  résulte  aussi 
évidemment  que  l'ordre  de  contact  est  une  propriété  projective. 

12.  Propriétés  d'un  arc  infiniment  petit.  —  Nous  pouvons 
maintenant  compléter  ce  que  nous  avons  dit  des  propriétés  d'une 
ligne  plane  dans  le  voisinage  d'un  point  donné  \.  Soient  {fig>  9)  Al? 
un  arc  infinimentpet.it  de  longueur  s  et  de  courbure  t,  K  le  point 
de  concours  des  tangentes  aux  extrémités  de  cet  arc  ;  CD  la  tan- 
gente en  un  point  M  mobile  sur  l'are  AB  ;  lorsque  l'arc  AM  varie 
de  o  à  s,  sa  courbure  varie  de  o  à  t,   il  existe  sur   VB  un  certain 
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poinl   l   où   elle   atteint    la    valeur  - .;    le    triangle    KCD    est    alors 

isoscèle  ;  il  en  est  de  même  du  triangle  ABK,  lorsque  le  point  A 
est  un  />()//> t  ordinaire;  la  tangente  en  lest  donc,  dans  ce  cas, 
parallèle  à  la  corde  AB  ou,  plus  exactement,  fait  avec  elle  un  angle 
infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Soient,    d'autre    part,   s4,  s2    les    longueurs    des    arcs    AI,    IB; 

Fig-  9- 


R,  R|,  R'  les  rayons  de  courbure  en  A,  B,  I;  on  a 

aR  aR' 

^1  = h  S,  S<>  = 1-  S.  , 

2  Z 

e,  z'  étant  des  infiniment  petits  par  rapport  à  l'arc  AB  ;  s-,  —  s,  est 
donc  du  second  ordre  au  moins;  en  d'autres  termes,  le  point  1  est, 
au  point  de  vue  infinitésimal,  le  milieu  de  l'arc  i\B,  d'où  la  pro- 
priété suivante  : 

Théorème.  —  La  tangente  au  milieu  d'un  arc  infiniment 
petit  est,  en  général,  parallèle  à  la  corde  de  cet  arc  et  les  deux 
moitiés  de  Varc  ont  des  courbures  égales. 

Il  n'en  est  pins  de  même  lorsque  le  point  A  est  un  point  d'in- 
llexion  ;  si  en  ce  point  l'ordre  de  contact  de  la  courbe  et  de  sa 
tangente  est  égal  à  n  on  a  [formule  (3)1  : 


BAK 


Le  point  I,  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde  AB,  n'est  plus 
le  milieu  de  l'arc   AB,   mais  le  point  qui   divise  cet  arc  dans  le 

rapport   ;  si  l'on  exprime  en  effet  que  la  courbure  de  l'arc  AI 

1  l  n  -+-  î  r  1 
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e-a  égale  à  — - —  on  a,  en  conservant  les  notations  précédentes, 

5[  7  S  \ 


Les  courbures  — >  -^  sont  donc,  dans  le  cas  actuel,  infiniment 
n     n 

Fie.  io. 


petites,  mais  évidemment  équivalentes;  le  rapport  —  a  donc  bien 

...           i 
pour  limite • 

Substitution  d'un  arc  de  cercle  à  l'arc  de  courbe.  —  Nous 
reviendrons  ici,  pour  le  préciser,  sur  le  procédé  qui  consiste  à 
substituer,  à  un  arc  infiniment  petit  AH  d'une  courbe  plane,  l'arc 
de  cercle  qui  passe  par  A,  B  et  un  troisième  point  C  infiniment 
voisin  des  deux  premiers. 

Considérons  (fig.  il)  pour  cela  le  point  G  dans  les  positions 
successives  qu  il  peut  occuper  depuis  le  point  A  jusqu'au  point  B. 
Le  centre  du  cercle  qui  passe  par  A,  B,  C  se  déplace  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  au  milieu  de  AB,  et  vient  coïncider  successive- 
ment avec  les  points  du  segment  K , ,  bv2  de  cette  droite. 

Lorsque  C  est  en  A,  le  cercle  est  tangent  intérieurement  à  la 
courbe,  si  l'on  adopte  la  disposition  de  la  figure  î  i  :  l'arc  de  cercle 
est  alors  évidemment  moindre  que  l'arc  de  la  courbe.  Le  con- 
traire a  lieu  quand  C  vient  en  B,  le  cercle  K2  correspondant  étant 
alors  tangent  extérieurement  à  l'arc  de  courbe  AB.  Il  existe  donc, 
entre  ces  deux  positions  extrêmes  de  G,  une  position  intermédiaire 
pour  laquelle  le  cercle  et  la  courbe  se  traversent,  de  telle  sorte 
que  les  arcs  AB  aient,  sur  l'un  et  sur  l'autre,  des  longueurs  rigou- 
reusement égales.   Le   centre  de   ce  cercle  est  situé  à  l'intérieur 
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du  segment  k|lv,:  sou  rayon  est  compris  entre  les  rayons  de 
courbure  correspondant  à  Y  et  à  B.  Nous  dirons  que  ce  cercle  est 
équivalent  à  la  courbe,  dans  retendue  de  l'arc  AB. 

L'arc    AB    étant    infiniment   petit,    les    trois    points    infiniment 


Fis. 


voisins  A,  B,  C  déterminent  un  segment  de  cercle  capable  de  la 
demi-courbure  de  cet  arc  et  qui  peut  être  substitué  au  segment 
curviligne  dans  toute  question  où  n'interviendront  que  les  lon- 
gueurs s,  /  de  cet  arc  et  de  sa  corde. 

Différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde.  —  Soit  R 
l'angle  de  contingence,  ou  la  courbure  totale,  de  l'arc  AB.  On  a, 
dans  le  cercle  équivalent,  dont  nous  appelons  le  rayon  p, 

K 


d'où 


l  =  2p  sin 


S  —  1=21 


Ko. 


/  K 


.     K 

sin  — 


La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  son  sinus  a  pour 
partie  principale  le  sixième  du  cube  de  l'arc;  la  différence  5  —  / 

K3  s3 

a  donc    pour    partie    principale   p —  =  — ; — ,  :    or,   p   est  compris, 

d'après  ce  qui  précède,   entre  les  rayons  de   courbure  aux  deux 
extrémités  de  l'arc  AB;  nous  pouvons  donc  écrire 
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R  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  A. 
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13.  Courbes  enveloppes.  -  Lorsque  les  points  A,  B  (Jig.  9) 
tendent  à  se  confondre,  l'angle  AKB,  qui  a  pour  limite  deux  droits, 
devient  le  plus  grand  angle  du  triangle  ABK.  Le  côté  AK  reste 
donc,  à  partir  d'un  certain  moment;,  inférieur  à  AB  et,  par  suite, 
tend  vers  o  ;  en  d'autres  termes,  les  trois  points  A,  B,  K  ont  même 
position  limite,  et  un  point  quelconque  de  la  courbe  peut  être  con- 
sidéré comme  la  limite  du  point  di  intersection  de  deux  tangentes 
infiniment  voisines.  Transformée  parla  méthode  des  polaires  réci- 
proques, cette  remarque  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Théorème. —  Une  droite  mobile  dont  la  position  dépend  d'un 
paramètre  unique  reste  constamment  tangente  à  une  certaine 
courbe  ;  le  point  de  contact  est,  à  chaque  instant,  la  limite  du 
point  où  la  droite  mobile  rencontre  la  droite  infiniment  voisine. 

Considérons,  plus  généralement,  une  famille  de  courbes  va- 
riables (C)  dépendant  d'un  paramètre  l)  supposons  que  les  deux 
courbes  qui  correspondent  à  des  valeurs  voisines  /,  t'  du  para- 
mètre, aient  constamment  un  ou  plusieurs  points  communs, 
t  restant  compris  dans  un  intervalle  donné;  que,  de  plus,  un 
point  M  commun  aux  deux  courbes  voisines  C,  C  ait  pour  limite, 
lorsque  t' — t  tend  vers  zéro,  un  point  déterminé  m  de  C  ('); 
lorsque  t  varie,  ce  point  m  décrit  une  courbe  T  que  nous  appelle- 
rons le  lieu  des  intersections  successives  des  courbes  (G). 

Ceci  posé,  soient  C0,  C| ,  C2,  . . . ,  Crt  une  suite  de  courbes  corres- 
pondant aux  valeurs  /„,  £,,  t2l  .  .  • ,  t„  du  paramètre  ;  MA  un  point 
d'intersection  de  Ca_i  et  G*,  Ma+i  le  point  voisin  de  M*  où  se 
coupent  Ca,  Ga+1,  et  ainsi  de  suite;  par  les  n  points  M,, 
M 2,  ...,  M„_,,  nous  pouvons  faire  passer  une  courbe  d'espèce 
donnée,  par  exemple  une  parabole  de  degré  /?,  de  direction  asvin- 
ptotique  donnée;  cette  parabole  est  complètement  déterminée. 

Faisons  croître  n  indéfiniment,  de  telle  sorte  que  chacun  des 
intervalles  t^  —  /*  ,  tende  vers  o  ;  l'arc  de  parabole  correspondant 
à  l'intervalle  complet  l0  tn  tendra  évidemment  à  se  confondre  avec 
l'arc  correspondant  de  la  courbe  T;  comme  d'ailleurs  cette   para- 


(')  Il  n'en  est  pas  toujours  ainsi  ;  il  peui  arriver  que  chaque  courbe  (C  )  soit  com- 
plètement intérieure  à  la  courbe  infiniment  voisine,  ou  encore  qu'un  point  réel 
d'intersection  de  ces  deux  courbures  n'ait  aucune  position  limite  déterminée. 
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bole  et  la  courbe  variable  C*  ont  en  commun  la  corde  Ma-1YI*+i, 
la  courbe  Y  touche  la  courbe  Ga  au  p'oinl  mit  limite  du  point  M/,. 
Envisagée  à  ce  point  de  vue,  r  s'appelle  l'enveloppe  des  courbes  (^; 

Fi",   m. 


celles-ci  prennent  le  nom  d'enveloppées  et  l'on   a  le    théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  intersections  successives  d'une 
famille  de  courbes  à  un  paramètre  constitue  une  enveloppe  de 
cette  famille  de  courbes;  le  point  de  contact  de  l enveloppe 
avec  chacune  des  enveloppées  est  la  limite  du  point  où  celle-ci 
rencontre  l  enveloppée  infiniment  voisine. 

Développée  d'une  ligne  plane.  —  Lorsqu'un  point  M  décrit 

Fie.  i3. 


une  courbe  (G),  le  centre  de  courbure  correspondant  u  décrit  une 
courbe  Y  (fig.  i3)  qu'on  appelle  la  développée  de  C  ;  la  courbe 
donnée  C  est  dite  développante  de  Y  ;  nous  avons  vu  (§  7)  que 
le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  commun  à  deux  nor- 
males infiniment  voisines;  la  développée  d'une  ligne  donnée  n'est 
autre  chose  que  l'enveloppe  des  normales  à  cette  ligne.  Soient  AB 
un  arc  donné  de  la  courbe,  a,  J3  les  centres  de  courbure  aux  deux 
extrémités  de  cet  arc,  M,  M'  deux  points  infiniment  voisins  apparte- 
nant à  l'arc  AB;  u,  u!  les  centres  de  courbure  correspondants;  le 
théorème  relatif  à  la  variation  de  la  longueur  d'un  segment  recti- 
D.  3 
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ligne  donne  immédiatement 

W  [j.'  —  AI  \j.  r^j  arc  \i.\j! . 

Prenons  comme  variable  lare  a;j.=  7,  appelons  /  la  longueur  du 
vecteur  Mut.  ;  nous  avons  alors 

—  =  i,  l  —  Ââ  =  (T,  BB— Aa  =  arcaB, 

d? 

d'où  ce  théorème  : 

Théorème.  —  La  longueur  d'un  arc  quelconque  de  la  déve- 
loppée est  égale  à  la  différence  des  rayons  de  courbure  corres- 
pondants de  la  développante. 

De  là  résulte  un  procédé  de  construction  mécanique  de  la  déve- 
loppante. Imaginons  un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible, 
fixé  par  une  de  ses  extrémités  au  point  (3,  s'enroulahl  sur  Tare  [iia, 
et  tendu  en  ligne  droite  suivant  la  tangente  a  A  ;  si  la  longueur  de 
ce  (il  est  telle  que  son  extrémité  soit  en  A,  il  suffira  de  le  dérouler, 
en  le  maintenant  constamment  tendu,  pour  que  cetle  extrémité  libre 
vienne  coïncider  successivement  avec  tous  les  points  de  l'arc  AB. 
Cette  propriété  justifie  le  nom  de  développée  donné  au  lieu  des 
centres  de  courbure.  Remarquons  que  si  l'on  porte  sur  les  nor- 
males de  la  développée,  dans  un  sens  ou  dans  L'autre,  une  longueur 
constante  A  V,  =  MM,  =  BB,,  le  lieu  du  point  M,  restera  normal 
à  la  droite  variable  Mu.  (§  4),  il  aura  donc  même  développée  que 
la  courbe  donnée.  En  d'autres  termes,  une  courbe  admet  une  infi- 
nité de  développantes  et  l'on  peut  décrire  mécaniquement  l'une 
quelconque  d'entre  elles  en  donnant  une  longueur  convenable 
au  fil  dont  nous  venons  de  parler. 

Supposons  que  la  courbure  soit  constante  tout  Je  long  de 
l'arc  VB,  l'arc  au.',  étant  la  partie  principale  de  l'accroissement  du 
rayon  de  courbure,  est  alors  nul  :  les  développées  se  réduisent  à 
un  point  où  viennent  concourir  toutes  les  normales  ;  la  courbe 
donnée  est,  par  suite,  un  cercle  |  §  l).  Le  cercle  est  donc  la  seule 
courbe  plane  dont  la  courbure  soit  constante  en  chaque  point. 

Remarquons  enfin  que  la  propriété  précédente  ramène  le  pro- 
blème de  la  rectification  d'une  courbe  quelconque  à  la  détermina- 
tion d'une  quelconque  des  développantes  de  cette  courbe:  si  l'on 
considère  en  particulier  celle  qui  passe  par  un  point  y.  de  La 
courbe  considérée,   l'arc  oc{3  de   cette  ligne,   correspondant  à   un 
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arc    y.t  [i,    de    celle    développante,    est    mesuré    par    le    segment 
rectiligne  [3(3, . 

La  considération  de  la  développée  peui  aussi  intervenir  utile- 
ment dans  certaines  questions  de  quadrature.  Supposons,  par 
exemple,  que  sur  une  courbe  AMB  {fig.  i3)  on  sache  exprimer 
la  courbure  en  un  point  variable  M  en  fonction  de  l'arc  AM,  l'aire 
comprise  entre  un  arc  AB  de  cette  ligne,  l'arc  correspondant  ajâ 
de  la  développée  et  les  droites  A  a,  B  (3  est  une  somme  d'éléments 
infiniment  petits  tels  que  l'aire  du  quadrilatère  curviligne 
MM'jjlijl' ;   or,    cette    aire   infiniment    petite    a    évidemment    pour 

...     "J7M  xM'     r\         a  pci  i  • 

partie  principale  ! •   Un  a  donc,  pour  1  aire  b  du  quadri- 
latère curviligne  AB  a6, 


2  ./. 


NOTE. 

Ordre  de  contact  d'une  courbe  et  de  sa  tangente,  en  un  point  sin- 
gulier. —  Supposons  qu'une  courbe  (C)  se  divise,  à  l'origine  0,  en 
/;  branches  parmi  lesquelles  a  soient  tangentes  en  une  même  droite  OX.  Si 
l'on  prend  cette  droite  pour  axe  des  x,  l'équation  de  cette  courbe  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

kxP-*.y*z=  kqxP+<l-\-  kIJ+lxi>^i+'[  -4-  . . .  , 

Y 

\.  Ar/,  A^-,-1.  ...  étant  des  fonctions  entières  du  paramètre  t  —  —  >  dont  les 

deux  premières  ne  s'annulent  pas  pour  t  =  o.  Il  en  résulte  que,  si  un  point  M 
se  rapproche  du  point  O  suivant  une  des  branches  qui  sont  tangentes 
à  OX,  de  telle  sorte  que  x  et  t  tendent  simultanément  vers  zéro,  le  rap- 

port  —  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle  w  que  fait  la  corde  OM  avec  la 

tangente  OX  est  un   infiniment  petit  de  l'ordre  n  =  —  •  Ce  nombre  n  est, 

par  définition,  l'ordre  de  contact  relatif  à  la  branche  de  courbe  consi- 
dérée :  quant  à  l'angle  K  qui  mesure  la  courbure  totale  de  l'arc  AM,  il  est 
équivalent  à    v'v,  d'où  l'on  conclut  l'équivalence 

K        q 

—  ~  —  -+-  I. 
w        a 

Remarque.  —  A  chacune  des  branches  correspond  une  valeur  déter- 
minée du  nombre  q  ;  ce  nombre  est  en  général  égal  à  l'unité;  dans  le  cas 
le  plus  simple  où  le  point  O  est  un  point  de  rebroussement  ordinaire, 
l'ordre  de  contact  est  égal  à  |,  et  l'angle  w  est  égal  aux  deux  tiers  de  l'angle 
de  contingence. 
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CHAPITRE  III. 


APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  GENERALE  A  L'ETUDE 
DE  COURRES  PARTICULIÈRES. 


TrACTRICE,  CHAINETTE.  CyCLOÏDE,  ÉPICYCLOÏDES.  COURBES 

EN       COORDONNÉES       POLAIRES;       SPIRALE       LOGARITHMIQUE.      


Cou 


RBES     DEFINIES     EN     COORDONNEES     BIPOLAIRES. 


14.  Tractrice.  Chaînette.  —  Nous  nous  proposons  maintenant 
d'appliquer  la  théorie  générale,  exposée  précédemment,  à  diverses 
courbes  planes,  choisies  parmi  celles  qui  présentent  un  intérêt 
particulier,  soit  en  raison  de  leurs  propriétés  spéciales,  soit  parce 
qu'elles  interviennent,  comme  par  exemple  la  chaînette  et  la 
cycloïde,  dans  d'importantes  questions  de  Géométrie,  de  Mécanique 
et  de  Physique. 


Considérons  en  premier  lieu   la  tiactrice.  ou  courbe  aux  tan- 
gentes égales.  On  appelle  ainsi  une  courbe  (T)(Jîg.  \.\),  telle  que 
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le  segment  ml.  compris  cuir»-  mi  point  quelconque  ///  de  cette 
courbe  et  le  point  t  où  la  tangente  en  m  rencontre  une  droite  fixe 
OX,  ail  une  longueur  constante  a .  I  .a  forme  de  la  tractrice  est  évi- 
dente; si  l'on  appelle  a  l'angle  X.tm,  la  distance  />//>,  de  ///  à  OX,  a 
pour  valeur  a  sina;  elle  décroît  donc  constamment  de  la  valeur  a 
à  la  valeur  zéro  quand  a  croît  de  -  à  -;  le  point  A  où  la  tangente 
est  perpendiculaire  à  OX  est  donc  le  plus  éloigné  de  celte  droite; 
mp  ne  peut  d'ailleurs  devenir  nul  si  le  point  ///  est  à  distance  finie, 
puisque  le  segment  mt  devrait  alors  s'annuler  ;  donc,  y.  variant  de 
-  à  -,  ()p  croit  de  zéro  à  l'infini,  tandis  que  mp  décroît  de  a  à 
zéro;  on  a  donc  une  branche  de  courbe  (T)  asymptote  à  OX,  con- 
stamment convexe  vers  OX  ;  la  tractrice  se  compose  de  cette  bran- 
che et  de  sa  symétrique  par  rapport  à  la  droite  AO. 

i°  Courbure  de  la  tractrice.  —  Ceci  posé,  soient  mk,  m'A'  les 
normales  en  deux  points  infiniment  voisins  ;  les  deux  triangles 
fK/»,  t'Km'  ont  les  côtés  mt,  m' t'  égaux  par  définition;  les  côtés 
ELm,  Km'  sont  équivalents  comme  ayant  pour  limite  commune  le 
rayon  de  courbure  au  point  m  ;  les  hypoténuses  Kt,  K^'  sont  donc 
équivalentes,  et  le  point  K  se  projette  sur  OX  entre  les  points  t,  l'  ; 
donc  :  le  centre  de  courbure  M  se  projette  sur  OX  au  point  t . 
extrémité  de  la  tangente  mt. 

On  en  conclut  que  le  rayon  de  courbure  de  la  tractrice  est  égal 
à  Mm  où  — ■  a  cota  et  l'on  a,  par  conséquent, 

d .air  A  /// 

(i)  -. =  —  «cota. 

'  ai 

Les  autres  propriétés  de  la  courbe  s'en  déduisent  immédiate- 
ment. 

2"  Rectification  et  quadrature  de  la  tractrice.  —  En  appli- 
quant à  mt  la  formule  qui  donne  la  variation  infiniment  petite 
d'un  segment  rectiligne  on  a 

né  t' —  mt  =  o  ~  arc  mm' '-+-  //'  cosa, 

d'où,  en  tenant  compte  de  (i), 

d.Ot  « 


(2)  "'-TT^*'-^  d% 


snia 
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D'au  Ire  part,  l'équation  (i)  s'intègre  immédiatement  et  donne 
(   !  i  are  A  m  =  —  a  L  si  n  a  ; 

c'est  la  formule  de  rectification  de  la  tractrice. 

Si  nous  considérons  maintenant  le  quadrilatère  curviligne  AO^m, 
la  différentielle  de  son  aire  S  est  évidemment  équivalente  à  l'aire 
du  triangle  htt1  et  l'on  a 

(4)  dS  =  —  dx,         S  =  - 

•2 

C'est  la  formule  de  quadrature.  En  faisant  a  =  —  et  doublant,  on 
voit  que  l'aire  totale  comprise  entre  la  tractrice  et  sa  base  OX  a 

pour  valeur 

3"  Equations  de  la  tractrice  et  de  sa  développée.  —  Le  seg- 
ment infiniment  petit  tt'  est  la  différentielle  du  segment  0/  ;  l'équa- 
tion   (2)    peut    donc    s'écrire,   en    remarquant    que   Op    s'annule 

pour  a  =  -> 

(  5  )  0/>  =  a  L  tang  — f-  a  cosa . 

(  )n  a  d'ailleurs 

(  (')  )  m/>  =  a  sin  y.. 

Les  équations  (5)  et  (6)  sont  celles  de  la  tractrice  ;  on  en  déduit 
immédiatement  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  eu  M  ;  on 
a  en  effet,  d'une  part, 

a  a 

AI  t  =   -^—   =   -: 

--^\         si  11  a 
cos  mt  INI 

et.  d'autre  part  (loc.  cit.), 

(7)  O  t  =  y.  Log  tang  "• 

Ce  sont  les  équations  de  la  développée.  Cette  seconde  courbe  est 
la  chaînette;  en  éliminant  a  entre  les  équations  (7),  on  obtient, 
sans  difficulté,  pour  l'équation  de  cette  courbe  remarquable, 


(8)  y- -M' 
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La  chaînette .  Les   propriétés   de    la    chaînette  sont    mises 

en  évidence  par  celles  de  la  tractrice  ;  il  n'y  a  plus  qu'à  les 
énoncer  : 

i"  Lorsque  a  croît  de  -  à  -,  (  )/  croît  de  zéro  à  l'infini,  Ml  de  a  à 

l'infini,  la  courbe  tourne  constamment  sa  convexité  vers  OX  ;  elle 
a  la  forme  représentée  en  (C)  sur  la  figure  i \. 

2°  Pour  construire  la  normale  en  un  point  M  de  la  chaînette;,  il 
suffit  de  décrire,  de  ce  point  comme  centre,  un  cercle  de  rayon  a 
et  de  mener  à  ce  cercle,  du  point  /,  la  tangente  qui  fait  un  angle 
aigu  avec  ()\;  le  point  de  contact  II  appartient  à  la  normale  cher- 
chée. 

3"  L'aire  S  du  quadrilatère  curviligne  AOM^,  a  évidemment 
pour  différentielle  le  produit  Mtxtt';  on  a  donc  [formules  (2) 
et  (7)] 

a- 

(  (>  )  dS  =  — — —  d%,  S=  —  a2  cota, 

J/  sin2a       ' 

et  comme  Mm  =  —  a  cota,  on  voit  que  ce  quadrilatère  curvili- 
gne est  équivalent  au  rectangle  MHtm, 

1"  La  dernière  remarque  montre  que  l'arc  AM,  d'après  les  pro- 
priétés générales  des  développées,  a  pour  valeur  — a  cota;  on  a 
donc,  pour  le  rayon  de  courbure  en  M, 

arc  A  M  a 

(10)  K  =  cl  - 


d<x  s  i  n  '-  a 

Or,  dans  le  triangle  M7N,  on  a 

s  1  n  a  s  1  n 2  a 

Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  égal  à  la  normale 
limitée  à  la  droite  OX  et  dirigée  en  sens  contraire. 

On  déduit  immédiatement  de  ce  théorème  la  construction  par 
points  de  la  développée  de  la  chaînette.  Celte  courbe  est  représen- 
tée en  (IJ)  sur  la  figure;  les  coordonnées  du  centre  de  courbure, 
exprimées  en  fonction  de  l'angle  a,  sont 

■in  ._  /,  a         eus  a  \ 

y  i  =  -: —  ,  x,  =  O  l  —  t  N  =  a  (  L  la  11  g      -! : — —    • 

Sinot  \  5  2         sin-7./ 


4o 


PREMIERE    PARTIE. 


GEOMETRIE    1NFIMTKSIMALK. 


lo.  Cycloïde.  —  i"  Définition.  —  On  appelle  cycloïde  la 
courbe  décrite  par  un  point  donné  d'un  cercle  qui  roule  sans 
glisser  sur  une  droite  indéfinie  X'X(/i«.  i5).  Soit  G  un  point  de 


Fig.  i.">. 


X'X  avec  lequel  le  point  décrivant  coïncide  à  un  moment  donné. 
Pour  construire  la  courbe  par  points,  on  décrira  un  cercle  tangent 
à  X'X  en  un  point  variable  A,  avec  un  ravon  constant,  et  toujours 
du  même  côté  de  X'X. 

On  portera  ensuite  sur  ce  cercle,  à  partir  d'un  point  A,  de  A 
vers  O,  un  arc  AM  égal  au  segment  recliligne  AO  ;  on  aura  ainsi 
un  point  de  la  cycloïde. 

La  forme  de  la  courbe  est  évidente  d'après  la  définition  même  : 
elle  se  compose  dune  infinité  de  boucles  consécutives  telles  que 
OSO,,  toutes  égales  entre  elles.  Chacune  d'elle  admet  un  axe  de 
symétrie  SI  perpendiculaire  à  OX:  il  suffit,  pour  le  voir,  de  remar- 
quer que  cette  boucle  peut  être  engendrée,  soit  par  le  roulement 
du  cercle,  effectué  dans  le  sens  (  )0, ,  soit  par  le  roulement  contraire 
effectué  de  O,  vers  (  ). 

L'amplitude  00,,  de  chaque  boucle  est  d'ailleurs  égale  à  it.o, 
a  étant  le  ravon  du  cercle  mobile. 


2"  Tangente.  —  Soient  A,  A'  deux  points  de  contact  infini- 
ment voisins  du  cercle  mobile  et  de  la  directrice  fixe,  M,  M'  les 
points  correspondants  de  la  cycloïde.  Menons,  d'un  cercle  à  l'autre 
MM,  parallèle  à  OX  ;  on  a  MM,  =  AA';  l'arc  de  cercle  M,  M'  est 
donc  égal  à  MM,,  car  on  a 

air  M,  M  =  arc  A/M'—  arc  ArM,  =  AO  —  AO  =  .VA. 
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Le   triangle  infiniment  pelil   MM  M,  doit   donc  être  considéré 

comme  isoscèle,  et  les  angles  M  M ,  M'  <le  ce  triangle  ont  des  limites 
exiles;  la  tangente  à  La  cycloide  est  donc  également  inclinée  sur 
la  direction  OX  el  sur  la  tangente  MT  au  cercle;  cette  tangente 
passe  donc  par  le  point  B,  milieu  <\v  l'arc  MB M2  ;  la  normale  passe 
par  conséquent  au  point  A;  donc  :  la  normale  en  un  /joint  de  la 
cycloide  passe  par  le  point  de  contact  du  cercle  mobile  et  de 
la  droite  fixe. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  là  que  les  points  0,  0|  sont  des 
points  de  rebroussement. 

3°  Courbure  de  la  cycloide.  Développée.  —  Décrivons  un 
cercle  symétrique  du  premier  par  rapport  au  point  A,  et  soit  P  le 
point  d'intersection  avec  la  normale  prolongée  MA  de  la  cycloide; 
menons  la  tangente  KY  au  second  cercle,  parallèlement  à  X'X  et 
soit  H  le  point  où  cette  droite  coupe  l'axe  SI  de  la  boucle  consi- 
dérée. On  a  les  égalités  évidentes  : 

arc  KP  =  Tza  —  arc  AP  =  iza  —  arc  AM, 
arcKP  =  01  —  OA  =  Hk. 

Or  le  point  H  est  fixe;  le  lieu  du  point  P  esi  donc  une  cycloide 
ayant  pour  base  Y'Y  et  pour  point  de  rebroussement  H. 

Or  la  tangente  à  cette  seconde  cycloide,  devant  passer  par  le 
point  du  cercle  générateur  le  plus  éloigné  de  la  base,  sera  précisé- 
ment la  droite  PA,  c'est-à-dire  la  normale  à  la  première;  cette 
seconde  cycloide  est  donc  l'enveloppe  des  normales  de  la  première, 
ou,  en  d'autres  termes,  la  développée  ;  le  rayon  de  courbure  en  M 
étant  égal  à  MP  est  le  double  de  la  normale  en  A  ;  d'où  l'on  conclut 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  de  la  cycloide  est  égal 
au  double  de  la  normale,  et  dirigé  dans  le  même  sens;  la  dé- 
veloppée est  une  seconde  cycloide  égale  à  la  première  et  ayant 
pour  sommets  les  points  de  rebroussement  de  celle-ci. 

4"  Rectification  et  quadrature.  --  L'arc  de  cycloide  OP  est 
égal  au  segment  rectiligne  MP  d'après  la  théorie  générale  des  dé- 
veloppées; il  est  donc  égal  au  double  de  AP;  cette  propriété,  trans- 
portée à   la  développante,  montre  que  l'arc  SM  est  le  double  du 
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segment  BM.  Donc,  l'arc  de  cycloïde,  compris  entre  le  sommet 
et  un  point  quelconque  de  la  courbe,  est  égal  au  double  de  la 
tangente  en  ce  point  comptée  du  point  de  contact  jusqu'à  la 
tangente  au  sommet. 

Si  le  point  M  vient  en  0,  MB  devient  égal  au  diamètre  la  du 
cercle  mobile  ;  lare  SO  a  donc  pour  longueur  \a  ]  donc  la  lon- 
gueur d'une  boucle  entière  est  égale  à  huit  fois  le  rayon  du 
cercle  mobile.  Pour  effectuer  la  quadrature,  considérons  le  point  de 
concours  L  de  la  normale  MA  et  de  la  normale  infiniment  voisine 
M'A.';  les  deux  triangles  LAA',  LMM'  avant  en  commun  l'angle  L, 

■  ii  ■  ,  ,    LA. LA.'      -ii  i-     •       î 

le  rapport  de  leurs  aires  est  égal  a  >  il  a  donc  pour  limite  - 

et  l'aire  du  triangle  ALA'  est  équivalent  au  tiers  du  quadrilatère 
curviligne  AA'MM';  on  en  conclut  que  les  aires  des  triangles  cur- 
vilignes finis  OMA,  QAP  sont  dans  le  rapport  de  3  à  î  ;  il  suffit, 
pour  s'en  rendre  compte,  de  les  décomposer  en  éléments  correspon- 
dants. De  là  se  déduit  la  solution  de  n'importe  quelle  question  de 
quadrature  ;  cherchons  par  exemple  l'aire  de  la  demi-boucle  OSI  ; 
cette  aire  sera  égale  aux  trois  quarts  d'un  rectangle  de  base  OT  =  iua 

et  de  hauteur  SI  =  ia  ;  elle  a  donc  pour  valeur  -  -a-]  donc, enfin, 

l'aire  d'une  boucle  entière  de  la  cycloïde  est  égale  à  trois  fois 
l'aire  du  cercle  mobile. 

16.  Épicycloïdes.  — •  Considérons  encore  l'épicycloïde,  c'est-à- 
dire  la  courbe  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  mobile  qui  roule 
sans  glisser  sur  un  cercle  fixe.  Soient  A,  B  les  centres  du  cercle 
mobile  et  du  cercle  fixe,  a,  b  leurs  rayons;  le  contact  peut  être 
extérieur  (fig.  17)  ou  intérieur  (Jig.  16).  Pour  construire  la 
courbe  par  points,  prenons  sur  le  cercle  B  \\n  point  fixe  (3,  décrivons 
un  cercle  de  rayon  a  tangent  au  cercle  fixe  en  un  point  variable  I'. 
puis  portons  sur  ce  cercle,  du  point  P  vers  le  point  O,  un  arc  PM 
de  même  longueur  que  l'arc  PO  ;  le  point  M  sera  un  point  de 
l'épicycloïde. 

La  forme  de  la  courbe  résulte  immédiatement  de  sa  définition  ; 
elle  se  compose  d'une  suite  de  boucles  ('gales,  telles  que  00',  donl 
chacune  commence  où  se  termine  la  précédente;  la  longueur  con- 
stante de  l'arc  OO'esl  égale  à  \>.~a:  le  roulement  du  cercle  mobile 
pouvant  s'effectuer  soit  de  (  )  vers  <  )  .  soit  de  (_)'  \  ers  (  ),  la  boucle  (  )(  )' 
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est  s\  métrique  par  rapporta  la  bissectrice  de  V  angle  OBO'.  Pour  que 
I  épicycloïde  se   ferme  ou,  en  d'autres  termes,  soit  formée  d'un 

nombre  fini  de   boucles,  il  faut  et  il   suffit  que  le  rapporl  —  suit 

commensurable.  On  peut  convenir  de  Considérer  ce  rapport  comme 

Fig.  16. 

O1 


positif  ou  négatif  suivant  que  le  contact  entre  les  deux  cercles  est 
extérieur  ou   intérieur  ;  cela    revient   à     désigner    para   le    vec- 


— >  — >■ 

leur  P A  dans  la  direction  BP. 


i"    Double  génération  de  Vépicyclo'ide.  —  Chaque  point  tel 

Fig.    i-. 


que  M  peut  être  construit  à  laide  d'un  autre  cercle  mobile;  me- 
nons, en  effet,  une  droite  BA,,  égale  et  parallèle  à  AMet  de  même 
sens  et  décrivons,  de  A,  comme  centre,  un  cercle  passant  par  iVI  ; 
ce  cercle  dont  le  rayon  est  constant  et  égal  à  (b  —  a)  (  fig.  if))  ou 
à  {b  -\-d)  (fig.   i  7  )  touche  le  cercle  fixe  en  un  point  P,  ;  les  trois 
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arcs  1*1*, ,  PM,  l\  M   sont  semblables,  puisqu'ils  mesurent  sur  les 

cercles  dont  ils  font  partie  un  même  angle  PBP,  ;  ils  sont  donc 
proportionnels  à  leurs  rayons  et  l'on  a  par  conséquent 

arcPP,  =  arc  P,  M  zp  arc  PM  ; 

et  comme,  par  définition,  l'arc  PM  est  égal  à  lare  PO,  on  voit  que 
les  arcs  P,M  et  P|0  sont  égaux;  l'épicycloïde  peut  donc  être  en- 
gendrée par  le  roulement  d'un  autre  cercle  mobile  A,  sur  le  même 
cercle  fixe  B.  Le  ravon  b  du  cercle  lixe  est  égal  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  rayons  a  et  «,  suivant  que  l'épicycloïde  est  inté- 
rieure ou  extérieure  au  cercle  fixe. 

2"  Normale.  Rayon  de  courbure.  Développée.  —  On  peut 
démontrer,  comme  pour  la  cycloïde  et  en  modifiant  très  peu  la 
démonstration,  que   la  normale  en  M  à  l'épicvcloïde   passe  par  le 

Pic.  iS. 


point  de  contact  P  du  cercle  mobile  et  du  cercle  fixe,  et  (pie,  par 
suite,  les  points  O  sont  des  points  de  rebroussement.  Cette  propo- 
sition n'esl  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  général 
crue  nous  démontrerons  plus  loin  (§  31").  Considérons  donc  cette 
construction  de  la  normale  comme  démontrée  et  cherchons  à  eu 
déduire,  comme  nous  l'avons  fait  pour  la  cycloïde,  les  autres  pro- 
priétés de  la  courbe. 

Pour  cela,  décrivons  de  B  comme  centre  {fig-  18)  un  cercle  F  de 
rayon  indéterminé  b'  et  construisons  un  cercle  A'  qui  touche  le 
cercle  fixe  au  point  P  et  dont  le  diamètre  ^<>it  «gai  à  b  —  l>  :  les  deux 
cercles  ainsi  construits  se  toucheront  en  un  point  P  :  prolongeons 
alors   la  normale  MP  de  l'épicycloïde  jusqu'au  point  M'   où   elle 
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coupe  le  cercle  A';  portons  enfin  sur  le  cercle  V  un  arc  P'O'  de 
même  Longueur  que  l'arc  P'M'  et  cherchons  s'il  est  possible  de 
déterminer  b'  de  telle  sorte  que  le  point  ()'  soit  fixe  sur  le  cercle  (T), 
lorsque  le  roulement  s'effectue. 

Le  rayon  BO  coupe  le  cercle  V  en  un  point  fixe   w;    évaluons 
l'arc  (oC.  On  a  la  suite  d'égalités 

u>P'0'=  arc  wP'-i-'arcP'O', 

wP'0'=  -r  arc  OP  -+■  arc  P'M', 

ù)0'=  jx  -f-  -a'—  PM'         (arcOP  =  x\  A'P  =  a'  |, 

,.       b'  .       a!        ,,,,        /  b'       a'\  . 

wU  =  -r-  x  -\-  na  —  —  arc  PM  =  ( )  x  -h  iza  . 

b  a  \b         a  ) 

Le  point  O'  sera  donc  fixe,  c'est-à-dire  indépendant  de  x,  si  l'on  a 

a'        b' 
a         b 

égalités  à  laquelle  il  faut  joindre  b=b' -\-ia'.  Ces  deux  équations 
donnent,  pour  a'  et  6', 

ab  ,,  62 


Il  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  le  point  M'  décrira  l'épicy- 
cloïde  engendrée  par  le  roulement  du  cercle  A'  sur  le  cercle  V  ; 
celte  épicycloïde  sera  semblable  à  la  proposée,  à  cause  des  éga- 
lités (il);  sa  normale  en  M'  passera  par  le  point  P',  elle  touchera 
donc  la  droite  PM  au  point  M'  :  en  d'autres  termes,  cette  seconde 
épicycloïde  sera  l'enveloppe  des  normales  de  la  première,  et  M' 
sera  le  centre  de  courbure  de  celle-ci  au  point  INI  ;  et  nous  pou- 
vons énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  développée  cV une  épicycloïde  est  une  épicy- 
cloïde semblable  à  la  première^  et  dont  les  sommets  coïncident 
avec  les  points  de  rebroussement  de  la  développante. 

Le  rayon  de  courbure  MM'  est  dans  un  rapport  constant  avec  le 
segment  MP  =  Nde  la  normale  ;  on  a,  en  effet, 

M'P        H  — N        a' 

(,a)  —  =  ^v-  =  â=/: 
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en  désignant  par  />  le  rapport  -• 

.)"  Propriétés  métriques.  Rectification.  Quadrature.  —  Le 
rapport  de  similitude  de  la  développée  el  de  l'épicycloïde  donnée 
est,  d'après  la  formule  précédente  : 

b  n 


(i 


/,=  "-  = 


On  déduit  de  là  très  simplement  les  propriétés  métriques  de  la 
courbe.  L'arc  OM'  (fi g.  18)  a  même  longueur  que  le  segment 
recliligne  MM'  et  cette  remarque  permet  de  rectifier  un  arc  quel- 
conque de  l'épicycloïde;  si  l'on  veut,  par  exemple,  avoir  la  lon- 


gueur d'une  boucle  entière  on  remarque  que,  M'  venant  eu  0  . 
MM'  devient  égal  à  2fl'+2fl  ou  la  (i  -f-K);  on  a  donc,  pour  la 
longueur  2  /  d'une  boucle  entière  de  la  courbe  donnée, 


•il  — (|  +-  k )  =  4 a 

II 


.+*;-«. 


Dans  le  cas  particulier  de  la  cycloïde,  b  est  infini,  a=a',  el  I  on 
retrouve  bien  8<v  pour  la  longueur  totale  d'une  boucle.  Les  ques- 
tions de  quadrature  se  traitent  de  même  ;  le  rapport  de  deux  aires 
homologues  est  égal  à  k-  ;  on  a  de  plus,   en  comparant  (fig.  19) 


CHVP1TRE    lli.   —    COURBES    PLANES    PARTICULIERES.  1/ 

les    deux   triangles    infiniment    petits   UN*',    11MM\   qui   ont   en 
commun  L'angle  1 1  : 

lll'P'        /mP\!       /     k 


H  M  M        \Min  '        Vi-- A 
d'où 

ni'i" 


04) 


m  .m  ri"      ik 


Les  deux  aires  SOS',  OS'K  sont  ainsi  décomposées  en  éléments 
correspondants  dont  le  rapport  est  constant,  ce  qui  permet  évi- 
demment de  résoudre  un  problème  de  quadrature  quelconque. 

Cherchons  par  exemple  l'aire  V  comprise  entre  le  cercle  lixe  et 
une  boucle  entière  de  l'épicycloïde  ;  on  a  évidemment  sur  la  fi- 
gure H),  en  appelant  A!  l'aire  d'une  boucle  entière  de  la  seconde 

épicycloïde, 

A/h-A-A  =  S  —  S', 

S  étant  Taire  du  secteur  circulaire  BOO,,  2'  celle  du  secteur 
BOO,  ;  on  en  déduit 

d'où,  en  remplaçant  h  par  sa  valeur  (i4)> 

—  k 


V  = 


S-UÏT-O**-^)- 


D'autre   part,   l'aire   du    secteur   BOO,    est  évidemment    égale    à 

~ab\  on  a  donc 

ik 


>,  =  n-a-  = 


i  —  k 


d'où  enfin 

ik  -+- 1       «      3  ii 
(i5j  A  =  — 7 *«2  = 


Si  l'on  y  fait  /.  =  î  cette  formule  donne  bien  A  =  :>-«-,  ce  qui 
est  le  résultat  trouvé  plus  haut  pour  le  cas  de  la  cycloïde. 

4°  Equations  de  V épicycloïde.  —  En  projetant  le  contour 
BPAM  ifig.  16-17)  sur  'axe  BOX  et  sur  BY,  on  obtient  les  coor- 
données d'un    point  quelconque   M  de  la   courbe,  exprimées  en 
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fonction  de  l'angle  OBP  =  t:  savoir: 


(16) 


-    =(n-Jt-\)cost  —  cos(n-t-i)/, 


—  =  (n  -+-  i)  sinZ  —  sini  n  -+-i)f. 
a 


L'élimination  de  t  conduit  à  une  équation  algébrique  entre  x  ely 
lorsque  n  est  égal  au  quotient  -  de  deux  nombres  entiers,  et  seu- 
lement dans  ce  cas.  L'épicycloïde  est  alors  composée  de  p  boucles 
dont  l'ensemble  entoure  q  fois  le  cercle  fixe. 

Les  épicycloïdes  non  algébriques  les  plus  remarquables  sont  la 
cycloïde  et  la  développante  de  cercle  qui  correspondent  aux  va- 
leurs oo  et  o  données  au  paramètre/*;  nous  signalerons,  parmi 
celles  qui  correspondent  à  des  valeurs  rationnelles  du  nombre  n, 
les  suivantes  : 

a)  n=  —  2  {fi g'  20).    Les    arcs   égaux   PO,  PM  mesurent  les 

Fis.  20. 


angles  au  centre  OBP,  MAP  ;  ces  angles  sont  eu  rayon  inverse  des 


ray 


ons;  on  a  donc 


OBP  =  -MAP  =  MBP. 


Les  trois  points  OMB  sont  en  ligne  droite;  l'épicycloïde  se  réduit 
au  diamètre  fixe  OO'. 

b)  n  =  —  4  ifig'  21)-  Le  cercle  mobile  roule  intérieurement 
dans  un  cercle  de  rayon  quadruple,  deux  points  de  rebroussement 
consécutifs  comprennent  entre  eux  un  quadrant  du   cercle    fixe  : 


CHAPITRE    III. 


COURBES    PLANES    PARTICULIERES. 


49 


MQ  est  la  tangente  à  l'épicycloïde;   l'angle  PAM  est  quadruple 
de  PBO;  l'angle  \<  )\l  est  donc  double  de  PBO  et  le  triangle  BQH 


H     0 


esl  isoscèle  ;  la  droite  KH  est  donc  constante  et  égale  à  b;  d'où 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Uhypocycloïde  à  quatre  rebroussemenls  peut 
être  considéré  comme  V enveloppe  d'une  droite  dont  les  extré- 
mités décrivent  deux  droites  rectangulaires. 

La  proposition  réciproque  est  exacte  et  se  démontrerait 
aisément  par  un  raisonnement  analogue. 

c)   n=  i  (/ig.22).  La  droite  Om,  qui  joint  le  point  de  rebrous- 

FiS.    22. 


sèment  au  point  décrivant,  reste  parallèle  à  la  ligne  des  centres 
des  deux  cercles  ;  la  distance  mM  est  évidemment  constante  et 
égale  à  ib.  L'épicycloïde  se  réduit  dans  ce  cas  à  une  conchoïde 
très  particulière  du  cercle  fixe  (cardioïde). 

5°  Enveloppe  du  diamètre  \M.  —  Cherchons,  pour  terminer, 
l'enveloppe  d'un  diamètre  donné  du  cercle  mobile.  L'extrémité  M 
de  ce  diamètre  décrit  une  épievcloïde  (fîg.  18)  dont  nous  suppo- 
sons que  O  soit  un  point  de  rebroussement;  considérons  alors  le 
D.  4 


5o 
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cercle  décrit  sur  PA  comme  diamètre  et  soit  u.  le  second  point  où 
ce  cercle  est  coupé  par  le  diamètre  AM  ;  ce  cercle  variable  reste 
évidemment  langent  au  cercle  fixe;  de  plus,  les  arcs  PM  et  P[x  sont 
égaux  comme  mesurant,  l'un,  l'angle  MAP  dans  le  cercle  de  rayons, 

l'autre,  le  double  de  ce   même  angle  dans  un  cercle  de  rayon  —  ■ 

Les  arcs  Pu.,  PO  sont,  par  conséquent,  égaux  et  le  lieu  du  pointu 
est  une  épicycloïde;  la  tangente  à  cette  épicycloïde  passe  par  le 
point  A  qui  est  le  plus  éloigné  du  cercle  fixe;  elle  coïncide  donc 
avec  le  diamètre  mobile  AM;  donc  ; 

Théorème.  —  Lorsqu'un  cercle  mobile  roule  sans  glisser  sur 
un  cercle  fixe,  chacun  de  ses  diamètres  enveloppe  une  épicy- 
cloïde. 

17.  Courbes  définies  en  coordonnées  polaires.  —  i°  Soient 
(/?«•.  2.3)  M,  M'  deux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe;  p,  u> 
les  coordonnées  du  point  M;    K  le  point   d'intersection  des  nor- 

l'i".   :>.'!. 


maies  en  M  et  en  M';  H  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  le 
rayon  vecteur  du  point  M';  le  théorème  relatif  à  la  variation  de 
longueur  d'un  segment  recliligne  donne  immédiatement  les  rela- 
tions suivantes,  où  l'angle  OMK  est  désigné  par  i  : 


("7) 


dp  =  ds  s  i  n  i , 


ds 
dio  =  —  coai, 

P 


laniii  = 


i    dp 

p  dio 
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Les  deux  triangles  KHM',  OIIM  étant  opposés  par  le  sommet  II, 
on  a,  en  appelant  K  la  courbure  totale  de  L'arc  MM', 

K  -+-  i'=  i  -+-  doj, 

d'où,  pour  le  rayon  de  courbure  H, 

i         dut       di 

<l8>  K  =  —dT- 

Si  N  et  T  sont  les  points  où  la  normale  et  la  tangente  coupent 
l'axe  OY  de  direction  o>  -j-  -,  on  a,  pour  la  normale,  la  tangente, 
la  sous-normale  et  la  sous-tangente  polaires,  les  deux  derniers 
segments  étant  comptés  positivement  dans  la  direction  to-f-  -» 

MN  =-£-,,  MT  = £-.,  ON  =  ptangt,         OT  =  —  p  cou. 

cosi  suit     • 

Ces  formules  sont,  comme  on  sait,  d'un  usage  constant  pour  la 
construction  des   tangentes  et   des  normales  ;    l'expression  de  la 

sous-normale 

do 
ON   —  p  langi  =  -r- 

'         °         aw 

montre  en  particulier  qu'une  ligne  quelconque  et  toutes  ses  con- 
choïdes  de  pôle  O  ont  une  seule  et  même  sous-normale  ;  en 
d'autres  termes,  les  normales  à  deux  quelconques  de  ces  conchoïdes, 
en  des  points  correspondants,  se  coupent  sur  l'axe  OY. 

Plus  généralement,  si  l'on  sait  construire  la  normale  à  chacune 
des  courbes  fixes  (C,),  (C2),  ••-,  (C«),  la  formule  précédente 
permet  d'effectuer  la  même  construction  pour  la  courbe 

(19)  p  =  ai  pi  -i-  ajj>»-H. . .-+-  «nP/j-t-  b, 

ai,  a2,  .  • .,  ««,  b  étant  des  constantes  quelconques. 

20  Spirale  logarithmique.  —  Parmi  les  courbes  à  l'étude  des- 
quelles convient  le  mieux  l'emploi  des  coordonnées  polaires,  une 
des  plus  remarquables  est  la  spirale  équiangle  ou  spirale  loga- 
rithmique, définie  par  la  condition  de  couper  tous  ses  rayons 
vecteurs  sous  un  même  angle.  Si  l'on  appelle  m  la  cotangente  de 
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cet  angle  constant,  on  aura,  d'après  les  équations  (17), 

1  dp 

d'où,  en  intégrant  et  appelant  a  une  longueur  constante, 

i  20)  p  =  a  e"!Ul. 

C'est  l'équation  de  la  courbe  ;  si  l'on  suppose  m  >>  o,  on  voit  que 
;o  variant  de  -+-  x>  à  —  oc,  0  décroît  constamment  depuis  +  oc 
jusqu'à  o;  la  courbe  a  donc  la  forme  représentée  sur  la  figure  24; 

Fis.   2A. 


le  point  O  est  un  point  asymptote;  on  voit  aussi  que  l'équation  (20) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

0  =  ci  e""*  e"lftà~ a) 

d'où  l'on  conclut  qu'à  l'aide  d'une  rotation  convenable  on  peut 
superposer  la  spirale  donnée  à  toute  autre  spirale,  de  même  angle 
et  de  même  pôle  ou,  ce  qui  revient  au  même,  n  toute  spirale 
homothétique  de  la  première  par  rapport  au  pôle  O.  En  d'autres 
termes  : 

Si  un  triangle  OMP,  constamment  semblable  à  lui-même, 
varie  de  telle  sorte  que,  l'un  de  ses  sommets  étant  fixe,  un  se- 
cond sommet  décrive  une  spirale  équiangle,  ayant  le  premier 
pour  pôle,  le  lieu  du  sommet  libre  est  une  spirale  égale  à  la 
première,  et  de  même  pôle. 

Les  deux  triangles  ONM,  OTM  satisfont  évidemment  aux  deux 
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conditions  <|u  on  vienl  d'énoncer;  il  en  est  <le  même  du  triangle 
OMO',  O'  étant  le  pôle  d'une  spirale  symétrique  de  la  spirale 
donnée  par  rapport  à  la  tangente  MT.  On  retrouve,  par  consé- 
quenl  la  courbe  elle-même,  orientée  autrement  autour  de  son 
pôle,  quand  on  cherche  le  lieu  de  l'extrémité  soit  de  la  normale 
polaire,  soit  de  la  tangente  polaire,  ou  encore  le  lieu  du  pôle  d'une 
spirale  égale  qui  roulerait  sans  glisser  sur  la  spirale  donnée. 
Menons  encore,  par  le  pôle  O,  une  droite  OP  limitée  à  la  tangente 
en  M,  faisant  avec  cette  tangente  un  angle  donné  a;  le  triangle  OM1* 
restant  semblable  à  lui-même,  on  voit  que  toute podaire  normale 
ou  inclinée  de  la  spirale  relativement  à  son  pôle  est  encore  une 
spirale  de  même  angle  et  de  même  pôle  que  la  proposée. 

Courbure   de  la  spirale.    Rectification.   —   La  formule  (18) 

peut  s'écrire 

i         cos  i        di  i  (li 

ïï  =  ~p        Tfs  =  inTn  ~  7h  ' 

Si  l'angle  i  est  constant,  on  a  Pi  =  MN  et  réciproquement;  donc  : 
\e  rayon  de  courbure  de  la  spirale  logarithmique  est  égal  à 
la  normale  polaire  et  réciproquement,  toute  courbe  jouissant 
de  cette  propriété  est  une  spirale  logarithmique. 

On  en  conclut  que  la  développée  coïncide  avec  le  lieu  du 
point  M  ;  donc  :  la  développée  de  la  spirale  logarithmique  est 
une  spirale  de  même  angle  et  de  même  pôle. 

De  même,  la  première  des  équations  (17)  peut  s'écrire,  dans  le 
cas  où  i  est  constant, 


U  =  d  (  —r — :  )  i  —  ds  =  d(  MT  ). 


Or,  ds  est  la  différentielle  de  l'arc  AM  compté  négativement  de  A 
vers  M,  à  partir  d'un  point  donné  A  ;  d'ailleurs  la  tangente  po- 
laire MT  s'annule  évidemment  pour  w  = — x  ;  donc  l'arc  AM, 
prolongé  jusqu'au  point  asymptote,  a  une  valeur  finie  égale  à  la 
tangente  polaire  relative  au  point   \. 

L'arc  AM  est  donc  égal  à  la  différence  des  tangentes  polaires 
relatives  à  ses  deux  extrémités;  on  voit,  de  plus,  que  le  point  T 
décrit  une  développante  particulière  de  la  spirale  donnée  quand  le 
point  M  parcourt  cette  dernière. 
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18.  Courbes  en  coordonnées  bipolaires.  —  t°  Supposons  une 
courbe  définie  par  une  relation  constante  entre  les  distances  de 
chacun  de  ses  points  à  des  foyers  fixes  F,  F,,  et  appliquons  à 
rliacun  de  ces  foyers,  considéré  comme  pôle,  les  résultats  précé- 
dents. Nous  aurons  alors,  en  appelant  p,  p,  les  deux  rayons  vec- 
teurs d'un  point  M,  ic  la  distance  FF,,  /et  i,  les  angles  que  fait 
la  normale  en  M  avec  les  deux  rayons  vecteurs,  et  appliquant  les 
formules  (17), 

(21)  dp  =  ds  sin  i,     dp{  —  —  ds  sin  /,,     p2-H  pf  —  2??i,  cos(î  -4-  i\  )  =  4  c-. 

Le  rayon  de  courbure  R  est  donné  par  la  formule  (18)  et  l'on  a 

1  cosi       di       cos«[        di\ 

('22  77  = -r   — 1 j-'i 

\\  p  ds  p  1  as 

en  ajoutant,  on  obtient  la  formule  plus  symétrique 

2  cos  i       cos  t]        d(  i\  —  i  ) 


(23) 


R  p  pi  ds 


qui  ne  difïère  pas  de  celle   que  nous  avons  obtenue  directement 
au  paragraphe  9. 

20  Courbes  aplatie tiques.  Ovales  de  Descartes.  —  Comme 
première  application,  supposons  que  des  rayons  lumineux,  émanés 
d'un    point    F    {fig.    25),   se   réfractent    sur   une  courbe    (C)  de 

Pig.   -b. 


telle  sorte  que  l'angle  d'incidence  i  soit  une  fonction  connue  de 
l'angle  de  réfraction  /•;  l'enveloppe  des  rayons  réfractés  est  ce 
qu'on  appelle  une  caustique  de  la  courbe  C.  S'il  arrive  que  la 
caustique  se  réduise  à  un  point  F,  on  dit  que  la  courhe  (G)  est 
aplanélique  pour  la  loi  particulière  de  réfraction  considérée. 
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L'équation  des  courbes  aplanétiques  se  déduit  immédiatement 

des  formules  (21).  Si  en  efFet  on  prend,  pour  second  foyer  des 
coordonnées  bipolaires,  le  point  de  concours  F,  des  rayons  ré- 
fractés, on  déduit  de  ces  formules,  en  faisant  /,  =  r, 

dp  si  11  r  ■+-  rfpi  sint  =  o  ; 

c'est  l'équation  différentielle  des  courbes  aplanétiques.  Dans  le  cas 
particulier  où  la  réfraction  suit  la  loi  de  Descartes  ona  sin/':=/isinr, 
n  étant  l'indice  de  réfraction;  les  courbes  aplanétiques  ont  donc 

pour  équation 

0  ~  n  p]  =  const. 

Ce  sont  des  ovales  de  Descaries. 

3°  Caustiques.  —  Proposons-nous  de  trouver  la  caustique,  ou 
enveloppe  du  rayon  réfracté,  par  une  courbe  donnée  (C)  et  pour 
une  loi  de  réfraction  quelconque  1  =  /'(/•). 

Prenons  sur  (C)  des  points  infiniment  voisins  M,   M'  {/ig-  26). 

Fie.  26. 


Soient  K  le  point  de  concours  des  normales  en  M  et  en  M',  P  le 
point  de  rencontre  des  rayons  réfractés,  0  le  rayon  incident  FM, 
I  la  distance  du  point  M  au  point  correspondant  de  la  caustique  ;  les 
deux  triangles  FAM,  K  VM'  d'une  part,  PBM,  RBM'  d'autre  part, 
nous  fournissent  les  relations 

F  -f-  i  =  K  -+-  ï,         P  -+-  r  =  K  -t-  /■' 

qui    peuvent  s'écrire,    en   désignant  par  R  le  rayon  de  courbure 

de(C), 

ils         .       ds         ..  ds  <ls         , 

—  COS«  =  -=r  -+-  dl,  -r  cos /•  =  -— ■  -+-  dr. 

g  K  /  l\ 
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(.24) 


di 


l 


dr 


\  p 


Cette  équation  (a4)  détermine  complètement  la  caustique,  du 
moment  que  l'on  connaît  la  courbe  (G)  et  la  loi  de  réfraction. 

Remarque.  —  Si  le  point  lumineux  est  à  l'infini;  en  d'autres 
termes,  si  les  rayons  incidents  sont  parallèles,  il  faudrait  faire  -  =  o 
dans  l'équation  (24),  qui  devient  alors 

,.  cos/-        1      ,.        , 
di  — ; —  =  -rr  (  di  —  dr  ). 

Supposons  par  exemple  que  la  courbe  dinmante  soit  une  spirale 
logarithmique   ayant   le  point   lumineux  pour  pôle  ;  l'angle   i  est 

Fis.  27. 


alors  constant  et  il  en  est  de  même  de  l'angle  r  qui,  par  hypothèse, 
est  une  fonction  donnée  de  i.  On  a  alors 


Le  rapport  -  es!   donc  constant,  le   triangle  FMP  a  donc   un  angle 

constant  compris  entre  côtés  proportionnels;  on  en  déduit  que 
la  caustique  d'une  spirale  logarithmique ,  pour  des  rayons 
émanés  du  pâle,  est  une  seconde  spirale  égale  à  la  première  et  de 
même  pôle,  et  cela,  quelle  que  soit  la  loi  de  réfraction. 
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Cherchon s  encore  la  caustique  par  réflexion  (i  +  r  =  o)  d'un 
cercle  O  pour  des  rayons  incidents  parallèles.  La  formule  (24)5 
qu'on  doit  appliquerici,  nous  donne  (  fig.  in  ) 


cosi 


1; 


/  =  -  R  cos  i. 


Le  poinl  P  csl  donc  la  projection,  sur  le  rayon  réfléchi,  du  milieu  I 

deOM;  autrement  dit,  l'angle  1PM  est  inscrit  dans  le  demi-cercle 
de  diamètre  IM  ;  on  en  conclut  immédiatement  que,  si  l'on  mène  OH 
parallèle  aux  rayons  incidents,  l'arc  Mil  est  double  de  l'arc  IP. 
Si  donc  on  décrit  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  Ol,  les  arcs  III, 
IP  sont  égaux.  La  caustique  est  donc  l'épicycloïde  engendrée  par 
un  point  d'un  cercle  roulant  extérieurement  sur  un  cercle  de  rayon 
double. 

4"  Nous  donnerons,  pour  terminer,  une  autre  solution,  due  à 
Quételel,  du  problème  des  caustiques.  Le  rayon  réfracté  admet 
une  infinité  de  trajectoires  orthogonales  dont  la  développée  com- 
mune est  la  caustique  cherchée.  Pour  obtenir  une  de  ces  trajec- 
toires, décrivons  (fig-  28),  du  point  d'incidence  M  comme  centre 

Fig.  28. 


un  cercle  de  rayon  variable  co(  10),  w  étant  l'angle  de  FM  avec  une 
direction  fixe;  ce  cercle  aura  une  enveloppe  T  qu'il  louchera  en 
un  certain  point  Q ;  tout  revient  à  déterminer  la  fonction  a,  de 
telle  sorte  que  MO  soit  le  rayon  réfracté  ou  que  l'angle  QMN  soit 
égala  27:  —  /'.  On  aura  donc,  sous  ces  conditions,  pour  exprimer 
la  variation  du  vecteur  MQ, 


tp'  (  w  )  dtû  =  ris  cos  ( h  /'  )  =  —  ds  sin  /■, 

car  ce  vecteur  est  évidemment  normal  à  la  trajectoire  Tdu  point  Q. 
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On  a  d'ailleurs,  pour  la  courbe  (C)  elle-même, 

do  =  cl  s  sin  i. 


( )n  eu  conclut 


sin/' 

'Si   (  O)  )  «CO  =  —    -: r  UO  '. 


p  est  connu  en  fonction  de  10,  — — :  est  donné,  par  la  loi  de  réfrac- 
1  '   sin  i  l 

lion,  en  fonction  de  L'angle  «  qui  peut  être  déterminé  lui-même  en 

fonction  de  w. 

La  fonction  inconnue  cs(to)  s'obtient  donc  par  une   quadrature. 
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CHAPITRE  IV. 

CINÉMATIQUE  DU  PLAN. 


Mouvement,  a  un  paramètre,  d'un  plan  mobile  sur  un  plan 
fixe.  —  Déplacement  fini.  — -  Déplacement  infiniment 
petit;  centre  instantané  de  rotation.  —  Déplacement 
continu   obtenu   par   le   roulement   d'une   courbe   mobile 

sur  une  courbe  fixe.  r.oulettes  ponctuelles,  roulettes 

tangentielles:  détermination  de  la  normale  et  du  centre 
de  courbure.  cercle  des  centres  et  cercle  des  in- 
FLEXIONS. —  Applications. 

19.  Déplacement  fini.  —  Imaginons  un  plan  mobile  P  se  dépla- 
çant à  la  surface  d'un  plan  fixe  Q;  si  la  position  du  plan  P 
dépend  d'un  paramètre  unique  t,  tout  point  M  faisant  partie  du 
p  an  mobile  aura  pour  coordonnées  des  fonctions  de  ce  paramètre 
et,  par  suite,  décrira  dans  le  plan  fixe  une  certaine  courbe;  de  même 
toute  ligne  invariable  du  plan  P  enveloppe  dans  le  plan  Q  une 
courbe  déterminée.  Proposons-nous  de  refaire,  à  ce  nouveau  point 
de  vue,  la  théorie  générale  des  courbes  planes.  Nous  démontre- 
rons d'abord  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  On  peut  faire  passer  le  plan  mobile  d'une  posi- 
tion P  à  une  autre  position  P'  par  une  simple  rotation  autour 
d'un  point  donné  du  plan  fixe. 

Soient  en  effet  <  fig.  29)  A.  A'  les  positions  initiale  et  finale 
d'un  point  donné  du  plan  mobile;  on  peut  évidemment  faire  passer 
le  plan  tout  entier  de  sa  première  position  à  la  seconde  par  une 
translation  égale  et  parallèle  à  A  V  suivie  d'une  rotation  effectuée 
autour  de  A';  appelons  2  a  l'angle  qui  mesure  cette  rotation.  Me- 
nons en   A'    un  axe   \A    perpendiculaire  à    AA\   et   construisons 


fin 


l'RKMIEUK    PARTIE. 


(iEOMETRIE    INFINITESIMALE. 


BA'G=  2a  qui  a  pour  bissectrice  XY.  Inscrivons  enfin  dans  cet 
angle  les  «leu\  segments  rectilignes  BC,  DE  égaux  et  parallèles 
à  VA'. 

Supposons  que  la  rotation  iv.  doive  avoir  lieu  dans  le  sens  de  la 
flèche.  Cherchons  la  position  finale  B'  de  B  considéré  comme  atta- 
ché au  plan  mobile  et  entraîné  dans  le  mouvement:  la  translation 
antérieure  a  amené  B  en  C,   la   rotation   suivante  l'a  ramené   évi- 

l'ig.    29- 


déminent  de  G  en  B;  donc  les  points  B  et  B'  coïncident.  Le  point  B 
n'a  donc  pas  changé  de  position  par  l'effet  des  deux  mouvements 
consécutifs;  on  peut  donc  les  remplacer  par  une  rotation  unique 
effectuée  autour  de  B. 

Si  la  rotation  composante  avait  lieu  dans  le  sens  contraire,  c'esl 
le  point  I)  que  nous  aurions  trouvé  pour  centre  de  la  rotation 
résultante. 

liemaic/uc.  —  En  fixant  deux  points  du  plan  l\  on  fixerait  le  plan 
lui-même;  donc  le  centre  de  rotation  est  parfaitement  déterminé; 
il  en  est  de  même,  par  conséquent,  de  la  grandeur  et  du  sens  de 
cette  rotation.  On  voit  d'ailleurs  sur  la  figure  que  pour  amener  \ 
en  V  il  faut  faire  tourner  la  figure  autour  de  B  dans  le  sens  de  la 

Mèche,  d'un  angle  ÀBA'  =  2  a. 

Mouvement  continu.  Centre  instantané-  —  Soient  /.  /  les 
valeurs    du   paramètre  correspondant   aux   positions  extrêmes   P, 
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I'   <lu  plan  mobile;  décomposons  L'intervalle  l' —  t  en  n  intervalles 

partiels  par  des  valeurs  intermédiaires  du  paramètre  t{,  t, ln-\i 

auxquelles  correspondent  les  positions  intermédiaires 

Pi,     F',.     ...,     P„    , 
du  plan  mobile. 

On  peut  passer  de  P  à  P,  par  une  rotation  effectuée  autour  d'un 
centre  C,,  de  P,  à  P2  par  une  rotation  effectuée  autour  d'un  centre 
Cj,  de  P„_  ,  à  P„  par  une  dernière  rotation  de  centre  C«.  Ces 
points  C,,  C2,  .  ..,  C„  sont  les  sommets  d'une  ligne  polygonale  (L) 
située  dans  le  plan  fixe. 

D'autre  part,  soient  cK ,  cL>,  ...,  Cn  les  points  de  P  qui  viennent 
coïncider  successivement  avec  C,,  C2,  . . . ,  C„  ;  ces  points  sont  les 
sommets  d'une  ligne  polygonale  (/),  située  dans  le  plan  mobile  P, 
les  côtés  correspondants  des  lignes  (Z),  (  L)  sont  évidemment  égaux 
et  si  l'on  fait  rouler  le  polygone  (l)  sur  le  polygone  (L),  on  con- 
duira le  plan  mobile  de  sa  position  initiale  à  sa  position  finale  en 
le  faisant  passer  par  toutes  les  positions  intermédiaires 


qu'il  occupe  dans  le  mouvement  effectif. 

Si  nous  faisons  maintenant  augmenter  indéfiniment  le  nombre  n 
de  telle  sorte  que  les  intervalles  th+i —  tk  soient  infiniment  petits, 
nos  deux  polygones  deviendront  des  courbes  situées  l'une  dans  le 
plan  P,  l'autre  dans  le  plan  Q  et  la  première  se  déplacera  de  ma- 
nière à  rester  constamment  tangente  à  la  seconde,  les  arcs  décrits 
sur  les  deux  courbes  par  le  point  de  contact  étant  constamment. 
égaux  entre  eux.  De  là  le  tliéorème  suivant  : 

Thkokèmiï.  —  Tout  déplacement  continu  d' un  plein  mobile 
sur  un  plan  fixe  se  ramène  au  roulement,  sans  glissement, 
d'une  courbe  du  plan  mobile  sur  une  courbe  du  plan  fixe. 

Soient  alors  (Jig.  3o)  L  la  courbe  fixe,  L,  la  courbe  mobile,  K 
leur  point  de  contact  à  l'époque  l;  à  une  époque  t  -f-  h  infiniment 
voisine  elles  se  touchent  en  un  point  K.'  auquel  correspond  sur  L,  un 
point  K'(,  tel  que  les  arcs  K  K',  K,  kj  soient  égaux;  si  l'on  prend  h 
pour  infiniment  petit  principal.  IvR'  est  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre  et  il  en  est  de  même  du  déplacement  d'un  point  quel- 
conque du  plan  mobile,  autre  que  le  point  k,  ;  quant  à  ce  dernier 
point,  son  déplacement  fait  avec  K.K.'  un  angle  dont  la  limite  n'est 
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égale  ni  à  zéro,  ni  à  tc,  puisque  L,  roule  sans  glisser-  sur  L.  Le 
déplacement  de  K,  est  donc  du  second  ordre  et  par  suite  infiniment 
petit  par  rapport  à  celui  de  tout  autre  point  du  plan  ;  on  peut  donc 
considérer  K,  comme  immobile  pendant  un  temps  infiniment  petit 
et  on  l'appelle  pour  celte  raison  le  centre  instantané  de  rotation 
à  l'époque  /. 

20.  Roulettes.  —  On  donne  en  général  le  nom  de  roulette  à  la 
trajectoire,  dans  le  plan  fixe,  d'un  point  quelconque  du  plan  mobile, 
ou   à   l'enveloppe    d'une    courbe    invariable  appartenant  au    plan 

Pie.   3o. 


M„\ 


mobile.  La  construction   de  la   normale   pour   une   roulette   quel- 
conque résulte  du  théorème  suivant  : 

Thcorème.  —  La  normale  en  un  point  M  à  la  trajectoire  d'un 
point  quelconque  du  plan  mobile,  passe  par  le  centre  instan- 
tané; il  en  est  de  même  pour  la  normale  à  l'enveloppe  d'une 
ligne  quelconque  du  plan  mobile.,  au  point  de  contact  de  cette 
ligne  et  de  son  enveloppe. 

1°  Soit  M  un  point  lié  à  la  courbe  roulante  (L,)  et  entraîné 
dans  son  mouvement;  on  peut  amener  ce  point  dans  la  position 
voisine  M'  en  lui  faisant  décrire  une  suite  de  petits  arcs  de  cercles 
ayant  pour  centre  les  sommets  successifs  de  la  ligne  polygonale 
qui  a  pour  limite  L;  le  tbéorème  résulte  immédiatement  de  celte 
remarque. 

Ce  procédé  de  démonstration,  du  à  Descartes,  et  qui  est  parfai- 
tement  rigoureux,    appliqué    à   la    détermination    des    tangentes, 
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deviendrait  insuffisant  pour  la  recherche  des  centres  de  courbure 
et  en  général  pour  la  solution  des  questions  où  interviendraient 
des  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  premier  (Duhamel, 
Cours  d'Analyse,  t.  [,  p.  iSn.  C'est  pourquoi  nous  donnerons 
ici  une  autre  démontra tion,  ne  présentant  pas  le  même  incon- 
vénient. Soit  K'  le  point  de  contact  lorsque  M  s'est  transporté 
en  M  :  prenons  sur  L,  un  arc  K^k',  infiniment  petit  égal  ;'i  kk'. 
On  peut  conduire  la  figure  de  sa  position  actuelle  à  la  position 
infiniment  voisine  en  lui  imprimant  d'abord  une  translation  égale 
et  parallèle  à  la  droite  K,  K.',  ensuite  une  rotation  (l'angle  2<x  au- 
tour du  point  K  ;  le  point  M  parcourra  ainsi  un  chemin  brisé, 
formé  d'une  partie  recliligne  MM,  égale  et  parallèle  à  K.',  K',  et 
d'un  are  de  cercle  M,  M'  de  centre  K'  et  d'angle  2  a.  Les  deux  seg- 
ments MM',  M,  M'  auront  même  direction  limite,  si  nous  démontrons 
que  MM,  est  infiniment  petit  par  rapport  à  M,  M'.  Or,  cela  est 
évident,  car  MM'  est  infiniment  petit  du  premier  ordre  (sauf  pour 
des  valeurs  exceptionnelles  de  t),  tandis  que  MM,,  ou  K',  K'  est 
du  second  ordre,  comme  mesurant  la  distance  de  deux  points 
correspondants  de  deux  courbes  en  contact  au  point  K. 

Remarque.  —  Ce  procédé  de  démonstration  revient  à  montrer 
que  l'effet  de  la  translation  est  négligeable  vis-à-vis  de  celui  de  la 
rotation;  on  peut  donc  regarder  le  mouvement  infiniment  petit 
comme  une  rotation  effectuée  autour  du  centre  instantané  ;  l'angle 
2  a  de  cette  rotation  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
angles  de  contingence  des  deux  courbes  au  point  K,  suivant  que 
leurs  courbures  sont  de  sens  contraires  ou  de  même  sens. 

2"    Passons  à  la  seconde   partie  du  théorème.   Soient  (G,)  une 

i-i. 

(Cl 


courbe  invariable  (fig.  3i)  entraînée  par  le  plan  mobile,  (G)  son 
enveloppe  dans  le  plan  C\xe,  M  le  point  de  contact.  On  peut  prendre 
pour  paramètre  l'arc  qui  sépare  le  point  M  d'un  point  donné  A  de 
la  courbe  (C). 

Quand  la  courbe   (G,)    est  venue   en  (C',),    le  point  de   cette 
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courbe  qui  coïncidait  avec  M  est  venu  en  M,  eu  décrivant  un  arc 
de  roulette  dont  la  normale  en  M  passe  par  le  centre  instantané; 
nous  aurons  donc  démontré  que  la  normale  au  même  point,  à  la 
courbe  enveloppe,  passe  par  le  centre  instantané,  si  nous  prouvons 
que  MM,  et  MM'  ont  même  direction  limite.  Or  MM'  est  un  infini- 
ment petit  du  premier  ordre,  puisque  l'arc  MM' est  l'accroissement 
même  du  paramètre  t.  Projetons  M,  en  H  sur  la  courbe  enveloppe; 
M,  H  sera  du  second  ordre  au  moins,  donc  infiniment  petit  par 
rapport  au  déplacement  MM,  ;  donc  MM,  aura  même  direction 
limite  que  MH  et,  par  suite,  que  MM',  ce  qu'il  fallait  prouver  ('). 

Applications.  —  Le  théorème  précédent  permet  de  construire 
la  tangente  à  une  roulette  quelconque  dans  les  cas,  évidemment 
fort  nombreux,  où  l'on  peut  déterminer  le  centre  intantané,  lorsque 
par  exemple,  on  pourra  construire  des  normales  à  deux  roulettes 
particulières. 

i°  Conclioïdes.  —  Supposons  le  mouvement  déterminé  par  le 
déplacement  d'une  tige  AB  de  grandeurinvariable,  dont  la  direction 
reste  tangente  à  une  courbe  (S)  et  dont  l'une  des  extrémités  Adécrit 
une  courbe  fixe  (S)  (fig.  32).  La  droite  indéfinie  AB  touchant  S  en 
un  point  O,  le  centre  instantané  sera  situé  sur  la  perpendiculaire 
menée  à  AB  en  ce  point  (3;  d'autre  part,  le  point  A  décrivant  la 
courbe  S,  le  centre  instantané  sera  sur  la  normale  à  S  au  point  A; 
donc  ce  centre  C  sera  connu.  Il  suffira  de  le  joindre  à  un  point  M 
lié  invariablement  à  AB  pour  avoir  la  normale  à  la  roulette  décrite 
par  ce  point  ;  en  projetant  ce  même  point  C  sur  une  droite  quel- 
conque liée  à  AB,  on  aurait  le  point  de  contact  de  cette  droite  et 
de  son  enveloppe. 

Si  l'on  suppose  la  courbe  S  réduite  à  un  point  et  M  en  coïnci- 
dence avec  B,  on  retrouve  ici  la  construction  donnée  page  5i ,  pour 
la  normale  à  une  conchoïde  quelconque. 

a0  Soit  Y  un  angle  de  grandeur  constante  dont  les  cotés  restent 
tangents  à  deux  courbes  fixes;  si  A,  B  sont  les  points  de  contact,  le 


(')  Si  la  courbe  enveloppe  (C)  se  réduisait  à  un  point,  la  démonstration  précé- 
dente serait  en  défaut.  La  proposition  subsiste  néanmoins,  comme  on  le  voit  sans 
difficulté,  en  ce  sens  que  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  au  centre  instantané  est 
normale  a  la  courbe  mobile  C,,  en  ce  point  fixe. 
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centre  instantané  sera  le  point  de  concours  C  des  normales  en  A  et  B 
aux  deux  directrices  données;  si  donc  on  sait  construire  ces  deux 
normales,  le  problème  sera  résolu  pour  toutes  les  roulettes  engen- 
drées par  le  mouvement  de  L'angle  V. 

On  peut  supposer  Tune  des  courbes  réduite  à  un  point,  la  rou- 


Fi  g. 

3a. 
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lette  particulière  décrite  par  le  point  V  est  alors  une  podaire  incli- 
née de  la  seconde  directrice;  on  peut  aussi  supposer  que  ces  deux 


Fie.  32 


directrices  soient  deux  branches  d'une  même  courbe.  Remarquons 
enfin  que,  si  l'angle  V  est  droit,  la  normale  à  la  courbe  décrite  par 
le  sommet  V  passera  au  milieu  de  AB  ;  on  en  déduirait  bien  aisé- 
ment que  le  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  restent 
tangents  à  une  conique  décrit  un  cercle  concentrique  à  cette 
conique. 

3"  Courbes  de  Watt.  —  On  appelle  ainsi  les  roulettes  engen- 
drées par  un  point  lié  invariablement  à  une  droite  dont  les  extré- 
mités décrivent  deux  cercles  fixes.  Dans  le  cas  plus  général,  où  les 
deux  cercles  seraient  remplacés  par  des  directrices  quelconques, 
D.  5 
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la  normale  se  construira  aisément  si  l'on  saitconstruire,  en  chaque 
point,  la  normale  à  chacune  des  deux  directrices. 

On  pourra,  par  exemple,  construire  de  celte  manière  la  tangente 
à  l'ellipse  décrite  par  le  sommet  libre  d'un  triangle  invariable  dont 
les  deux  autres  sommets  décrivent  deux  directrices  rectilignes. 

21 .  Détermination  du  centre  de  courbure.  —  i  °  Considérons,  pour 
aborder  immédiatement  la  question  sous  sa  forme   générale,   une 

Fig.  34. 


ligne  invariable  Tn  entraînée  dans  le  mouvement  et  touchant 
actuellement  son  enveloppe  T  au  point  M.  La  normale  passe  parle 
centre  instantané  G,. 

Prenons  sur  la  courbe  roulante  et  sur  la  base  deux  arcs  infini- 
ment petits  C,  G',,  CC  de  même  longueur  dt  et  abaissons  de  C'( 
sur  T,  une  normale  C'fM'4,  infiniment  voisine  de  C,  M  et  la  cou- 
pant en  un  point  K,  qui,  pourr//  =  o.  deviendra  le  centre  de  cour- 
bure de  T,  au  point  M.  Le  roulement  infiniment  petit  <lt  amènera 
le  centre  de  rotation  en  G';  la  courbe  T,,  entraînant  avec  elle  ses 
normales,  M',  G',  viendra  occuper  une  position  M' G' inclinée  sur  sa 
position  première  d'un  angle  égal  à  l'angle  de  rotation,  c'est-à-dire 
à  la  somme  des  angles  de  contingence  de  la  courbe  de  base  et  de  la 
courbe  roulante.  On  aura  donc,  aux  infiniment  petits  près  d'ordre 
supérieur, 

M' H  M'  =  fe  -f-  K  =  dt(-  •+-  —  )i 
\?        Pi./ 

0  et  g.  étant  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux  courbesi 

Or,  d'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  du  point  Mj, 
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ce  point  de  Y,  vient,  après  le  mouvement,  coïncider  avec  celui 
où  la  courbe  r,,   dans  sa   position  finale,    touche  son  enveloppe. 

Dans  ces  conditions  M  appartiendra  à  cette  enveloppe  et  l'angle  R 
sera  l'angle  de  contingence  de  l'enveloppe  T.  Or  les  deux  trian- 
gles K.,C|G,.  K(.(i  donnent  respectivement 

sinKi  _  siiiiMCi  C,  sinK  _  sinMCiC 

G, c,  ~      kTTT;     '        ce  Ko'     ' 

d'où  en  passant  à  la  limite,  désignant  par  r  le  vecteur  CM,  par  G 

l'angle  MCO,,  par  R.<  et  li  les  rayons  de  courbures  de  F,    et  T  au 

point  M 

.     cosO  _,         ,     cosô 


R,  +  r  R  — r 

d'où,  enfin,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  K  +  K.,, 

(0  (ir^  +  Tr^-)™*-1-*--' 

\  K,  -+-  r         K  —  r  '  p         p! 

La  formule  (i)  fait  connaître  dans  tous  les  cas  le  rayon  de  cour- 
bure des  enveloppes  et,  par  suite,  le  centre  de  courbure.  Elle  sup- 
pose les  courbures  de  la  base  et  de  la  courbe  roulante  dirigées  en 

sens  contraires  ;  si  les  deux  courbures  -,  —  étaient  de  même  sens,  il 

?    Pi 
faudrait  y  changer  p  en  — p.  On  vérifierait  sans   peine  que  cette 

formule  (1)  s'applique  à  tous  les  cas,  c'est-à-dire  quelle  que  soit 

la   position  relative  des  deux   centres  de   courbure  et  du  centre 

instantané  ;  il  suffît  d'y  remplacer  /-,  R  et  R ,  par  trois  vecteurs  CK., 

Glv,,  CM  comptés  positivement  de   C  vers  M,   o  et  p,   par  deux 

vecteurs  CO,  CO,  comptés  positivement  de  O  vers  C. 

Roulettes  ponctuelles.  —  Supposons  que   T,    se  réduise  à  un 

point  M  attaché  au  plan  mobile,  la  formule  (i)  devient  alors,  en  y 

faisant  Pv,  =  o. 

.  cosO     _  i         i         cos6 

K^7=p  +  ^-— ' 

Supposons,  par  exemple,  que  la  base  et  la  courbe  roulante 
soient  des  cercles  et  (pie  le  point  M  soit  situé  sur  le  cercle  mobile, 
la  courbe  décrite  par  M  est  alors  une  épicycloïde.  Dans  ce  cas,  o 

et  pi  sont  constants  et  cos  0  =  — :  la   formule   (2)   donne  immé- 

2  pi 
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T-Pi-hip 


Cherchons  quels  sont  les   points  du   plan  mobile   qui  coïncident 
actuellement  avec  un  point  d'inflexion  de  leur  trajectoire;  pour  un 

pareil  point  Mon  devra  avoir  -^  =  o  ;  d'où,  en  vertu   de  la  rela- 
tion (2), 


cos6 


Cette  équation    en   coordonnées  polaires  est  celle  d'un  cercle 

Fis.   35. 


tangeant  en  c  à  la  base  du  roulement;  de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème.    —     Les   points    du  plan    mobile    qui  sont   à    un 
moment  donné  des  points  d'injîexion  de  leurs  trajectoires,  sont 
répartis  sur  un  cercle  passant  par  le  centre  instantané  et  tan- 
gent en   ce  pointa  la  courbe,   base  du  roulement  (La   Hire,, 
Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  1706). 

Le  cercle  ainsi  défini  est  le  cercle  des  inflexions  (P.  Sbrret, 
Théorie  nouvelle  ...,  p.  2^7);  sa  courbure  est  é^ale  à  la  moyenne 
arithmétique  des  courbures  de  la  base  et  de  la  courbe  roulante. 

11  résulte  de  ce  théorème  que,  si  l'on  sait  construire  le  centre  de 
courbure  pour  une  seule  roulette  ponctuelle,  on  pourra  résoudre 
le  même  problème,  par  la  construction  d'une  moyenne  proportion- 
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nelle,  pour  une  roulette  ponctuelle  quelconque.  Soit  en  effet  u  le 
point  où  le  cercle  des  indexions  est  coupé  par  la  normale  en  M  à 
la  roulette  particulière  considérée  ;  la  formule  (2)  appliquée  aux 
deux  points  mobiles  M,  u.,  correspondant  à  une  même  valeur  de  6, 
donne 


d'où 


d'où 

(3)  M(i.MK  =  r>. 

On  peut  vérifier  par  une  discussion  facile  que  les  vecteurs  Ma, 
MK.  sont  toujours  de  même  signe,  ce  qui  supprime  toute  ambi- 
guïté dans  la  détermination  de  l'un  des  points  u.,  K,  l'autre  étant 
connu. 

La  connaissance  d'un  seul  point  tel  que  K.  entraîne  donc  celle 
du  point  a  correspondant  et,  par  suite,  celle  du  cercle  des  inflexions, 
qui  se  trouvera  parfaitement  déterminé. 

On  pourra  donc,  à  l'aide  de  la  formule  (3),  construire,  pour  un 
point  décrivant  quelconque  M',  le  point  u.'  correspondant,  et  la 
même  formule  (3)  permettra  de  construire,  par  une  troisième  pro- 
portionnelle, le  centre  de  courbure  K'  de  la  roulette  décrite 
par  M'. 

Enveloppes  de  droites.  —  Revenons  à  la  formule  (1)  et  suppo- 
sons que  la  courbe  Y {  soit  une  droite  du  plan  mobile;  R|  est  alors 
infini  et  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  est  donné  par  la  for- 
mule 

cosO  1  i 

- =  -  H 

R  —  r        p        p! 

Or,  R —  r  est  égal  au  vecteur  KC  (fig-  34),  donc  le  lieu  du 
point  R  aura  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

cosO 


CK 

Ce  lieu  est  un  cercle  dénommé  cercle  des  centres  ;  il  est  évi- 
demment symétrique  du  cercle  des  inflexions  par  rapport  au 
centre  instantané.  De  là  le  théorème  suivant  (Bresse,  Journal  de 
V École  Polytechnique,  35e  Cahier)  : 
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Théorème.  —  Les  centres  de  courbure  de  toutes  les  roulettes 
enveloppées  par  des  droites  du  plan  mobile  sont,  à  chaque  ins- 
tant, repartis  sur  un  cercle  symétrique  du  cercle  des  inflexions 
par  rapport  au  centre  instantané,  et  qu'on  appelle  cercle  des 
centres  ou  cercle  des  rebroussements. 

Remarque.  —  11  est  évident  que,  en  raison  de  cette  symétrie, 
la  connaissance  d'un  point  unique  de  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux 
cercles,  entraîne  la  connaissance  complète  de  ces  deux  cercles. 
On  voit  donc,  d'après  le  paragraphe  précédent,  que  si  l'on  sait 
construire  le  centre  de  courbure  pour  une  seule  roulette,  trajectoire 
d'un  point  ou  enveloppe  d'une  droite,  on  saura  résoudre  le  même 
problème  pour  toutes  les  roulettes  enveloppes  de  droites,  ou  trajec- 
toires de  points.  Nous  remarquerons  encore  que  si  l'on  se  donne, 
sous  une  forme  quelconque,  les  conditions  qui  déterminent  le 
mouvement  du  système,  il  n'est  nullement  nécessaire,  pour  con- 
struire les  tangentes  ou  les  centres  de  courbure  des  roulettes,  de 
connaître  la  courbe  de  base  ni  la  courbe  roulante  ;  il  suffit  en  effet 
de  pouvoir  construire  le  centre  instantané  pour  la  position  actuelle 
du  système;  mais  il  faudra  résoudre  le  problème  proposé,  non 
plus  pour  une  seule,  mais  pour  deux  roulettes  particulières. 

La  méthode  que  venons  d'exposer  se  prête  évidemment  à  des 
applications  extrêmement  nombreuses  et  variées.  Nous  nous  con- 
tenterons d'en  indiquer  quelques-unes,  choisies  parmi  les  plus  inté- 
ressantes. 

22.  Applications.  —  i°  Supposons  le  plan  mobile  entraîné  par 
une  tige  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  décrivent  deux 
cercles  fixes;  les  diamètres  de  ces  deux  cercles  qui  aboutissent  aux 
extrémités  de  la  tige  se  coupent  au  centre  instantané  ;  ces  deux 
cercles  sont  d'ailleurs  deux  roulettes  dont  les  centres  de  courbure 
sont  connus.  On  pourra  en  déduire  deux  points  du  cercle  des 
inflexions  qui  se  trouve  ainsi  complètement  déterminé  par  ces 
deux  points  et  le  centre  instantané. 

2°  Le  cas  où  les  deux  cercles  donnés  deviennent  des  droites  pré- 
sente un  intérêt  particulier.  Considérons   une  tige  invariable    Al> 
dont  les   extrémités  décrivent  les  deux  cotés    d'un    angle    XO^ 
{fig-  36).  Les  perpendiculaires  élevées  sur  OX  et  OY  en  ces  deux 
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points  A  et  B  se  coupent  en  un  point  G  cj ni  est  le  centre  instan- 
tané. Le  quadrilatère  ABCO  est  inscriptible  clans  un  cercle  de 
rayon  constant,  puisque  la  corde  AB  doit  sous-tendre,  dans  le 
cercle,  un  angle  égal  à  XOY.  On  peut  donc  considérer  ce  cercle 
comme  faisant  parti*'  du  plan  mobile  ;  il  constitue  dans  ce  plan  le 
lieu  du  centre  instantané  ou,  en  d'autres  termes,  la  courbe  roulante. 
De  plus,  comme  les  points  A,  B  ont  des  trajectoires  rectilignes,  le 
cercle    ABC    est    à    la    fois  la    courbe    roulante    et  le  cercle  des 


Fis.  36. 


inflexions.  Toutes  les  questions  relatives  aux  tangentes  et  aux 
centres  de  courbure  sont  alors  résolues  ;  si  l'on  envisage,  par 
exemple,  la  droite  AB,  qui  est  une  droite  quelconque  du  plan  mobile, 
elle  touchera  son  enveloppe  au  point  H  projection  de  C  sur  AB  et 
le  centre  de  courbure  de  cette  enveloppe  sera,  au  point  K,  symé- 
trique de  G  par  rapport  au  centre  instantané. 

La  distance  CO  étant  constante,  la  eourbe  de  base  est  un  cercle 
de  centre  O  et  dont  le  rayon  est  double  de  celui  du  cercle  des 
inflexions.  Le  mouvement  est  donc  engendré  par  un  cercle  qui 
roule  sans  glisser,  intérieurement,  dans  un  cercle  de  rayon  double. 
Toutes  les  épicycloïdes  engendrées  par  les  points  du  cercle  mobile, 
n'ayant  que  des  points  d'inflexion,  sont  des  droites  passant  par  le 
point  fixe  ().  11  résulte  de  laque  toutes  les  roulettes  ponctuelles 
sont  des  ellipses.  Soient,  en  eflét,  M  un  point  quelconque  du  plan 
mobile,  A,  B,  le  diamètre  du  cercle  (I)  qui  passe  par  le  point  M. 
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Les  trajectoires  de  A,  B,  sont,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  des 
droites  rectangulaires  OX,,  OY,. 

La  trajectoire  de  M  peut  être  considérée  comme  engendrée  par 
un  point  d'une  tige  invariable  A,  B,  dont  les  extrémités  décrivent 
des  droites  rectangulaires.  Or  on  sait  que  le  lieu  de  M  est  alors  une 
ellipse  dont  les  axes,  égaux  à  2  MA,  et  2  MB,,  sont  dirigés  suivant 
OX,,  OY,. 

3°  Comme  dernière  application,  considérons  le  mouvement épi- 
cycloïdal  déterminé  par  le  roulement,  sans  glissement,  d'un  cercle 

Fig.  3?. 


0, 


de  rayon  p,  sur  un  cercle  fixe  de  rayon  p,  p  étant  considéré 
comme  positif  ou  négatif  suivant  que  le  contact  est  extérieur  ou 
intérieur. 

Ici,  le  cercle  des  inflexions  I  est  facile  à  construire.  Le  point  O, 
décrit  en  effet  un  cercle  de  rayon  p,  +  p  et  de  centre  O.  Le  point  to 
du  cercle  J,  situé  sur  0,0  est  compris  entre  O  et  O,.  On  a,  de 
plus,  d'après  la  formule  (3), 

Qio)(p  -4-  p,)  =  pf, 

0,co  est  donc,  pour  la  disposition  delà  figure  3^,  positif  et  inférieur 
à  p,.  Le  centre  1  est  donc  situé  entre  C  et  O,  et  le  diamètre  du 
cercle  des  inflexions  est  égal  à 

-,   (1  P'     \  =     PPi 

\        p  -*-  pi  /       p-+-pt* 

Si  p  est  infini,  le  cercle  des  inflexions  a  un  rayon  deux  fois 
moindre  que  le  cercle  roulant  ;  c'est  le  cas  du  mouvement  cycloïdal. 

Remarque.  —  La  formule  (2)  (formule  de  Savary)  est  suscep- 
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tible  de  diverses  interprétations  géométriques;  elle  exprime,  par 
exemple,  comme  on  peul  aisément  le  démontrer,  que  les  d<u\ 
droites  KO,  K,(),  {fig.  3/j)  se  coupent  sur  la  droite  menée  par  le 
centre  instantané,  perpendiculairement  au  rayon  vecteur  CM, 
d'où  un  procédé  de  construction  très  simple  pour  le  centre  de 
courbure  d'une  roulette  ponctuelle  ou  tangenlielle,  quand  on 
connaît  ceux  de  la  courbe  roulante  et  de  la  courbe  fixe.  On  en 
déduirait  bien  aisément  une  démonstration  des  deux  tbéorèmes 
relatifs  au  cercle  des  inllexions  et  au  cercle  des  centres.  Pour  plus 
de  détails  et  pour  d'autres  constructions  de  la  formule  de  Savary, 
voir  les  Leçons  de  Cinématique  de  M.  Rœnigs  (p.  1 49  et  suiv.). 
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CHAPITRE  V. 

COURBES  GAUCHES.  —  COURBURE  ET  TORSION. 


Propriétés  des  courbes  sphériques.  —  Courbure  des  courbes 
gauches;  normale  principale;  plan  rectifiant.  —  Tor- 
sion ;  PLAN  OSCULATEUR  ET  BINORMALE.  CERCLE  OSCULATEUR. 

—  Sphère  osculatrice.  —  Application  a  l'hélice.  —  Con- 
tact  DES    COURBES   GAUCHES. 

23.  Courbes  sphériques.  —  De  nombreuses  propriétés  des 
figures  planes  s'étendent  immédiatement  aux  figures  tracées  sur  la 
sphère  et  interviennent  ensuite  utilement  dans  l'étude  des  courbes 
gauches  en  général  ;  il  convient  donc,  avant  d'aborder  la  théorie 
des  courbes  gauches,  de  faire  une  étude  préliminaire  des  lignes 
sphériques. 

Le  grand  cercle  joue,  sur  la  sphère,  le  même  rôle  que  la  droite 
dans  le  plan  ;  toute  courbe  sphérique  admet,  en  chacun  de  ses 
points,  un  grand  cercle  tangent  et  un  grand  cercle  normal,  dé- 
finis delà  même  manière  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point 
d'une  courbe  plane.  Le  grand  cercle  tangent  en  un  point  M  partage 
la  sphère  en  deux  hémisphères  dont  l'un  seulement  contient  les 
points  de  la  courbe  situés  dans  le  voisinage  de  M  ;  nous  suppo- 
serons toujours  le  grand  cercle  normal  en  un  point  dirigé,  à  partir 
de  ce  point,  dans  la  région  de  la  concavité. 

En  raisonnant  comme  nous  lavons  fait  pour  les  courbes  planes 
(§22),  on  voit  que  toute  courbe  sphérique  peut  être  considérée 
comme  lieu  des  intersections  successives  d'une  famille  de  grands 
cercles  dépendant  d'un  paramètre  ;  plus  généralement,  la  théorie 
des  courbes  enveloppes  s'étend  aux  figures  sphériques,  sans  qu'il  y 
ait  rien  h  changer  dans  les  démonstrations. 

Le  théorème  relatif  à  la  variation  d'un  segment  rectiligne 
s'étend,  sans  difficulté,  à  un  arc  de  grand  cercle  mobile  sur  la  sphère 
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donnée  (').  Considérons  en  efl'et  deux  positions  infiniment  voi- 
sines \B;  A/  B'  de  ce!  arc  ;  les  deux  grands  cercles  correspondants 
se  coupent  en  des  points  diamétralement  opposés  sur  La  sphère  ; 
si  de  L'un  de  ces  points,  P,  comme  pôle  nous  décrivons  les  deux 
ares  de  cercles  A' A ",    B'B",  nous  aurons 


A'B'—  AB" 


A'B'- AB  =  BB'  —  A  A". 


La  variation  de  longueur  d'un  arc  de  grand  cercle  est  doncéqui- 

Fig.  38. 


valent  à  la  différence  des  déplacements  de  ses   extrémités,   pro- 
jetés sur  la  direction  du  segment  [voir  §  11). 

On  déduit  de  cette  propriété,  comme  en  Géométrie  plane,  les 
conséquences  suivantes  : 

i°  Si  un  arc  de  grand  cercle  se  déplace  en  restant  normal 
aux  trajectoires  de  ses  extrémités,  sa  longueur  reste  con- 
stante ; 

2°  Si  un  arc  de  grand  cercle,  de  longueur  constante,  reste 
normal  à  la  trajectoire  d'une  de  ses  extrémités,  il  demeure 
également  normal  à  la  trajectoire  de  Vautre  ; 

3°  Toute  courbe  sphérique  dont  le  grand  cercle  normal 
passe  par  un  point  fixe  est  un  cercle  ayant  ce  point  pour  pôle. 

L'analogie  entre  les  figures  planes  et  les  figures  sphériques  est 
complète  en  ce  qui  concerne  la  théorie  des  développées.  Appe- 
lons développée  sphérique  d'une  courbe  (G)  l'enveloppe  des  grands 
cercles  normaux  à  cette  courbe;  soient  A,  B  deux  points  quelcon- 
ques de  (G),  A, ,  B,  les  points  correspondants  de  la  développée  (C(), 


(')  Nous  verrons  plus  tard  que  cette  même  propriété  appartient   à  un  segment 
de  ligne  géodésique  variable  sur  une  surface  donnée. 
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lare  A-,  B,  de  la  développée  est  égal  à  la  différence  des  deux  arcs 
BB,  ,  AA ,  ,  d'où  résulte,  comme  pour  les  courbes  planes,  un  pro- 


cédé mécanique  de  description  d'une  courbe  spliérique  quelconque, 
à  l'aide  d'un  fil  tendu  sur  sa  développée. 

Courbure  sphérique.  —  L'angle  P,  formé  par  les  grands  cercles 
tangents  aux  extrémités  d'un  arc  MM',  s'appelle  la  courbure  sphé- 


rique de  l'arc  MM';  on  lui  donne  aussi,  quand  MM'  est  infini- 
ment petit,  le  nom  d'angle  de  contingence  sphérique.  La  cour- 
bure sphérique  en  un  point  est  la  limite  de  la  courbure  sphérique 


moyenne  mW*  l°rstlue  MM'  tend   vers  O.   Ceci  posé,  les  arcs 

de  grands  cercles  normaux  en  M,  M'  se  coupent  en  deux  points 
diamétralement  opposés;  soit  K  celui  de  ces  deux  points  situé 
dans  la  région  de  la  concavité  au  point  M.   Décrivons,  du  point  K 
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connue  pôle,  l'arc  de  cercle  Mil,  et  considérons  le  triangle  curvi- 
ligne MHK.  L'aire  de  ce  triangle  est  égale  au  produit  de  l'angle  K 
par  la  hauteur  de  la  zone  dont  il  fait  partie,  c'est-à-dire  par 
(1  —  cos  MK),  si  nous  prenons  pour  unités  le  rayon  de  la  sphère, 
l'angle  droit,  et  Taire  du  triangle  s|>liérique  trireclangle  ;  ce 
triangle  est  d'ailleurs  équivalent,  au  point  de  vue  infinitésimal, 
au  quadrilatère  sphérique  KJPMM7,  dont  l'aire  est  mesurée  par 
l'excès  sphérique  K  —  P;  on  a  donc  l'équivalence 

(1)  P~kcosMK. 

D'autre  part,  l'arc  MM'  est  équivalent,  au  même  point  de  vue,  à 
l'arc  MH  qui  mesure  l'angle  au  centre  K  dans  un  cercle  dont  le 
rayon  est  évidemment  sinMR  ;  on  a  donc 

(2)  arc  MM'  ~  K.sinMK. 

Lorsque  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  le  point  K 
tend  vers  le  point  correspondant  M,  de  la  développée  sphérique  ; 
si  nous  appelons  p  l'arc  de  grand  cercle  MM,,  C„  la  courbure 
sphérique  au  point  M,  nous  aurons,  en  divisant  membre  à  membre 
les  équivalences  (i)  et  (2),  passant  à  la  limite  et  introduisant  le 
rayon  R  de  la  sphère, 

r  colP 

(3j  C«-=      R' 

Si  la  courbe  (C)  se  réduit  à  un  cercle,  le  point  k  est  fixe  et  coïn- 
cide avec  le  pôle  de  ce  cercle;  la  courbure  sphérique  est  donc 
constante  ;  réciproquement,  le  cercle  est  la  seule  courbe  dont  la 
courbure  sphérique  soit  constante  ;  car  pour  tout  arc  MM'  d'une 
telle  courbe  on  a  MM,  —  M'M',  =0  et  la  développée  sphérique 
se  réduit  à  un  point.  Le  grand  cercle  normal  passe  donc  par  un  point 
fixe  de  la  sphère  et  la  courbe  est  un  cercle  ayant  ce  point  pour  pôle. 

Cercle  de  courbure.  —  Décrivons  du  point  M,  comme  pôle  un 
petit  cercle  de  rayon  sphérique  M,  M;  ce  cercle  touche  la  courbe 
au  point  M  ;  il  a,  en  tous  ses  points,  même  courbure  sphérique 
que  la  courbe  au  point  M  ;  on  lui  donne  le  nom  de  cercle  de  cour- 
bure; l'arc  MM,  est  le  rayon  de  courbure  sphérique,  le  point  M, 
le  pôle  de  courbure. 
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*2i.  Courbure  des  courbes  gauches.  —  Considérons  maintenant 
{fig-Al)i  une  courbe  gauche  (C)  quelconque  ;  un  point  quelconque 
M  de  cette  courbe  est  défini  quand  on  se  donne,  en  grandeur 
et  en  signe,  son  abscisse  curviligne  AM  comptée  à  partir  d'une 
origine  fixe  A,  dans  un  sens  convenu.  Pour  étudier  les  changements 


Vr. 


/,!, 


Fig.  42. 


de    direction  de  la  tangente    MT,  menons,  par  le  centre  O  d'une 

sphère  de  rayon  un  {fig.  42)j  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit 

au  paragraphe  3,  unedemi-droile  parallèle  à  MT  ;  l'extrémité  m  du 

rayon  om,   décrit  sur  la  sphère,  lorsque  M  varie,   une  courbe  (C) 

qui  est  l'indicatrice  sphérique  des  tangentes  ;  nous  conviendrons 

de  prendre,  pour  sens  du  mouvement  positif  sur  cette  indicatrice, 

celui   dans   lequel  se  déplace   le  point  //?,   lorsque  M  parcourt  la 

courbe  donnée  dans   le  sens   positif;    dans  ces  conditions,   deux 

arcs  correspondants  sur  les  deux  courbes  seront  toujours  de  même 

signe. 

On  appelle  courbure  totale  d'un  arc    MM',    I  arc   mm!  qui  Lui 

,  1  ) •      1  •      .   •  /  1  aie  mm' 

correspond  sur  l  indicatrice,  courbure  moyenne  le  rapport tttt; 

1  '  '         arc  MM' 

de  la  courbure  totale  à  la  longueur  de  l'arc,  courbure  en  un  point  M 
la  limite  de  ce  rapport  quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  M  ;  d'après  la  convention  précédente,  la  courbure 
moyenne  et  la  courbure  en  un  point  ne  peuvent  être  négatives. 

Lorsque  l'arc  MM'  est  infiniment  petit,  la  courbure  de  l'arc  MM' 
est  équivalente  à  Yangle  de  contingence,  c'est-à-dire  à  l'angle 
formé  par  les  tangentes  aux  deux  extrémités  de  l'arc  (§  3). 
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Remarque.  —  La  courbure  ne  peut  s'annuler  qu'en  des  points 
particuliers;  si,  en  effet,  l'angle  de  contingence  était  identique- 
ment nul,  la  tangente  serait  parallèle  à  une  direction  (ixe;  la  dis- 
tance de  cette  tangente  à  un  plan  parallèle  quelconque  varierait 
en  passant  de  M  à  M'  d'une  quantité  infiniment  petite  qui  sérail 
constamment  du  second  ordre:  celle  distance  serait  donc  constante 
et  la  courbe  se  réduirait  à  une  droite. 

On  appelle  point  (V inflexion  tout  point  où  la  courbure  s'annule. 

Normale  principale.  Plan  rectifiant.  —  La  courbe  (C) 
admet  au  point  M  une  infinité  de  normales  toutes  situées  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  MT,  que  nous  avons  appelé  plan  normal; 
considérons  en  particulier  celle  qui  est  parallèle  à  la  tangente  ml 
de  l'indicatrice  sphérique  el  ([non  appelle  normale  principale  ; 
nous  conviendrons  de  prendre,  pour  sens  positif  sur  cette  normale 
MN,  le  sens  de  la  tangente  mt.  La  normale  principale  ainsi  défi- 
nie est  celle  que  nous  avons  considérée,  seule,  dans  le  cas  d'une 
courbe  plane  et  l'on  aurait  pu  la  définir  de  la  même  manière;  si 
nous  prenons  en  effet  deux  longueurs  égales  MT,  MT'7  sur  la  tan- 
gente MT  et  sur  une  parallèle  à  M'T',  ce  qui  revient  à  placer  le 
centre  de  la  sphère  au  point  M,  la  direction  limite  de  TT"  sera 
précisément  celle  de  la  normale  principale  ;  celle-ci  est  donc 
dirigée  dans  la  concavité  de  la  courbe,  c'est-à-dire  du  même  côté 
que  le  point  M',  par  rapport  au  plan  mené  par  MT  perpendicu- 
lairement à  MN(fig.  40- 

Ce  dernier  plan,  qu'on  nomme  plan  rectifiant,  est  représenté 
sphériquement  par  l'arc  de  grand  cercle  mil,  normal  en  m  à  l'in- 
dicatrice des  tangentes  {fig-  42)- 

Cercle  de  courbure . —  Le  cercle  de  courbure  se  définit  comme 
pour  les  courbes  planes.  On  porte  sur  la  normale  principale, 
dans  le  sens  positif,  un  segment  MK  dont  la  longueur  R  est  égale 
à  l'inverse  de  la  courbure  au  point  M  et  l'on  décrit,  du  point  K 
comme  centre,  un  cercle  tangent  à  la  courbe  au  point  M  ;  c'est  le 
cercle  de  courbure,  K  est  le  centre  de  courbure,  R  le  rayon  de 
courbure  en  M. 

2o.  Plan  osculateur.  —  On  donne  le  nom  de  plan  osculateur 
au  plan  qui  contient  la  tangente   et  la  normale  principale;   il  est 
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représenté  sphériquement  par  le  grand  cercle  tangent  en  m  à  l'in- 
dicatrice des  tangentes  ;  on  peut  en  donner  plusieurs  autres  défi- 
nitions. Remarquons  d'abord  que,  le  point  M'  se  rapprochant 
indéfiniment  de  M,  la  droite  TT"  a  pour  limite,  ainsi  qu'on  vient 
de  le  voir,  la  normale  principale  MN,    d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  plan  oscillateur  en  un  point  est  la  limite  du 
plan  mené  par  la  tangente  parallèlement  à  la  tangente  infi- 
niment voisine. 

Partant  de  cette  définition,  supposons  qu'on  projette  la  courbe 
sur  le  plan  variable  TMT".  L'angle  de  contingence  de  la  courbe 
est  équivalent  à  celui  de  la  projection  ;  cet  angle  est  d'ailleurs 
égal  à  l'angle  des  plans  normaux  en  M  et  M';  la  corde  MM'  est 
équivalente  à  sa  projection,  puisqu'elle  fait  avec  le  plan  variable 
TMT"  un  angle  infiniment  petit;  les  courbures  des  deux  lignes  au 
point  commun  M  sont  donc  égales  entre  elles.  Le  centre  de  cour- 
bure de  (C)  est  donc  la  limite  du  point  où  le  plan  oscillateur  est 
coupé  par  la  droite  intersection  des  deux  plans  normaux  en  M  et  M'. 
Si  donc  on  appelle  caractéristique  d'un  plan  mobile  la  limite 
de  la  droite  suivant  laquelle  il  coupe  le  plan  infiniment  voisin,  on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  L'axe  du  cercle  de  courbure  coïncide  avec  la 
caractéristique  du  plan  normal. 

On  voit  aussi  que  la  courbe  donnée  et  sa  projection  sur  le  plan 
osculateur  ont  le  même  cercle  de  courbure. 

Considérons  maintenant  un  arc  de  courbe  gauche  AB  dont  les 
extrémités  sont  situées  dans  un  plan  P;  soit  A'  le  point  de  cet  arc 
le  plus  éloigné  de  ce  plan;  si  l'arc  AB  ne  contient  aucun  point 
singulier,  la  tangente  en  A' est  parallèle  au  plan  P;  si  l'on  suppose 
en  outre  qu'il  n'y  ait,  sur  Tare  AB,  aucun  point  d'inflexion,  le 
point  directeur  de  la  tangente  en  A  est  situé,  sur  l'indicatrice  sphé- 
rique,  entre  les  points  directeurs  des  tangentes  en  A  et  B.  Ceci 
posé,  soient  trois  points  consécutifs  A,  B,  C  appartenant  à  une 
partie  de  courbe  sur  laquelle  ne  se  trouve  ni  point  singulier  ni 
point  d'inflexion,  V  le  point  de  l'arc  AB  le  plus  éloigné  du  plan  P 
déterminé  par  ces  trois  points,    B'  le  point  analogue  de  l'arc  BC; 
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aux  cinq  points    \.   V,  B,  I!.  C  correspondent,  sur  L'indicatrice, 

cinq  points  a,  a',  b,  b' .  c  rangés  dans  le  même  ordre,  et  le  plan  du 
grand  cercle  a',  //  est.  parallèle  au  plan  P.  Si  l'on  suppose  mainte- 
nant que  A,  B,  C  soient  variables  et  se  rapprochent  indéfiniment 
d'un  même  point  limite  M.  les  points  «',  //  auront  pour  limite 
commune  le  point  m  correspondant  de  l'indicatrice;  le  plan  du 
grand  cercle  langent  en  m  sera  parallèle  au  plan  osculateur  de  la 
courbe  donnée  au  point  M,  et  le  plan  P  viendra  à  la  limite  se 
confondre  avec  ce  plan  osculateur.  Cette  démonstration  est  due  à 
M.  E.  Barré. 

En  résumé,  si  trois  points  infiniment  voisins  ont  pour  limite 
commune  un  même  point  M ,  qui  ne  soit  ni  singulier,  ni  d'in- 
flexion, le  plan  de  ces  trois  points  a  pour  limite  le  plan  oscula- 
teur au  point  M.  On  doit  remarquer  que  la  démonstration  pré- 
cédente subsiste  sans  modification  si  les  deux  points  A  et  B  se 
confondent;  le  plan  mobile  P  est  alors  déterminé  par  le  point  C  et 
la  tangente  en  V.  En  particulier  on  peut  donner,  du  plan  oscula- 
teur, deux  nouvelles  définitions  qui  résultent  du  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Le  plan  oscillateur  en  un  point  M  est  la  limite 
du  plan  déterminé  par  ce  point  et  par  deux  autres  points  infi- 
niment voisins,  ou  encore  du  plan  déterminé  par  la  tangente 
en  M  et  le  point  infiniment  voisin. 

Gomme  corollaire,  il  est  aisé  de  démontrer  que  le  plan  TMN 
est,  de  tous  les  points  passant  par  le  point  M,  celui  qui  s'approche 
le  plus  du  point  infiniment  voisin  M',  ce  qui  justifie  le  nom  de 
plan  osculateur  que  nous  lui  avons  donné.  Soient  en  effet  (fig.  43) 
M'H  la  distance  du  point  M'  à  un  plan  fixe  Q  passant  par  M,  M'  G 
sa  distance  à  la  trace  M\  du  plan  Q  sur  le  plan  M'MT.  Si  l'angle 
TMX  est  différent  de  O,  M'G  est   un  infiniment  petit  du  premier 

ordre  et  l'angle  M'GH  a  une  limite  finie;  M'H  est  donc  du  premier 
ordre  ;  pour  que  M'H  soit  au  moins  du  second  ordre,  il  faut  que 
MX  et  MT  se  confondent,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  plan  Q 
soit  tangent  en  M  à  la  courbe  donnée.  Cette  condition  est  d'ailleurs 
suffisante,  car  on  a  dans  ce  ca> 

M'JI  =3  MTsinT  =  .M.M'sinM'MTsinT, 

et  les  deux   premiers   facteurs  sont  tous  deux  infiniment  petits. 
D. 


%2><\%° 
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Pour  que  l'ordre  de  Mil  s'élève  d'une  unité  au  moins  il  faut  cl  il 
suffît  que  ie  troisième  facteur  sinT  ait  pour  limite  zéro;  il  faut 
doue  que  le  plan  IM'MT  se  confonde  à  la  limite  avec  le  plan  HTM, 


Fi  g. 


c'est-à-dire   avec  le  plan  O:   celui-ci  est  donc  bien  le  plan  oscil- 
lateur en  M. 

Remarque.  —  La  distance  du  point  M'  au  plan  oscillateur  en  M 
est  infiniment  petite  du  troisième  ordre  au  moins  ;  si  M  est  un 
point  ordinaire  de  la  courbe,  cet  ordre  sera  exactement  égal  à 
trois;  mais  il  peut  s'élever  d'une  ou  plusieurs  unités  si  M  est  un 
point  particulier  comme  par  exemple  un  point  d'inflexion  ;  nous 
reviendrons  plus  loin  sur  l'évaluation  de  cet  infiniment  petit. 

Cercle  oscillateur. —  Projetons  la  courbe  donnée  (C)  sur  le 
plan  variable  P;  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  coïncidanl 
avec  sa  projection,  a  ponr  limite  le  cercle  de  courbure,  au  point  M, 
de  la  courbe  (C|  ;  projection  de  (C)  sur  le  plan  osculateur;  or  nous 
avons  démontré  plus  haut  que  les  deux  courbes  (C)  et  (  C,  )  onl 
même  cercle  de  courbure;  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  cercle  de  courbure  en  un  point  est  lu  limite 
du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  variable,  dont  les  trois  som- 
mets auraient  pour  limite  le  point  considéré . 

Envisagé  à  ce  point  de  \ue,  le  cercle  de  courbure  prend  le  nom 
de  cercle  oscillateur  :  son  axe  est  ce  qu'on  appelle  la  droite  po- 
laire relative  au  point  M.  Il  est  clair  que,  dans  toute  question 
relative  à  trois  points  infiniment  voisins,  le  cercle  osculateur  pourra 
être  substitué  à  la  courbe  elle-même,  dans  le>  mêmes  conditions 
que  pour  le  cas  des  courbes  planes  <  ro/r  $  12.  p.  oo). 
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20.  Binormale.  Torsion.  —  <  )n  donne  le  nom  de  binormale 
à  la  droite  MB  perpendiculaire  en  M  au  plan  osculateur  ;  elle  est 
représentée  sur  la  sphère  par  l'un  ou  l'autre  des  pôles  ;a.  u.,  du 
grand  cercle  tangent  à  la  première  indicatrice  :  elle  esl  donc  paral- 
lèle à  la  direction  limite  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
tangentes  MT,  M  T  et  c'est  ce  qui  justifie  le  nom  de  binormale  ; 
elle  est  également  parallèle  à  la  droite  polaire,  intersection  des 
plans  normaux  en  M  et  en  M'. 

Lorsque  le  point  M  parcourt  (C),  le  point  u.  décrit  une  courbe 
sphérique  qui  est  l'indicatrice  des  binormales  ;  l'arc  u.m  étant 
constamment  égal  à  un  quadrant,  reste  normal  à  cette  seconde 
indicatrice  (§23),  d'où  le  théorème  suivant  (J.-A.  Skrkkt)  : 

Théorème.  —  Les  tangentes  à  V indicatrice  des  tangentes  et 
à  celle  des  binormales,  en  deux  points  correspondants,  sont 
parallèles. 

Remarque.  —  Les  deux  indicatrices  ont  leurs  tangentes  de 
même  sens  ou  de  sens  contraire,  suivant  qu'on  prend  pour  point 
directeur  de  la  binormale  le  point  jjl  ou  le  point  symétrique  p.,. 
Nous  conviendrons  de  choisir  pour  direction  de  la  binormale  celle 
qui  est  représentée  parle  point  ut;  de  plus,  nous  choisirons  comme 
sens  positif,  sur  l'indicatrice  ainsi  définie,  celui  dans  lequel  se 
déplace  le  point  u.  quand  le  point  M  parcourt  la  courbe  donnée 
dans  le  sens  positif;  en  résumé,  les  trois  arcs  MM',  mm',  utp.'  sont 
tous  trois  de  même  signe. 

Lorsque  l'arc  MM'  est  infiniment  petit,  Tare  tj.u.'  est  équivalent 
à  l'angle  des  binormales  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'angle  des 
plans  oscillateurs  en  M  et  en  M'  ;  cet  angle  que  nous  désignerons  par 
di  s'appelle  Y  angle  de  torsion;  l'angle  de  torsion  mesure  la  quan- 
tité dont  la  courbe,  au  voisinage  du  point  M,  s'écarte  de  la  forme 
plane,   de  même   que   l'angle   de  contingence    mesure    de    quelle 

quantité    elle    s'écarte    de    la    forme    rectiligne.    Le    rapport    -r 

s "appelle  par  analogie   le   rayon  de  torsion    au   point  M  ;    nous  le 
désignons  par  T  ;  c'est  une  ligne  essentiellement  positive. 

Torsion.  — -  Nous  définirons  la  torsion  au  point  M  comme 
étant  une  quantité  algébrique  dont  la  valeur  absolue  esl  égale  à  ~ 
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n  dont  le  signe  est  déterminé  par  la  disposition  qu'affecte  la  courbe 
relativement  à  son  plan  oscillateur.  Si  nous  avons  pu  nous  dis- 
penser d'attribuer  un  signe  à  la  courbure    rr>   c'est  parce  (pie   la 

courbe,  dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  M,  est  tout  entière 
d'un  même  côté  du  plan  rectifiant  ;  elle  est  au  contraire  traversée 
par  le  plan  oscillateur  et  peut  être  disposée,  par  rapport  à  ce  plan, 
de  deux  manières  différentes.  Pour  cette  raison,  il  est  utile  de 
donner  un  signe  à  la  torsion  ('),  et  nous  ferons,  à  cet  égard,  la 
convention  suivante  : 

Le  plan  oscillateur  partage  l'espace  en  deux  régions.  Imaginons 
un  observateur  placé  debout  sur  ce  plan,  les  pieds  en  M,  le  visage 
tourné  vers  le  centre  de  courbure  ;  selon  que  les  points  voisins 
de  M,  situés  dans  la  même  région  que  cet  observateur,  seront  à  sa 
droite  ou  à  sa  gauche,  nous  dirons  que  la  disposition  de  la  courbe 
est  dextrorsiun  ou  sinistrorsum;  il  est  d'ailleurs  bien  ('-vident 
que  la  disposition  reste  la  même,  quand  on  passe  de  l'une  à 
l'autre  des  deux  régions   séparées  par  le  plan.    Ceci  posé,  nous 

conviendrons  de  prendre  pour  mesure  de  la  torsion  — ■=  dans  le 
premier  cas,  H-Tp  dans  le  second  ;  =r  étant  égal,  ainsi  que  nous 
l'avons  dit,  au  rapport  -7^,  qui  est  essentiellement  positif. 

Il  est  à  remarquer  qu'aux  deux  dispositions  que  nous  venons  de 
définir  correspondent  deux  orientations  distinctes  du  trièdre 
formé  par  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  (2)  ; 
il  peut  y  avoir  avantage  à  se  placer  à  ce  point  de  vue  pour  définir  le 
signe  de  la  torsion. 

Remarque.  —  Supposons  que  la  torsion  soit  nulle  tout  le  long 
de  la  courbe  (C);  l'indicatrice  des  binormales  se  réduit  alors  à  un 
point  unique  p  et  celle  des  tangentes  à  un  grand  cercle  ayant  ce 
point  tj.  pour  pùle  ;  la  tangente  MT  est  donc  parallèle  à  un  plan 
une  P  ;  sa  distance  à  ce  plan  P  prend  alors,  quand  on  passe  du 
point  M  au  point  M'  infiniment  voisin,  un  accroissement  qui 
est     constamment   du    second    ordre    au    moins.     Celle    distance 


(')  Cf.  Dauboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  t.  IV,  note  IV,  p.  |a3. 
(-)    loir  plus  loin,  2  29,  Hélices. 
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demeure  donc  constante  et  la  courbe  est  nécessairement  plane.  La 
torsion  ne  peul  «loue  s'annuler,  pour  une  courbe  gauche,  qu'en  de 
certains  points  particuliers;  de  là  le  nom  de  ligne  à  double  cour- 
bure qu'on  donne  en  général  à  une  courbe  dont  tous  les  points  ne 
sont  pus  dans  le  même  plan. 

Nous  appellerons  point  de  seconde  inflexion  ou  point  de  sta- 
tionnement loui  point  d'une  courbe  gauche  où  la  torsion  scia 
nulle. 

Relations  entre  les  deux  indicatrices.  -  I /indicatrice  des 
tangentes  et  celle  des  binormales  sont  des  courbes  sphëriques 
supplémentaires  ;  elles  ont  même  développée  sphérique  ;  le  grand 
cercle  mu.  (  fig.  42),  normal  à  chacune  d'elles,  représente  sphéri- 
quement  le  plan  rectifiant  de  la  courbe  (C),  le  pôle  de  courbure  m, 
représente  donc  sphériquement  la  caractéristique  du  plan  recti- 
fiant; enfin,  le  rayon  de  courbure  sphérique  mesure  l'inclinaison  0 
de  cette  caractéristique  sur  la  tangente  MT.  Ceci  posé,  les  angles 
de  contingence  et  de  torsion  au  point  M,  d?  et  a\  sont  mesurés 
respectivement  par  l'arc  mm'  de  la  première  indicatrice,  et  par 
L'angle  de  contingence  sphérique  de  ce  même  arc  mm'  ;  on  a  donc, 
en  appliquant  la  formule  (3), 

A        (h         T 

tanse  =  ^  =  ir 

Ile  m  arquons  encore  que  l'angle  désigné  par  K  dans  les  formules 
(i)et(a)  devient,  quand  on  applique  ces  formules  à  l'une  ou  à 
l'autre  des  deux  indicatrices,  l'angle  dio  de  deux  normales  prin- 
cipales infiniment  voisines.  Les  formules  peuvent  alors  s'écrire 

(  ">  i  th.  —  dio  cosO,         da  =  cIm  sinO, 

d'où,    entre    les   trois    angles    infiniment   petits    dn,    dx ,    doi .    la 
relation. 

(6)  d<a*=dai-hd-z*. 

"11 .  Sphère  osculatrice.  —  Par  le  point  M  de  la  courbe  et  trois 
antres  points  M',  M",  W  infiniment  voisins  de  M,  on  peut  faire 
passer  une  sphère  et  une  seule;  cette  sphère  S,  variable  quand  les 
trois  derniers  points  se  rapprochent  indéfiniment  du  premier,  tend 


86  PREMIÈRE   PARTIE.    —   GÉOMÉTRIE    [NFINITÉSIMALE. 

vers  une  position  limite  et  devient  ce  qu'on  appelle  la  sphère 
osculatrice  au  point  M.  La  sphère  osculatrice,  contenant  évidem- 
ment le  cercle  oscillateur,  son  centre  est  situé  sur  la  droite  polaire, 
et  il  suffit,  pour  connaître  la  sphère,  de  connaître,  en  grandeur 
et  en  signe,  la  distance  de  son  centre  au  centre  de  cour- 
hure. 

Pour  déterminer  cette  distance,  considérons  un  polygone  sphé- 
rique  variable,  ayant  pour  sommets  les  points  M,  M',  M",  M'"  : 
ce  polygone  sera  tout  entier  situé  sur  la  sphère  variable  S  et  tendra 
vers  une  courbe  limite  (C()  située  sur  la  sphère  osculatrice.  Cette 


courbe  (C()  et  la  courbe  donnée  (C)  pourront  évidemment  être 
substituées  l'une  à  l'autre  si  l'on  ne  doit  envisager  cpie  des  quan- 
tités infiniment  petites  du  troisième  ordre  au  plus.  Soientalors  M2 
le  centre  de  la  sphère  osculatrice,  M,  le  pôle  de  courbure  sphérique 
•  le  la  courbe  (G|)  au  point  Al,  H  la  projection  du  point  M  sur  le 
rayon  M,M2;  Mil  sera  égal  au  rayon  de  courbure  R,  et  nous 
aurons,  en  prenant  pour  unité  le  rayon  de  la  sphère, 

R  =  sinp,        <7R  =  cosp  dp  =  \1.2H  dp. 

(  >r,  do  mesure  I  angle  des  deux  binormales  infiniment  voisines, 

il   est  donc  égal  à   l'angle  de  torsion  —  el  nous  axons  ainsi,  pour 

la  distance  du  centre  de  courbure  H  au  centre  de  la  sphère  oscu- 
latrice, 

(-)  HM2=A=—  T^p, 

as 
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d'où,  pour  le  rayon  /■  (!<■  la  sphère  osculatrice, 

(8)  ra=R2-4-As  (h  =   -  T  ~)      ('  i. 

\  as  I 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ces  deux  formules  que  les  courbes  C 
el  C,  ont,  au  point  M,  même  courbure,  même  torsion  et  même 
dérivée  de  la  courbure  par  rapport  ;'i  l'arc. 

Nous  démontrerons  plus  loin  (§  33)  que  le  point  Mo,  quand  on 
passe  du  point  M  au  point  infiniment  voisin,  se  déplace  parallè- 
lement à  l;i  binormale  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  tangente  au 
lieu  du  centre  de  i;i  sphère  osculatrice  coïncide  avec  la  droit* 
polaire  relative  au  point  M.  Admettant  cette  propriété.,  nous 
avons,  pour  la  variation  de  longueur  de  MM2,  qui  reste  con- 
stamment normal  à  (G), 

,/,=u,m;,  coOi,mm    ;-M»M'i-ft       (h=-T^\. 

La  distance  des  centres  de  deux  sphères  osculatrices  infiniment 
voisines  est  donc  donné  par  la  foi-mule 

Si    donc   dr  =  o,    l'un   on   l'autre  des  facteurs   M.iM,.  — =-   est 

(  t s 

également  nul  ;  d'où  : 

Théorème.  —  Lorsque  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  est 
constant,  la  courbe  est  sphérique  ou  à  courbure  constante. 

Torsion  sphérique.  —  L'angle  (S£'  I,  sous  lequel  se  coupent  les 
sphères  osculatrices  ïï  relatives  aux  points  MM',  csl  lié  aux 
ravons  /■,  r  de  <cs  deux  sphères  et  à  la  distance  des  centres  par  la 
relation 

_,         .        .    /    ,x  ,(â\ 

M,  M'j  =  r2  —  /•  '-  —  ■>./•/•  <'<.-\  SS/ .=  (#■  —  r  <--      i  rr  sin2  \  —  /  ; 


(')  Ces  formules  subsistent  évidemment  quand  on  ne  prend  plus  pour  unité  le 
rayon  de  la  sphère. 
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ou,  en  supposant  MM/ infiniment  petit, 

/; 


(ss')=\, 


M,  M',  —  tir* 


<i,  en  tenant  compte  des  formules  (8)  et  (9), 

(ss')        1    K   dr 


1 10  ) 


ch  T    /•   d\\ 


Remarque.  —  En  procédant  pour  la  sphère  osculatrice  comme 
on  l'a  fait  pour  le  plan  oscillateur,   il  sciait  naturel  d'appeler  tor- 

1    >     ■  Tir     1  (S  S') 

sion  spherique  au  point  M    le   rapport  — -j —  que   nous  \eiions 

d'évaluer,  et  torsion  spherique  totale  l'angle  (SS');  cet  angle  se 
conserve  quand  on  transforme  la  courbe  donnée  par  une  inversion; 
comme,  d'ailleurs,  deux  arcs  élémentaires  homologues  sont  évi- 
demment proportionnels  à  leurs  distances  au  pôle  d'inversion  O, 

,  ,  OM         rd\\  ,  , 

on  en   eonclul  que  Je   rapport   -=-  X  -rr-r   a  même   valeur   sur  la 

*  '  '  1  ï\dr 

courbe  donnée  et  sur  sa  transformée. 

28.  Étude  de  la  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point.  —  Soient 
MT,  M' T"  les  tangentes  aux  extrémités  de  lare  infiniment  petit 
MM'  de  la  courbe  (G);  projetons  la  figure  sur  un  plan  variable  P. 
parallèle  à  ces  deux  tangentes  ;  le  point  de  concours  Tt  des  tan- 
gentes à  la  courbe  (C,)  en  M,,  M',  est  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire commune  à  MT,  M'T".  La  courbure  totale  de  l'arc  MM'  est 
égale  à  la  courbure  totale  de  sa  projection  M,  M\  ;  les  angles  et  les 
segments  rectilignes  sont  d'ailleurs  équivalents  à  leurs  projections, 
au  point  de  vue  infinitésimal,  et  les  propriétés  démontrées  aux 
paragraphes  6  et  12  pour  les  courbes  planes,  en  un  point  ordi- 
naire, s'étendent  sans  difficulté  à  la  ligne  (C)  ;  il  suffit  de  les 
énoncer  : 

1"  Les  segments  ries  tangentes  aux  extrémités  d'un  are  infi- 
niment petit,  limités  à  la  perpendiculaire  commune  à  ces  tan- 
gentes, sont  des  infiniment  petits  équivalents  : 

■20   f] angle  formé  pur  la  corde  d'un  arc  infiniment  petit  et 
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la  tangente  à  V une  des  extrémités  de  cet  arc  est  équivalent  a 
la  moitié  de  V angle  de  contingence;- 

3°   L'angle  inscrit  dans  un  arc  infiniment  petit  est  équiva- 
lent au  supplément  de  la  demi-courbure  totale  de  cet  arc. 

D'après    celle  dernière    propriété,    le    cercle    oscillateur  en   M 
pourra   être  substitué  à   la   courbe   elle-même  si  l'on  ne  considère 


Kig.  r>. 


que  les  relations  entre  trois  points  infini  ment  voisins;  on  peut,  par 
exemple,  en  déduire  que  la  différence  entre  un  arc  et  sa  corde  a 

ds3 
pour    partie    principale       '        comme    dans   le   cas   d'une  courbe 

plane  (§   12). 

Distance  du  plan  oscillateur  au  point  infiniment  voisin.  — - 
Prenons  maintenant  pour  plan  de  projection  P,  un  plan  perpendi- 
culaire à  la  tangente  MT  ;  soit  encore  M,  M',  la  projection  de 
l'are  MM'  ;  les  deux  arcs  M" M,  M' M  qui  aboutissent  au  point  M, 
étant  situés  d'un  même  côté  du  plan  rectifiant,  et  départ  et  d'autre 
<\u  plan  osculateur,  le  point  M(  est  un  point  de  rebroussement  de  la 
courbe  (C().  Cette  courbe  (C,  )  el  sa  langenteont  donc,  engénéral 
au  point  M,  un  contact  d'ordre  .',  ;  l'angle  M',M,T|  est  par  suite 
équivalent  aux  deux  tiers  de  l'angle  M',  T,  H,  qui  équivaut  lui-même 
à  la  moitié  de  l'angle  de  torsion,  ainsi  qu'on  le  voit  immédiatement 
en  considérant  l'indicatrice  des  tangentes  ;  on  conclut  de  ce  qui 
précède  que  l'angle  formé"  par  le  plan  MTM'  et  le  plan  osculateur 
au   point   M  est  équivalent  au  tiers  de  l'angle  de  torsion.  On 


9o 
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en  déduit,  pour  l'expression  de  la  distance  du  point  M    au  plan 
oscillateur  en  M, 

M,  H  =  MiM',  &inM',  M,T,  =  MM'  sinM'MT  sinM',  M,T,. 

Or  les  deux   angles  infiniment   petits  qui    figurent    au    second 

•  •  i  ,    da     .   ,    dt 

membre    sont   respectivement    équivalents    a    —  et   a  —  ;    on    a 

donc,   en  appelant  A  la  distance  du    point   M7  au  plan  osculateur 
en  M, 

ds  <:h  dz 

(il)  A  =  — 

l) 

De  là  deux  conséquences  :  en  premier  lieu,   le  plan   osculateur 
en  un  point  ordinaire  traverse  la  courbe,  ce  que  nous  savions  déjà, 

Fig.  16. 


de  plus,  la  projection  de  celle-ei  sur  le  plan  mené  par  la  tangente 
perpendiculairement  au  plan  osculateur  est  traversée  par  sa  tan- 
gente au  point  M  ;  ce  point  est  donc  un  point  d'inflexion  de  la 
courbe  projetée  sur  le  plan  rectifiant. 

Plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infiniment  voisines. 
—  lui  second  lieu,  si  l'on  projette  le  segment  TT'  {fig.  i  5)  sur  le 
plan  MM'M,.  en  tenant  compte  de  l'équivalence  des  segments  rec- 
liligncs  MT.  M'T'.  on  voit  immédiatement  que  TT"  est  équivalent 

à  la  distance  du  milieu  I  de  MM  au  plan  osculateur  en  M:  on  a 
donc,  en  appelant  0  la  plus  comte  distance  de  deux  tangentes  infi- 
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niment  voisines,  Sro-,  ou,  d'après  la  formule  (i  i), 

.  „         (/s  1/7  dz 

I   !  )  û~ 

12 

Les  formules  (i  i)  el  (i  2)  sont  dues  à  O.  Bonnet. 

*1\).  Applications.  —  Hélices.  -On  appelle  hélice  une  courbe 
(ldiii  l;i  tangente  fait  un  angle  constant  0  avec  un  axe  fixe;  l'indica- 
trice des  tangentes  se  réduit,  pour  une  telle  courbe,  à  un  petit  cercle 
ayant  pour  pôle  le  point  w  de  la  sphère  (|iii  représente  l'axe  fixe, 
ce  qui  met  en  évidence  une  première  propriété: 

Théorème.  —  Toutes  les  normales  principales  de  l' hélice  sont 

parallèles  à  un  même  plan  perpendiculaire  à  V axe. 

Réciproquement  toute  courbe  dont  la  normale  principale 
reste  parallèle  à  un  plan  fixe  est  une  hélice  dont  V  axe  est  per- 
pendiculaire à  ce  plan. 

En  elle t,  l'indicatrice  des  tangentes  doit  alors  se  réduire  à  un 
cercle  puisque  sa  tangente  reste  parallèle  à  un  plan  lise. 

L'indicatrice  des  binormales  ayant  même  pôle  de  courbure  que 
celle  dès  tangentes  se  réduit  elle-même  à  un  cercle  de  pôle  w  et  de 

rayon  sphérique  —  +  8  ;  réciproquement  si  l'indicatrice  des  binor- 
males est  un  petit  cercle,  celle  des  tangentes  sera  un  petit  cercle 
supplémentaire  du  premier  et  la  courbe  sur  une  hélice,  d'où  cette 
seconde  propriété  : 

Théorème.  —  La.  /anormale  de  V  hélice  fait  un  angle  constant 
avec  l'axe;  réciproquement  toute  courbe  dont  la  binormale 
fait  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe  est  une  hélice. 

Considérons  maintenant  le  cylindre  qui  a  pour  directrice  l'hélice 
el  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Taxe  fixe;  d'après  ce  qui 
précède  le  plan  osculateur  au  point  M  est,  en  ce  point,  normal  au 
cylindre  et  le  plan  rectifiant  de  l'hélice  est  le  plan  tangent  au 
cylindre;  le  point  M  est  donc  un  point  d'inflexion  de  la  courbe 
obtenue  en  projetant  l'hélice  sur  ce  dernier  plan;  l'hélice  se  trans- 
formerait alors,  dans  le  développement  du  cylindre,  en  une  ligne 
dont  tous  les  points  seraient  des  points  d'inflexions,  c'est-à-dire  en 
une  droite. 
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Soit  (  M,)  une  section  droite  du  cylindre  ou,  en  d'autres  termes, 
la  projection  de  l'hélice  (H)  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe; 
l'arc  M,  M',  étant  la  projection  de  MM'  qui  fait  avec  le  plan  de  pro- 
jection un  angle  égal  à  - —  9  on  a,  en  appelants,  .s,,  les  arcs  comptés 
sur  les  deux  courbes  à  partir  de  deux  points  correspondants  \,  A,, 

ds\  =  ds  sin  0. 
d'où,  en  intégrant, 

(  i3)  a'i  =  s  sinO. 

Un  arc  quelconque  de  V hélice  est  donc  proportionnel  à  sa 
projection  sur  le  plan  delà  section,  droite. 
ha  réciproque  est  évidente. 

Courbure  et  torsion  de  V hélice.  —  Considérons  en  général, 
sur  une  courbe  quelconque  (  G)  le  triangle  ABC  formé  par  trois 
points  infiniment  voisins  ayant  tous  trois  pour  limite  un  point  M 
de  la  courbe;  projetons  la  figure  sur  un  plan  faisant  avec  le  plan 
osculateur  en  M  un  angle  !ÎJ  et  avec  la  tangente  en  M  un  angle  o. 
Soint  a.  b,  c  les  angles  que  font  les  trois  côtés  du  triangle  variable 
avec  le  plan  de  projection,  R,R(  les  rayons  des  cercles  circonscrits 
au  triangle  ABC  et  à  sa  projection,  A  l'angle  du  plan  ABC  avec  le 
plan  de  projection;  on  a,  en  comparant  Taire  du  triangle  et  celle 
de  sa  projection, 

cos).        cosacosôcosr 


Passons  a  la  limite,  en  remarquant  que  a.  b,  c  on!  pour  limite 
commune  »■  tandis  que  À  a  pour  limite  5j  ;  il  vient  alors,  en  appelant 
R,  R,  les  rayons  de  courbures  de  la  ligne  (  G)  et  de  sa  projection. 

04)  -*- 


H, 


C'est  la  généralisation  de  la  forme  démontrée  (p.  17)  pour  le 
cas  d'une  courbe  ptane. 

Cette  formule  est  tout  à  fait  générale  et  d'une  application  fré- 
quente; dans  le  cas  particulier  où   la    courbe   (C)   est  une   hélice 

d'angle  0  il  faut  y  faire   £7  et  o  égaux    tous  deux    à  -  —  6   ce    qui 
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donne 

(i5) 

1 

K 

sin'^0 

R.    ' 

{V 


étant  la  courbure  de  la  section  droite  au  point  M. 
Ri 

Pour  déduire  de  La  formule  (i5)  la  valeur  de  la  torsion,  il  suffît  de 
remarquer  que  les  normales  principales  en  des  points  voisins  M,  M' 
étant  parallèles  au  plan  de  la  section  droite,  leur  angle  se  projette  en 
vraie  grandeur  sur  ce  plan  et  mesure  la  courbure  totale  de  l'arc  M ,  Vf,  : 
on  a  donc,  en  appliquant  la  formule  ((3)  du  paragraphe  26, 

ds\         , ,/  i  i 

Hf  =•  *■(!?  + Tï 

ou,  si  l'on  tient  compte  des  relations  (î .'>)  et  (i5), 
sin90        sin48         i 

d'où 

i  sinô  cos6  I 

(16)  ™  =   — [5 ; 

I  nl         I 

d'où  enfin  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  courbure  et  la  torsion  d'une  hélice  sont 
l' une  et  Vautre  proportionnelles  à  la  courbure  de  la  section 
droite,  d'où  il  résulte  que  le  rapport  de  la  courbure  à  la  torsion 
reste  constant. 

Ce  rapport  constant  est  d'ailleurs  égal  à  |  tang  9  J,  d'après  les 
formules  (i5)  et  (16). 

Réciproquement,  supposons  que  le  rapport  des  deux  flexions 
conserve  une  valeur  constante  tout  le  long  d'une  courbe  (G);  le 
rayon  de  courbure  sphérique  de  l'indicatrice  des  tangentes  sera 
également  constant  d'après  la  formule  (4)  (§26)  ;  cette  indicatrice, 
dont  la  développée  sphérique  se  réduit  à  un  point,  sera  un  cercle 
et  la  courbe  sera  une  hélice;  de  là  le  théorème  réciproque  dû  à 
J.  Bertrand. 

Théorème.  —  Toute  courbe  dont  la  courbure  et  la  torsion  sont 
dans  un  rapport  constant  est  une  hélice. 

Hélice  circulaire.  —  Lorsque  le  cylindre  est  de  révolution, 
c'est-à-dire  lorsque  la  section  droite  est  un  cercle  de  centre  O,  la 
normale  principale  se  projetant  suivant  la  normale  à  ce  cercle,  et 
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celle-ci  passant  constamment  par  le  point  O,  rencontre  constam- 
ment l'axe  du  cylindre;  réciproquement  si  les  normales  princi- 
pales d'unecourbe  rencontrent  toutes,  à  angle  droit,  une  droite 
fixe,  la  courbe  est  une  hélice  circulaire;  de  plus  R,  étant  constant 
el  égal  au  rayon  du  cylindre,  r  et  ^  sont  tous  deux  constants 
d'après  les  formules  (i4)  et  (16)  et  nous  obtenons  le  théorème  sui- 
\<ml  : 

Théorème.  —  Dans  l'hélice  circulaire,  la  courbure  et  la  tor- 
sion sont,  l'une  et  l'autre,  constantes. 

Réciproquement,  si  les  deux  ileximis  d'une  ligne  à  double  cour- 
bure sont  Tune  et  l'autre  constantes,  leur  rapport  étant  constant, 
celte  ligne  scia  une  hélice  et  la  formule  (i  5)  donnant  alors  pour  — 

une  valeur  constante,  cette  hélice  appartiendra  à  un  cylindre  de 
révolution;  d'où  le  théorème  suivant,  dû  à  Puiseux  : 

Théorème.  —  Toute  ligne  à  double  courbure  dont  la  cour- 
bure  et  la  torsion  ont  des  valeurs  constantes  est  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  de  révolution. 

Remarque  relative  au  sens  de  la  bînormale.  —  l  ne  courbe 
gauche  peut  être  assimilée  à  une  hélice  circulaire  au  point  de  vue 
de  -a  disposition,  en  un  point  donné,  par  rapport  à  son  plan  oscil- 
lateur: rien  n'empêche  de  remplacer,  à  ce  point  de  vue,  le  plan 
osculateur  au  point  M  par  un  plan  quelconque  contenant  la  nor- 
male principale,  par  exemple,  dans  le  cas  de  l'hélice,  par  le  plan 
de  la  section  droite.  Soient  alors  MX  la  normale  principale.  \l/ 
la  projection  de  la  tangente  sur  le  plan  de  la  section  droite;  imagi- 
nons un  observateur  ayant  les  pieds  au  point  M  et  placé  debout  sur 
l'une  ou  l'autre  face  du  plan  NM/i//'»'.    \-   . 

Si  cet  observateur,  étant  tourné  vers  Je  centre  de  courbure  voit 
à  sa  droite  les  points  de  la  courbe  situés  du  même  côté  que  lui 
par  rapport  au  plan,  l'hélice  aura,  par  la  définition  que  nous  avons 
adoptée,  la  disposition  dextrorsum  (§26);  cherchons  alors  com- 
ment sera  disposée  la  binormale  ;  elle  sera  placée  sur  la  droite  indé- 
finie BBj,  perpendiculaire  au  plan  TMN;  il  suffît  de  projeter  les 
deux  points  B,  l>,  en  h  el  A,,  sur  le  plan  <\e  la  section,  pour  voir 
que,  si  M  se  déplace  dans  la  direction  Ml.  les  déplacements  des  deux 
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(M 


points  h  et  /  seronl  de  naême  sens,  tandis  que  ceu\  de  l>{  et  de  /  de 
sens  contraire.  Il  faut  donc  pour  rester  fidèle  à  la  manière  dont 
nous  axons  défini  la  direction  de  La  bihormale,  choisir  cette  direc- 
tion Ml>,  et  rejeter  MB,  :  d'où  la  règle  suivante  : 

Si  la  courbe  (t,  par  rapport  à  son  plan  oscillateur,  la  dispo- 
sition dextrorsum,  le  trièdre  formé  par  la  tangente,  la  normale 
principale  et   la  binormale,  sera   orienté  de  gauche  à  droite. 

Cette  orientation  est  celle  qu'on  donne  en  général,  en  géométrie 

Fig.    ',-. 


(H) 


(HJ- 


analytique,  au  trièdre  de  référence  des  coordonnées  rectilignes. 
Dans  le  cas  d'une  disposition  sinistrorsum,  le  trièdre  MTNB  serait, 
en  conséquence,  orienté  de  droite  à  gauche. 


30.  Ordre  de  contact  de  deux  courbes  gauches  ou  d'une  courbe 
et  d'une  surface.  —  On  dit  que  deux  lignes  à  double  courbure 
(C),  (Ci)  ont,  en  un  point  donné  M,  un  contact  de  l'ordre  n 
lorsque,  faisant  varier  infiniment  peu  l'une  ou  l'autre,  (Ci)  par 
exemple,  on  peut  faire  en  sorte  qu'elles  aient  en  commun,  outre  le 
point  M,  n  autres  points  M, ,  Mo, . . .,  \ln  infiniment  voisins  de  M.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  les  courbes  (C)  et  (Ci  )  devront  avoir,  au  point  M . 
des  relations  très  précises  que  nous  allons  déterminer.  Soit  C, 
la  courbe  qui  résulte  de  la  déformation  de  (C();  supposons  que 
C,  revienne,  pour  une  déformation  égale  et  contraire,  coïncider 
;i\  ec  (G,)  ;  les  points  M , ,  M2 M«  se  déplaceront  sur  (C)  en  se 
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rapprochant  indéfiniment  de  M;  si  n  =  i ,  la  sécante  MM,  devien- 
dra, à  la  limite,  tangente  à  la  fois  aux  deux  courbes  (C)  et  (C,); 
les  deux  lignes  données  devront  donc  se  toucher  au  point  M,  c'est 
la  condition  a" un  contact  du  premier  ordre. 

Supposons  /^  =  2  le  cercle  circonscrit  au  triangle  MM,M2  aura 
pour  limite,  lorsque  (G'()  redeviendra  la  courbe  G,,  un  cercle 
oscillateur  à  la  (ois  aux  deux  lignes  données;  celles-ci  devront 
donc  avoir,  au  point  M,  même  tangente,  même  direction  de  nor- 
male principale,  même  rayon  de  courbure;  ce  sont  les  conditions 
d' un  contact  du  second  ordre. 

De  même  si  n  =  3  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  M  M ,  M2  M3 

aura  pour  limite,  dans  les  mêmes  conditions,  une  sphère  qui   sera 

osculatrice  à  la  fois  aux  deux  courbes  (C)  et  (C,),  la  distance  du 

centre  de  cette  sphère  au  centre  de   courbure,   qui    a  pour  valeur 

jp 
absolue  T  —z-  (§  27),  aura  donc  même  valeur  pour  les  deux  lignes 

données.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  deux  lignes  ont,  en  un 
point  M,  infiniment  voisin  de  M,  un  contact  du  second  ordre  ; 
d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut  les  deux  rayons  de  courbure  en  M, 
doivent  avoir  la  même  valeur;  on  aura  donc,  en  négligeant  les  infi- 
niment petits  d'ordre  supérieur: 

R  -t-  MM,  —  =  Et,  -j-  MiM,  — -, 

as j  as , 

,.  ■  j.-«     i  dR        «/II, 

ou,  en  tenant  compte  des  conditions  déjà  obtenues,  —j-  =  -z — ;  on 

a  donc  pour  les  conditions  d'un  contact  du  troisième  ordre,  outre 
la  coïncidence  des  tangentes  el  des  normales  principales  : 

R=R„         *       «!,  T  =  T.. 

as         as1 

D'une  manière  tout  à  fait  générale,  il  est  visible  que,  si  le  con- 
tact est  d'ordre  n  au  point  M,  il  est  d'ordre  (/i  —  i)  au  moins  au 
point  M,  infiniment  voisin  de  M  (  '  ).  [On  aura  donc  les  conditions 
cherchées  en  dérivant  par  rapport  à  l'arc  les  conditions  obtenues 
pour  le  contact  d'ordre  (n  —  î).  En  définitive  on  voit  qu'on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant  : 


(')  Cela  revient  à  dire  que,  si  (C  )  et  (C,  )  ont  en  commun  n  points  M,,  M  ,.  . . . 
infiniment  voisins  de  M,  elles  ont  en  commun  (n— i),  points  au  moins  infini- 
ment voisins  de  Mr 
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Théorème.  —  Pour  que  deux  lignes  à  double  courbure  aient, 
en  un  point  donné,  un  contact  d'ordre  />,  il  faut  : 

1"  Qu'elles  aient,  en  ce  point,  même  tangente  et  même  nor- 
male principale  ; 

20  Que  la  courbure  et  ses  n  —  2  premières  dérivées  par  rap- 
port à  l'arc  soient  égales  pour  les  deux  courbes; 

3°  Qu'il  en  soit  de  même  de  la  torsion  et  de  ses  (n  —  3)  pre- 
mières dérivées  par  rapport  à  Varc. 

Contact  cV une  ligne  et  d'une  surface.  -  On  peut  définir  le 
contact  de  l'ordre  n  entre  une  courbe  donnée  (C)  et  une  surface 
donnée  (S)  par  la  condition  qu'une  variation  infiniment  petite 
amène  la  surface  à  être  coupée  par  la  courbe  en  n  points  Ml5 
M2,  .  . .,  M„,  infiniment  voisins  de  M  ;  d'après  cette  définition  une 
ligne  à  double  courbure  a  un  contact  du  second  ordre,  en  un  point 
ordinaire  avec  son  plan  oscillateur  et  du  troisième  ordre  avec  la 
spbère  osculatrice.  Les  conditions  générales  du  contact  dépendent 
des  conditions  dans  lesquelles  varient  les  courbures  et  les  torsions 
des  lignes,  en  nombre  infini,  qu'on  peut  faire  passer  par  le  point  M 
sur  la  surface  S.  Sans  cbercber  à  les  exprimer  généralement, 
remarquons  qu'on  peut  les  obtenir  en  dérivant.  (/?  —  1)  fois,  par 
rapport  à  l'arc  de  la  courbe  S,  celles  qui  expriment  que  la  courbe 
et  la  surface  ont  en  commun  le  point  M. 
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CHAPITRE  VI. 


PROPRIETES  GENERALES  DES  LIGNES 
A   DOUBLE  COURBURE. 


Quelques     propriétés     des     surfaces      réglées  ;     surfaces 
gauches.  —  Surfaces  développables.  —  Enveloppe  d'un 

FLAN    MOBILE    DONT    LA   POSITION    DÉPEND    d'un    PARAMETRE.  

Théorie    des    surfaces    développables.   —   Surfaces    en- 
gendrées   PAR    LA    TANGENTE,    PAR    LA    BINORMALE    OU    PAR    LA 

normale    principale    d  une    courbe    gauche.    courbes 

de  Bertrand.  —  Surface  rectifiante  et  surface  polaire 

D'UNE     LIGNE     A     DOUBLE     COURBURE.     ThÉORIE     DES     DÉVE- 
LOPPÉES. 

31.  Lorsqu'un  point  décrit  une  courbe  (G),  il  entraîne  dans 
son  mouvement  le  trièdre  formé  par  la  tangente,  la  normale  prin- 
cipale et  la  binormale.  Une  théorie  complète  des  lignes  ;i  double 
courbure  comprendrait  l'ensemble  des  relations  qui  existent  entre 
une  telle  ligne  et  les  surfaces  engendrées  par  le  déplacement  des 
trois  arêtes  et  des  trois  faces  de  ce  trièdre.  Nous  nous  contenterons 
d'établir  quelques-unes  des  plus  importantes  de  ces  relations;  il 
nous  faut,  pour  cela,  faire  connaître  d'abord  quelques  propriétés 
des  surfaces  réglées,  c'est-à-dire  des  surfaces  engendrées  par  le 
mouvement  d'une  droite  mobile,  dont  la  position  dépend  d'un 
paramètre. 

Rappelons,  en  premier  lieu,  comment  on  démontre,  pour  une 
surface  quelconque  ('),  l'existence  du  plan   tangent  en  un    point 


(')  Nous  avons  fait  plus  d'une  fois  appel  antérieurement  à  la  notion  de  plan 
tangent;  mais  il  s'agissait  alors  d'un  cylindre  ou  d'un  cùne  et  cette  notion,  dans 
ce  cas  particulier,  se  déduisant  immédiatement  de  celle  de  la  tangente  à  une 
courbe  plane,  nous  avons  pensé  qu'il  était  inutile  d'y  insister. 
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donné.  On  considère  trois  courbes  G4,  C2,  G3  passant  par  ce 
point  M  el  situées  tout  entières  sur  la  surface;  laissant  fixes  G, 
et  Go,  on  fait  varier  les  éléments  de  la  courbe  G;J  d'une  manière 
continue,  de  telle  sorte  qu'elle  reste  constamment  sur  la  surface  el 
se  transforme  en  une  courbe  G'3,  coupant  G(  el  G2  en  des  points  M( , 
M-,  ;  si,  par  une  variation  ellectuée  en  sens  inverse,  on  ramène  la 
courbe  C3  dans  sa  position  initiale  G3,  en  la  faisant  repasser  par  la 
même  suite  d'états  intermédiaires,  les  côtés  du  triangle  M,M2M 
ne  cesseront  pas  d'être  dans  un  même  plan  et  comme  ils  ont  pour 
limite,  sauf  pour  des  positions  exceptionnelles  de  M,  les  tangentes 
en  ce  point  aux  trois  courbes  Gt,  G2,  G3,  on  en  conclut  que  les 
1  alimentes  à  trois  courbes  quelconques  passant  par  le  point  M  sont 
situées  dans  un  même  plan  qui  est,  par  définition,  le  plan  tan- 
cent en  M;  la  normale  à  la  surface  est  la  perpendiculaire  au  plan 
tangent. 

Surfaces  gauches.  — ■  Considérons  maintenant  (fig-  4^)  'a 
surface  engendrée  par  une  droite  mobile  ;  [soient  G,  G'  deux  posi- 
tions de  la  génératrice  correspondant  à  deux  valeurs  t,  t'  du  para- 
mètre dont  dépend  la  position  de  la  droite,  M,  M' leurs  traces  sur  un 
plan  P  perpendiculaire  à  G,  M' H  la  projection  de  jG'  sur  ce  plan  ; 
abaissons  de  [M  une  perpendiculaire  M  H  sur  cette  projection  et 
soit  K  le  point  de  G'  qui  se  projette  au  point  H  ;  menons  enfin  par 
ce  point  K.  une  parallèle  à  HM  et  soit  L  le  'point  'ou  elle  coupe  la 
génératrice  G.  La  droite  LK.  est  la  perpendiculaire  commune  à  G 
et  G';  sa  longueur  S  mesure  la  plus  courte  distance  entre  ces  deux 
génératrices  qui  font  entre  elles  un  angle  égal  à  K  et  les  deux 
triangles  rectangles  en  H,  HM  M',  H  K.  M'  nous  donnent  les  égalités 

M' H  =  KHtangK  =  MH  tangHMM'. 

Supposons  maintenant  que  G'  se  rapproche  indéfiniment  de  G; 
la  différence  t' —  t  tend  vers  o  et  peut  être  prise  pour  infiniment 
petit  principal;  l'angle  K.  est  alors  un  infiniment  petit  du  premier 

ordre,  §3  (');  la  distance  0  étant  infiniment  petite  le  rapport  —  tend 

vers  une  limite  m  ;  enfin  le  point  L  qui  est,  sur  G,  le  pied  de  la  per- 

(')  On  laisse  de  côté  le  cas  des  cylindres,  pour  lesquels  k  est  constamment  nul. 
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pendiculaire  commune,  tend  vers  un  point  limite  O;  c'est  le  point 
central  de  la  génératrice  G. 

Ceci  posé,  si  nous  désignons  par  h  la  distance  du  point  M  au 
point  central,  par  <p  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  en  M  avec  la 
position  limite  du  plan  HMG,  légalité  précédente  devient,  en 
passant  à  la  limite  : 

(i)  tango  =  mh. 

Supposons  d'abord  que  o  soit  du  premier  ordre;  le  coefficient ttj 
n'est  ni  nul  ni  infini,  le  plan  tangent  tourne  donc  autour  de  la 
génératrice  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  sur  cette  droite; 
de  là  le  nom  de  surface  gauche  donné,  dans  ce  cas,  à  la  surface 
réglée;  la  formule  (i)  nous  donne  le  théorème  suivant  : 

Théorème. —  Tout  plan  passant  par  une  génératrice  d'une 
surface  gauche  touche  cette  surface  en  un  point  dont  la  dis- 
tance au  point  cent/ai  est  proportionnelle  à  la  tangente  de 
l'angle  que  ce  plan  fait  avec  un  plan  tangent  fixe. 

L'angle  a>  s'annulant  avec  A,  ce  plan  fixe  n'est  autre  que  le  plan 
tangent  au  point  central  O:  ^  s'appelle  le  coefficient  de  distri- 
bution des  plans  tangents. 

Il  résulte  de  la  formule  (i)  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  plans  tangents,  menés  par  la  génératrice  G,  est  égal  au  rap- 
port anharmonique  des  quatre  points  de  contact;  ce  qui  n'est 
qu'une  autre  manière  d'énoncer  le  théorème  de  Chasles.  Remar- 
quons encore  que,  d'après  cette  même  formule,  les  valeurs  h,  ht. 
correspondant  à  deux  plans  tangents  rectangulaires,  sont  liées  par 

la  relation  symétrique 

t^2  h  Ji{  —  i  =  o. 

Nous  dirons  que  deux  points  sont  réciproques  sur  une  génératrice 
lorsque  les  plans  tangents  en  ces  points  seront  rectangulaires,  et 
l'égalité  ci-dessus  exprime  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  deux  divisions  engendrées  su/-  une  géné- 
ratrice par  deux  points  réciproques  sont  en  involution,  et  le 
centre  de  l'involution  coïncide  avec  le  point  central. 

Cette  propriété  justifie  le  nom  de  point  central  que  nous  avons 
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donné  au  point  O.  Lorsqu'on  passe  de  La  génératrice  G  à  une  autre 
génératrice  G',  le  point  central  décrit  une  courbe  00'  {fig?  48) 
qu'on  appelle  la  ligne  de  striction  de  la  surface. 

Fig.    j8. 


Surfaces  conjuguées.  —  La  perpendiculaire  KL,  lorsque  G'  se 
rapproche  indéfiniment  de  <  î,  tend  vers  une  droite  limite  passant 
en  O  et  perpendiculaire  en  ce  point  à  G.  11  faut  bien  remarquer 
que  cette  droite  limite  Y  n'est  pas,  en  général,  tangente  à  la  ligne 
de  striction:  cette  circonstance  ne  pourrait  se  présenter  que  si  KO' 
et  LO  étaient  infiniment  petits  par  rapport  à  (t' —  t),  ce  qui  n'a  pas 
lieu  en  général.  La  droite  T  engendre,  quand  t  varie,  une  surface 
réglée  S(.  Il  est  évident  que  la  surface  proposée  S  peut  être  défi- 
nie à  l'aide  de  S,  exactement  comme  S,  est  définie  à  l'aide  de  S. 
Ces  deux  surfaces  réglées  sont  dites  réciproques  ou  conjuguées  ; 
elles  ont  même  ligne  de  striction  et  se  touchent  en  tous  les  points 
de  cette  ligne  commune  ('). 

Nous  terminerons  cette  étude  sommaire  en  donnant  un  autre 
énoncé  du  théorème  relatif  à  la  distribution  des  normales  le  long 
d'une  génératrice  donnée.  Soient  G  cette  génératrice  {fig-  49)>  O  le 


(  '  )  Ce  raisonnement  ne  s'applique  plus  si  la  direction  limite  de  00'  (ou  de  LK  ) 
coïncide  avec  celle  de  la  génératrice  (G).  La  surface  (S)  est  alors  formée  des 
tangentes  à  sa  ligne  de  striction,  et  la  surface  conjuguée  S,  est  engendrée 
par  les  binormales  de  cette  même  ligne.  (Voir  §  33:  Surfaces  développables, 
note,  p.  i  io.) 
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point  central.  Sur  la  normale  au  point  O,  prenons  un  point  quel- 
conque \,  et  menons  par  ce  point,  perpendiculairement  à  OA,  la 
droite  D  qui  fait  un  angle  a  avec  G;  cette  droite  est  bien  déter- 
minée; je  dis  que,  en  choisissant  convenablement  l'angle  a,  on 
peut  faire  en  sorte  qu'elle  rencontre  toutes  les  normales  relatives 
aux  différents  points  de  G. 

Soient,  en  effet,  M  l'un  de  ces  points,  situé  à  une  distance  h  du 
point  central;  M,  le  point  où  D  rencontre  le  plan  mené  au  point  M 


Fil 


ri- 


perpendiculairement  à  la  génératrice  G;  V  la  projection  de  M,  sur 
un  plan  parallèle  à  celui-ci  mené  par  le  point  central.  Nous  aurons 
comme  pour  la  ligure  précédente 

A^  P  =  /i  =  OAtangPOAcota: 
MM,  sera  la  normale  au  point  M  si  l'on  a 


tangPOA  =  mh, 
c'est-à-dire  si  l'angle  a  satisfait  à  la  condition 


(a) 


tanga  =  crOA. 


Si  l'on  détermine  ainsi  la  droite  D,  les  normales  considérées 
rencontreront  constamment  deux  droites  fixes;  elles  sont  d'ailleurs 
toutes  parallèles  à  un  même  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  (  •  : 
on  peut  donc  énoncer  la  loi  de  distribution  des  plans  tangents  sous 
la  forme  suivante  : 
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Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  des  normales  menées  à  une 
surface  gauche  par  les  différents  points  d'une  même  généni- 
irice  est  un  parabololde  hyperbolique  équilatère. 

Remarquons  enfin  que,  d'après  la  formule  (a),  deux  points  d'une 
même  génératrice,  pour  lesquels  les  plans  tangents  sont  rectangu- 
laires, soni  toujours  situés  de  pari  et  d'autre  du  point  central. 

32.  Surfaces  développables.  —  Lorsque  la  plus  courte  distance  o 
n  est  pas  du  premier  ordre,  mais  est  infiniment  petite  par  rapport;» 
l'angle  K  des  deux  génératrices  G,  G'  infiniment  voisines,  la  sur- 
face réglée  prend  le  nom  de  surface  développable.  On  a,  dans 
tous  les  cas  (Jig-  48),  en  appelant  o  la  dislance  du  point  (  )  à  La  géné- 
ratrice G', 

o  =V4K*+  ÔT/tang*  K  =  OO'sinOO'K; 

o  ne  peut  donc  être  d'un  ordre  supérieur  au  premier  que  si  GO'  est 

au  moins  du  deuxième  ordre  ou  si  l'angle  kO'O  est  infiniment 
petit.  Supposons  d'abord  que  OO'  soit  constamment  infiniment 
petit  par  rapport  à  l'accroissemenl  t' — t  de  paramétre;  les  coor- 
données du  point  central,  qui  sont  des  fonctions  de  t  se  rédui- 
raient à  des  constantes  et,  le  point  O  étant  immobile,  les  géné- 
ratrices G  passant   par   un  point  fixe,   la   surface  serait  un   cône. 

Laissant  de  coté  ce  cas  particulier,  supposons  que  l'angle  KO'O  ait 
pour  limite  zéro:  la  direction  limite  de  OO'  coïncide  alors  avec  G  ; 
cette  génératrice  est  donc,  au  point  O,  tangente  à  la  ligne  de  stric- 
tion. On  peut  donc  définir  une  surface  développable  comme  étant 
le  lieu  géométrique  des  tangentes  à  une  courbe  gauche. 

Le  plan  tangent  en  un  point  M  situé  à  une  distance  h  du  point 
central  est  encore  déterminé  par  la  formule   (i)  qui   se    réduit  ici 

à  ©  =  -  >  le  coefficient  m  étant  infini.  Le  plan    tangent  est   donc   le 

même  en  tous  les  points  L  de  G;  il  est  perpendiculaire  au  plan 
limite  vers  lequel  tend  le  plan  variable  GLk  (fig.  f8)  lorsque  t' —  t 
tend  vers  o.  Comme  la  droite  L  K  devient  à  ta  limite  la  binor- 
m aie  à  la  ligne  de  striction,  ce  plan  limite  coïncide  avec  le  plan 
rectifiant  de  cette  ligne;  et  le  plan  tangent,  qui  lui  est   perpendi- 
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culaire,  n'est  autre  chose  que  le  plan  oscillateur  de  la  ligne  de 
striction,  qui  prend  alors  le  nom.d'àréte  de  rebroussement  ;  d'où 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — Le  plan  tangent  à  une  surface  développable 
reste  invariable  quand  le  point  de  contact  décrit  une  généra- 
trice de  la  surface,  et  coïncide  avec  le  plan  oscillateur  de  V  arête 
de  rebroussement. 

Remarque:  —  Nous  avons  vu  (§  28)  que  la  plus  courte  distance 
entre  deux  tangentes  infiniment  voisines  d'une  ligne  à  double 
courbure  est  toujours  au  moins  du  troisième  ordre.  Si  donc  une 
droite  se  déplace  d'une  manière  continue,  la  plus  courte  distance 
entre  deux  positions  consécutives  ne  pourra  jamais  être  du  second 
ordre  ;  si  elle  n'est  pas  du  premier  ordre,  elle  doit  être  au  moins 
du  troisième  et  la  droite  reste  alors  tangente  à  une  courbe.  Ce 
théorème  est  du  à  Bouquet. 

Enveloppe  d'un  plan  mobile.  —  Considérons  un  plan  mobile 
dont  la  position  dépend  d'un  paramètre;  soient  P,  P'  deux  posi- 
tions du  plan,  correspondant  aux  valeurs  t,  t'  du  paramètre  ;  je  dis 
que  si  t'  tend  vers  t  la  droite  d'intersection  (P,  P' )  de  ces  deux 
plans  tend  vers  une  droite  G,  bien  déterminée,  du  plan  P  (  ■  ).  Soient 
en  effet  D  la  trace  du  plan  mobile  sur  un  plan  fixe  Q,  T  la  trace  de 
la  droite  (  P,  P'  )  sur  ce  même  plan;  lorsque  /  \arie,  D  enveloppe 
une  courbe  (C)  et,  si  /  —  /  tend  vers  o,  Ta  pour  limite  le  pointde 
contact  M;  la  trace  de  la  droite  (  P,  P'  )  sur  un  plan  quelconque 
tend  donc  vers  un  poinl  limite  parfaitement  déterminé,  ce  qui 
suffit  à  la  démonstration. 

La  droite  limite  s'appelle  la  caractéristique  du  plan  mobile  P. 
Lorsque  t  varie,  eetle  caractéristique  engendre  une  surface  réglée  ; 
le  plan  P  contient  d'ailleurs  la  tangente  à  la  courbe  C  intersection 
de  cette  surface  par  le  plan  Q;  il  est  donc  tangent  en  M  à  la  surface  ; 
celle-ci,  ayant  même  plan  tangent  en  tous  les  points  d'une  même 
génératrice,  n'est  pas  une  surface  gauche;  elle  est  donc  dévelop- 
pable  :  c'est  /' enveloppe  du  plan  mobile  P.  Le  point  central  de 


(')  Cetle  affirmation  ne  pourrait  cesser  d'être  exacte  que  pour  certaines  valeurs 
exceptionnelles  du  paramètre  /. 
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la  caractère  tique  se  nomme  le  poinl  de  rebroussement,  le  lieu  des 
points  de  rebroussement,  quand  /  varie,  autrement  dit  la  ligne 
de  striction  de  la  surface,  est  ce  qu'on  appelle  X arête  de  rebrous- 
sement  {voir  la  note,  p.  101). 

Remarque.  —  Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que, 
si  le  plan  mobile  reste  tangent  à  une  courbe,  sa  caractéristique 
passe  par  le  point  de  contact.  On  voit  aussi  que  la  tangente  en  un 
point  variable  d'une  ligne  à  double  courbure  coïncide  avec  la 
caractéristique  du  plan  osculateur. 

Propriétés  des  lignes  tracées  sur  une  surface  dêveloppable. 
—  Soit  AMM'  (fig.  5o)  l'arête  de  rebroussement;  pour  déterminer 
un  point  M,  de  la  surface,  il  suffit  de  connaître  le  point  central  M 
de  la  génératrice  qui  passe  en  ce  point  M,  et  le  vecteur  MM,.  En 
d'autres  termes  il  suffit  de  connaître  l'arc  AM  =  s  compté  à  partir 
à\u\  point  (ixe  A  et  la  valeur  algébrique  /  du  vecteur  MM,.  Pour 

Fig.  5o. 


que  M,  décrive  une  courbe  (  G|  )  il  suffit  que  /  soit  une  fonction 
déterminée  de  s,  l  =f(s).  Soit  i  l'angle  sous  lequel  la  courbe  (Ci) 
coupe  la  génératrice  MM,  ;  projetons  la  figure  sur  un  plan  paral- 
lèle aux  deux  génératrices  infiniment  voisines  MM,,  M'M't.  Nous 
aurons  d'abord,  en  appelant  d?  l'angle  de  contingence  de  l'arête, 
ds,  l'arc  M' M',  et  appliquant  le  théorème  relatif  à  la  variation  de 
longueur  d'un  segment  rectiligne  : 

(  3  )  dl  =  —  ds  -t-  dsy  cos  i, 

(4)  /  th  =  ds\  sin  i. 

Soient  ensuite  mm',  m{m\  les  indicatrices  sphériques  des  tan- 
gentes pour  l'arête  de  rebroussement  et  pour  la  courbe  (C,)(Jig.  5i). 
Le  plan  du  grand  cercle  mm{  est  parallèle  au  plan  tangent  en  M,  et 
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par  suile  au  plan  oscillateur  de  l'arête  ;  ce  grand  cercle  est  donc 
langent  en  m  à  l'indicatrice  mm'  \  de  même  le  grand  cercle  m' m\ 
louche  cette  indicatrice  au  point  m'  ;  nous  aurons  donc,  en  appli- 
quant le  théorème  relatif  à   la  variation  d'un  segment  de  grand 

Fig.  :,.. 


cercle,  et  remarquant  que  l'arc  mm{  mesure  l'angle  i  : 

<  j  I  di  =  dnx  ces  S  —  da. 

(h,  étant  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  (C,  |,  S  l'angle  que 
fait  son  plan  oscillateur  avec  le  plan  tangent  en  M, . 

Les  formules  (3)  (4)  (5)  peuvent  être  mises  sur  la  forme 


(6)  £ -y/W)'-*  £  =  *.>, 

(7)  COU  =  -^j— r[i -+-/'(*)], 

cosS'  \      I  di         i  \ 

,,s)  -r7  =^T»U^hJ' 

I\  et  R,  étant  les  rayons  de  courbure  de  l'arête  et  de  la  courbe  Cf. 
Décrivons  du  point  K  comme  pôle  l'arc  de  petil  cercle  m\u. 
Cet  arc  sous-tend  un  angle  égal  à  l'angle  de  torsion  de  l'arête  dans 
un  cercle  de  rayon  sin/et  le  triangle  mu,  m\  donne  alors  la  rela- 
tion 

di  sint  =  rfaj  sin  S. 
d'où  Ion  déduit 

i    \  I    ••?(*)■    c. 

(  «.»  )  ™  sin«  =  -i-r-— sin.r. 

I  K| 

Des  formules  (6),  (j),  (<S)  et  (9)  on  pourra  déduire   toutes   les 
propriétés  de  la  courbe  C,. 
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Remarque.  —  La  quantité  — —  dont  la  valeur  nous  est  donnée 

par  L'équation  (8)  est  évidemment  [§  2t),  form.  (il)]  la  courbure 
de  la  projection  de  la  courbe  (G|)  sur  le  plan  tangent  en  M,  à  la 
surface.  On  lui  donne  à  cause  de  cela  le  nom  de  courbure  tan- 
gentielle  de  la  ligne  G,  au  point  M,.  Nous  verrons  plus  loin  pour 
quelle  raison  on  la  désigne  aussi  sous  le  nom  de  courbure  géodé- 
sique,  plus  généralement  usité. 

Développement  de  la  sur/ace.  —  La  surface,  lieu  des  tangentes 
à  une  ligne  courbe,  peut  être  appliquée  sur  un  plan  avec  conser- 
vation des  longueurs  d'arc  et  c'est  à  cette  propriété  qu'elle  doil  le 
nom  de  sur/ace  développable.  Pour  démontrer  cette  propriété, 
et  la  définir  en  même  temps  avec  plus  de  précision,  nous  démon- 
trerons d'abord  :  qu'on  peut  construire  une  ligne  plane  et  une 
seule  pour  laquelle  la  courbure  soit  une  fonction  donnée  de 
l'arc. 

Soient,  en  ellet,  une  courbe  plane  répondant  à  la  question. 
a  l'angle  que  fait  avec  l'axe  OX  la  tangente  à  l'extrémité  de  l'arc  s 
de  cette  courbe  ;  la  courbure  étant  la  dérivée  de  a  par  rapport  à  .s,  la 
condition  donnée  fait  connaître  cet  angle  en  fonction  de  s  par  une 

équation  de  forme  : 

x  =  a04-  Xi  s), 

,  ,      .  dx  dy 

a0    étant    une    constante  ;    les    relations  —r-  =  eos  x.   -f-  =  sin  a 

ds  ds 

donnent    ensuite,    par    des    quadratures,    les    coordonnées    d'un 

point  m  en  fonction  du  paramètre  s  par  des  équations  analogues, 

savoir 

a?  =  a?o-+-/(s),        y  =jk«-+- ©(s). 

Le  problème  admet  donc  une  solution,  et  cette  solution  est 
unique,  car  il  est  évident  que  les  constantes  x0,  y0,  a0  qui  carac- 
térisent chaque  solution  particulière  ne  peuvent  servir  qu'à  fixer, 
dans  le  plan,  la  position  de  la  courbe  (G),  et  n'ont  aucune  in- 
fluence sur  la  forme  et  les  dimensions  de  cette  courbe. 

Ceci  posé,  revenons  à  la  surface  S,  Heu  des  tangentes  à  une 
ligne  (C)  ;  si  nous  appelons  s  l'arc  de  cette  ligne  (C)  compté  à 
partir  d'une  origine  fixe  A,  la  courbure  à  l'extrémité  M  de  l'are  s 
est  une  fonction  donnée  de  cet  arc  ;    nous   pouvons,   d'après   le 


io8 
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lemme  précédent,  construire,  dans  un  plan  P  {fig.  52),  une  ligne 
définie  par  la  même  loi  de  courbure.  Les  deux  courbes  (c)  et  (C) 
se  correspondent  point  par  point  de  telle  sorte  que  les  courbures 
en  deux  points  correspondants  soient  égales,  ainsi  que  les  longueurs 
des  arcs  correspondants.  Soient  maintenant  M)  un  point  quelconque 
de  la  surface  (S,  )  {fig.  5o),  M  le  point  correspondant  de  l'arête  de 
rebroussement,  m  le  point  homologue  de  M  sur  la  courbe  (cV. 
Prenons  pour  homologue  du  point  M,  de  la  surface  le  point  m,  du 
plan,  obtenu  en  portant  sur  la  tangente  en  m  à  la  courbe  (c)  un  vec- 
teur />?/>/,    égal,  en  grandeur  et  en  signe,   au   vecteur  MMt.  La 


l'i: 


surface  et  le  plan  se  correspondent  alors  point  par  point,  de  telle 
sorte  que  les  quantités  .s\  — ,  /  aient  les  mêmes  valeurs,  sur  la  sur- 
face et  sur  le  plan  pour  deux  points  homologues  quelconques  ;  des 
formules  (6), (7)  et(8)  où  ne  figurent  que  ces  trois  quantités  et  leurs 
dérivées  par  rapport  à  s,  on  déduit,  pour  ces  deux  courbes,  les  mêmes 

valeurs  de  — ^->  tang.jf,  — n —  On  en  conclut  d'abord  que  la  transfor- 
ds  R  1 

malion  conserve  les  longueurs  d'arcs  ;  elle  conserve  également  les 
angles,  car  si  deux  courbes  qui  se  croisent  au  point  M,  de  la  surface 
forment  des  angles  /et  j  avec  la  génératrice  qui  passe  au  point  ÎM  , , 
les  deux  courbes  homologues  qui  se  croisent  au  point  />?,  forment 
avec  la  transformée  de  cette  génératrice  les  mêmes  angles  /et  /  ;  la 
différence  i  —  /  est  donc  la  même  dans  le  plan  et  sur  la  surface  el 
l'on  en  conclut  que  deux  lignes  quelconques  de  celles-ci  se  cou- 
pent sous  le  même  angle  que  les  lignes  homologues  du  plan  ('). 


(')  Cette  propriété  découle  d'ailleurs  de  la  précédente:  il  e>t  bien  évident  que 
toute  transformation  d'une  surface,  qui  conserve  les  longueurs  d'arcs,  conserve, 
par  cela  même,  les  angles. 
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Enfin  cette  transformation  conserve  également  la  courbure  tan- 
gentielle     /  ;  le  plan  oscillateur,  dans  le  cas  d'une  courbe  plane, 

se  confondant  en  chaque  point  avec  le  plan  même  de  cette  courbe, 
cos  2f  devient  égal  à  i ,  et  la  courbure  tangentielle  ne  diffère  pas  de 
la  courbure  propre  ;  on  a  donc,  en  désignant  par  /-,  le  rayon  <\c 
courbure  <!••  La  ligne  transformée, 

COSÏ  1 

d'où  le  nom  de  courbure  de  développement  qu'on  donne  quel- 
quefois à  la  courbure  tangentielle. 

Remarque.  —  La  transformation  de  la  surface  en  un  plan  peut 
être  réalisée  par  une  déformation  continue  ;  il  suffit  pour  cela 
de  détordre  l'arête  de  rebrou ssement  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne 
plane,  en  laissant  invariables  la  longueur  d'arc  comprise  entre 
deux  points  quelconques  ainsi  que  la  courbure  en  chaque  point. 
Cette  déformation  continue  constitue  ce  qu'on  appelle  le  dévelop- 
pement de  la  surface  S. 

Lignes  géodésiques.  —  On  appelle  ligne  géodésique  d'une 
surface  développable  une  ligne  dont  la  courbure  tangentielle  est 
nulle  en  ebaque  point;  une  telle  ligne,  d'après  la  formule  (10),  se 
transforme  en  une  droite  lorsqu'on  applique  la  surface  sur  un  plan, 
et  jouit  par  conséquent  des  propriétés  suivantes  :  elle  mesure  sur 
la  surface  la  plus  courte  distance  d'un  point  à  un  autre;  on  peut, 
par  deux  points  de  In  surface,  faire  passer  une  ligne  géodésique  et 
une  seule;  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  admet  en  chacun  de 
ses  points  une  Jigne  géodésique  tangente  ;  l'angle  formé  par  les 
deux  lignes  géodésiques  tangentes  aux  deux  extrémités  d'un  arc 
est  égal  à  l'angle  des  deux  tangentes  rectilignes  menées  aux  extré- 
mités de  l'arc  transformé  ;  la  courbure  tangentielle  en  un  point 
d'une  ligne  quelconque  est  donc  égale  à  l'angle  formé  par  les  deux 
lignes  géodésiques  tangentes  menées  aux  extrémités  de  cet  arc, 
divisé  par  la  longueur  de  l'arc  ;  envisagée  à  ce  point  de  vue,  la 
courbure  tangentielle  prend  le  nom  de  courbure  géodésique. 

33.   Nous  avons,    maintenant,   à  faire  l'application  des  résultats 
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qui  précèdent  aux  surfaces  réglées  engendrées  par  les  arêtes  ou 
enveloppées  par  les  faces  du  trièdre  trirectangle  que  forment  la 
tangente,  la  binormale,  et  la  normale  principale  d'une  ligne  à 
double  courbure  quelconque  ;  une  telle  ligne  peut  être  considérée 
comme  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppée  par  son 
plan  oscillateur  au  point  mobile  M,  la  tangente  MT  étant  la  carac- 
téristique du  plan  oscillateur,  et  ce  point  M  le  point  de  rebrousse- 
ment. La  plus  courte  distance  entre  deux  binormales  infiniment 
voisines  est  égale  à  l'arc  MM'=  ds  de  la  courbe  donnée;  l'angle  de 
ces  deux  binormales  est  égal  à  l'angle  de  torsion  ;  le  coefficient  de 
distribution  des  plans   tangents  est  donc,   pour  la  surface  gauche 

des  binormales,  égal  à  la  torsion  =,  ;  le  point  M  étant  évidemment 

le  point  central,  la  courbe  donnée  est  la  ligne  de  striction  com- 
mune à  la  surface  développable  décrite  par  la  tangente  et  à  la 
surface  gauche  des  binormales  ;  ces  deux  surfaces  sont  donc  con- 
juguées. Il  est  à  remarquer  qu'elles  semblent  se  couper  à  angle 
droit  tout  le  long  de  la  ligne  de  striction  commune,  au  lieu  de 
se  toucher  comme  le  font  en  général  deux  surfaces  réglées  conju- 
guées ('). 

Surface  rectifiante.  —  Le  plan  rectifiant  contenant  la  tangente 
MT,  sa  caractéristique,  ou  droite  rectifiante,  passe  parle  point  M; 
nous  avons  vu  qu'elle  fait  avec  le  plan  osculateur  un  angle  9  dont 

T 

la  tangente  est  égale  à  — >  ce  qui  la  détermine  complètement  ;  nous 

ne  nous  arrêterons  pas  à  déterminer  le  point  de  rebroussement  ; 
nous  remarquerons  seulement  que,  le  plan  rectifiant  étant  per- 
pendiculaire au  plan  oscillateur  au  point  M,,  la  courbe  donnée  est 
une  ligne  géodésique  de  la  surface  rectifiante  et  se  transforme  par 
conséquent  en  une  droite  lorsqu'on  applique  cette  surface  sur  un 
plan,  d'où  les  noms  de  plan  rectifiant  et  de  sur/ace  rectifiante. 

Surface  gauche  des  normales  principales.  —  Soient  MO, 
M'O'  deux  normales   principales    infiniment  voisines  {fig.   53), 


(')  Cette  anomalie  n'est  qu'apparente;  elle  disparait  si  l'on  remarque  que  tout 
point  de  l'arête  de  rebroussement  est  un  point  singulier,  où  le  plan  tangent  est 
indéterminé. 
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LIGNES    A    DOURLK    COURBURK. 


(),  <  )'  le>  points  centraux,  K  le  centre  de  courbure  au  point  M;  M'k 
peut  être  considéré  comme  la  projection  de  M'O'  sur  le  plan  oscu- 
lateur  en  M;  si  l'on  abaisse  O'H  perpendiculaire  sur  cette  droite 
M' K  et  qu'on  joigne  OH,  le  triangle  OO'H  est  rectangle  en  H  ; 
l'angle  O'OH  de  ce  triangle  a  pour  limite  l'angle  9  que  fait  la 
droite  rectifiante  avec  le  plan  oscillateur;  car  les  plans  rectifiants 
en  M,  M'  sont  perpendiculaires,  l'un  à  MO,  l'autre  à  M'O';  enfin 
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les  angles  M  RM',  O'M'H  sont  équivalents  aux  angles  de  contin- 
gence et  de  torsion  cfa,  d~z  de  lare  MM'.  On  a  alors  dans  les 
triangles  O'M'H.  OO'H,  OHR  : 

O'H  ~  M'O'A  ~MOrfx, 
O'H  ~  OH  tangO,         OH  ~  OK  rfer. 


On  en  déduit  d'abord  en  passant  aux  limites  : 


d'où 
(n) 


MO        ds 

tttt  =  -s-  tangO  =  tan» 2fl,  tanj 

OK        ar.         ° 


MO  =  Rsin2G,         OK  =  Rcos26,         taugG  =  —  . 

K 


Ou  a  aussi,  d'après  la  formule  (6)  (§  26),  dto  étant  l'angle  de  deux 
normales  principales  infiniment  voisines 


ds 


/du>y         i  i 

\lh)   =  TÏ^RÏ         d°U  ds'     -Tcos6 

On  a  ensuite  le  coefficient  de   distribution  des  plans  tangents 
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en  observant  que  le  plan  tangent  en  M  coïncide  avec  le  plan  oscil- 
lateur de  la  courbe  (C).  On  a  donc,  en  appliquant  la  formule  (i)  : 

tanirO         tane6  i  i 


MO  Rsin2fl        RsinOcosU        Tcos26 

On  en  déduit,  pour  la  plus  courte  distance  00', 

(ij)  00' ~  —  ~    ,/h  ,  T  cos-M)  ~  ds  cosft. 

m  1  coso 

Courbes  de  Bertrand.  —  Les  formules  (n),  (12),  (i3),  (14) 
traduisent  évidemment  toutes  les  relations  qui  peuvent  exister 
entre  la  ligne  à  double  courbure  la  plus  générale  et  la  surface 
gauche  formée  par  les  normales  principales.  Comme  application, 
proposons-nous  de  déterminer  une  courbe  (G)  telle  que  ses  nor- 
males principales  soient  également  les  normales  principales  d'une 
seconde  courbe  (G,). 

Observons  d'abord  que  le  segment  MM,  de  normale  commune 
compris  entre  deux  points  correspondants  de(C)  et  de  (C,)  doit  avoir 
une  longueur  constante;  soit  /  cette  longueur.  En  second  lieu,  si 
l'on  considère,  pour  chacune  de  ces  deux  courbes,  l'indicatrice  des 
tangentes,  ces  deux  courbes  sphériques  ont  leurs  tangentes  paral- 
lèles aux  deux  points  m,  /;?,  qui  correspondent  à  M  et  à  M,  ;  les 
rayons  o/«,  ojïi{  de  la  sphère  étant  tous  deux  perpendiculaires  à 
la  direction  commune  de  ces  deux  tangentes,  le  grand  cercle  mm{ 
est  normal  à  l'une  et  à  l'autre  des  deux  indicatrices;  il  a  donc  une 
longueur  constante  et  l'angle  i  mesuré  par  l'arc  m  m,  est  lui-même 
constant.  On  a  donc,  tout  d'abord,  les  deux  propriétés  suivantes: 

i°  La  distance  MM|  de  deux  points  correspondants  ;i  une 
longueur  l  constante. 

20  L'angle  formé  par  les  tangentes  aux  deux  courbes,  en  deux 
points  correspondants,  a  une  valeur  constante  /. 

Considérons  alors  la  surface  engendrée  par  la  normale  princi- 
pale commune  MM,  ;  l'angle  i  est  égal  à  l'angle  des  deux  plans 
tangents  à  cette  surface  aux  deux  points  M,  M,  ;  si  O  est  le  point 
central  et  m  le  coefficient  de  distribution  des  plans  tangents,  on  a, 
en  appliquant  la  formule  (1)  à  ces  deux  points  M  et  M,, 

isMO  —  TnAI,0  ttt/ 


tanj 


73» MO  M,  O         i  +  w'MO(/-H(i) 


CHAPITRK    VI.    —    LIGNES    A    DOUBLE   COURBURE.  Il3 

relation  où  ne  figurent  |>l us  que  les  éléments  «le  la  courbe  (c)  ;  si 
l'on  réduit  coite  formule  en  remplaçant  MO  el  m  par  leurs  valeurs 
(i  i)  fi  (  i3  ),  il  vient 


tangj     - 


T 

7 

r 


ce  (jui  peu!  s  écrire 

(i5) 

d'où  ce  théorème  : 


COSl  SINf  S1I1J 

~TT        ~T~        ~T 


Théorème.  —  Pour  que  les  normales  principales  d'une  courbe 
(C)  soient  en  même  temps  normales  à  une  seconde  courbe  (C|) 
il  faut  que  sa  courbure  et  sa  torsion  vérifient  une  relation 
linéaire  (  Bertrand). 

On  peut  démontrer  que  celte  condition  est  suffisante  (voir 
1\  Serret,  Théorie  des  lignes  à  double  courbure,  p.  i  i  i).  Re- 
marquons  seulement  que  les  hélices  sont  un  cas  particulier  des 
courbes  de  Bertrand,  puisque  le  rapport  de  leurs  courbures  est 
constant;  on  a  alors  i  =  o.  Si  l'on  considère  en  particulier  l'hélice 
circulaire  pour  laquelle  R  et  T  sont  des  constantes,  il  est  évident 
que  les  normales  principales  sont  normales  principales  d'une  infi- 
nité d'hélices  de  même  axe  ;  la  surface  formée  par  ces  normales 
s'appelle  /.'hélicoïde  gauche.  Réciproquement  : 

Théorème.  —  Si  les  normales  principales  d'une  courbe  (C) 
sont  en  même  temps  normales  principales  de  deux  autres  cour- 
bes (C,)  et  (C2),  elles  le  sont  d ) une  infinité  de  courbes:  toutes 
ces  lignes  sont  des  hélices  circulaires  de  même  axe,  et  leurs 
normales  principales  foi  ment  un  hélicoïde  gauche. 

Supposons  en  elï'et  que  la  condition  (i  V)  soit  vérifiée  pour  deux 
systèmes  de  valeur  de  /et  de  t.  On  aura  alors  deux  équations  qui 

détermineront  -   et  ^i   ces   deux  équations  seront  certainement 
Kl  ' 

compatibles  ;  elles  ne  pourraient  cesser  de  l'être  que  si  l'on  avait 

iz=i,  ;    or,  cela   ne   peut  être  car  les  normales  principales  dune 

ligue  à  double  courbure  ne  forment  jamais    une   surface  dévelop- 

pable,  d'après  la  formule  (i3),   et  les  angles  i,  i{  correspondante 


D. 
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deux  valeurs  différentes  de  /  sont  nécessairement  différents.  La 
courbure  el  la  torsion  de  (G)  resteront  donc  toutes  deux  cons- 
tantes et  cette  courbe  sera  une  hélice  circulaire  d'après  le  théo- 
rème de  Puiseux. 


34.  Surface  enveloppe  des  plans  normaux.  —  jNous  avons  vu 
(§  25)  que  la  caractéristique  du  plan  normal  coïncide  avec  l'axe 
du  cercle  de  courbure   ou  droite  polaire  ;  pour  cette   raison  on 


Fil 


donne  le  nom  de  sur  face  polaire  à  l'enveloppe  des  plans  normaux 
d  une  ligne  à  double  courbure.  Pour  déterminer  le  point  de 
rebroiissement  situé  sur  la  droite  polaire  du  point  M,  considérons 
la  sphère  qui  touche  la  courbe  (C)  en  ce  point  M  et  en  un  autre 
point  M' infiniment  voisin;  cette  sphère  a  pour  limite  la  sphère 
oscuJatrice  en  M,  son  centre  est  d'ailleurs  dans  le  plan  normal 
en  M'.  Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  doue  la  limite  du 
point  d'intersection  de  la  caractéristique  du  plan  normal  en  M  et 
du  plan  normal  infiniment  voisin;  l'arête  de  rebroussement  de  la 
surface  polaire  est  donc  le  lieu  des  centres  des  sphères  oscula- 
trices;  ainsi  se  trouve  démontré  ce  que  nous  avons  admis  au  para- 
graphe 27,  savoir  que  la  droite  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le 
centre  de  la  sphère  osculatrice  est  parallèle  à  la  binormale. 

Développées.  —  On  appelle  développée  d'une  ligne  (C)  une 
seconde  ligne  (C|)  dont  toutes  les  tangentes  rencontrent  normale- 
ment la  première  {fi g'-  ■Vf). 
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Les  propriétés  démontrées  (§  13)  pour  la  développée  d'une 
ligne  plane  appartiennent  aux  développées  définies  de  la  façon  la 
(tins  générale:  la  variation  de  longueur  du  segment  MM|  est  en- 
core égale  à  l'arc  correspondant  de  la  développée  el  le  procédé  de 
description  de  la  développante  s'applique  sans  modification.  I  ne 
ligne  plane  ou  gauche  admet  une  infinité  de  développées  dont 
chacune  est  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable 
passant  par  la  courbe  (C),  qui  est  une  trajectoire  orthogonale   des 


génératrices.  Le  plan  MM,T  mené  par  le  point  M,  et  la  tan- 
gente MT  est  donc  oscillateur  à  la  développée  au  point  M  t  ;  la  binor- 
male  de  la  développée  est  par  suite  perpendiculaire  à  MT,  elle  est 
donc  située  dans  le  plan  normal  de  (C);  le  point  M,  appartient 
donc  à  la  droite  polaire  du  point  M.  On  voit  de  plus  que  le  plan 
oscillateur  de  la  développée  contenant  MT  est  perpendiculaire  au 
plan  normal,  ce  qui  caractérise  les  lignes  géodésiques  de  la  surface 
polaire.  En  résumé  : 

Toutes  les  développées  sont  situées  sur  la  surface  polaire  et 
forment  sur  celte  surface  une  famille  de  lignes  géodésiques. 

Développement  de  la  surface  polaire.  —  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que,  si  l'on  étend  la  surface  polaire  sur  un  plan,  les  déve- 
loppées, se  transforment  en  une  famille  de  droites.  Ceci  posé 
soit  Plv  la  droite  polaire  relative  au  point  M,  K  étant  le  centre  de 
courbure.  Par  chaque  point  M,  de  Plv  passe  une  développée  et 
une  seule  et  cette  développée  coupe  la  droite   Plv  sous  un  angle  i 


dont  la  tangente  est  égale  à 


M,  K 
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Ceci  pose,  effectuons  le  développement;  soit  (F)  la  courbe  en  la- 
quelle se  transforme  l'arête  de  rebroussement,  PK  se  transforme 
en  une  certaine  tangente  jj.  R  à  cette  courbe  T  ;  par  chaque  point  m , 
de  cette  droite  passe  une  droite  m,  O  qui   est  la   transformée   de 
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Tune  des  développées  et  l'angle  /se  conserve  dans   le  développe- 
ment. 

Soit  O  le  point  où  cette  droite  rencontre  la  perpendiculaire 
menée  à  u.k  par  le  point  k.  Le  triangle  rectangle  Km,  O  est  égal 
à  KM,  M  comme  ayant  un  angle  aigu  égal  ainsi  qu'un  coté  de 
l'angle  droit.  On  a  donc  OR  =  R  et  le  point  O  est  indépendant  de 
la  ligne  géodésique  considérée;  d'où  le  théorème  suivant  du  à 
Lancret  : 

Théorème.  —  Quand  on  effectue  sur  un  plan  le  développe- 
ment de  la  surface  polaire  les  développées  se  transforment  en 
un  système  de  droites  concourantes,  et  la  courbe  transformée 
du  lieu  des  centres  de  courbure  est  la  podaire  de  leur  point  de 
concours  par  rapport  à  la  transformée  de  l'arête  de  rebrous- 
sement. 


Remarque.  —  Le  lieu  des  centres  de  courbure  ne  sera  jamais 
une  développée;  en  effet,  s'il  en  était  ainsi,  la  podaire  du  point  O, 
par  rapport  à  l'arête  de  rebroussement  développée,  serait  une 
droite;  les  tangentes  à  la  courbe  Y  seraient,  par  conséquent,  toutes 
parallèles  à  une  même  direction  fixe  et  la  courbe  serait  plane. 
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CHAPITRE  VIL 

PROPRIÉTÉS  DES  LIGNES  TRACÉES 
SUR    UNE   SURFACE. 


Disposition    de   la   surface   par   rapport  au   plan   tangent; 

FORME     DE     LA     SURFACE.     - —     THEORIE     DE     l'iNDICATRICE.     

Courbure  des  sections  normales;  théorèmes  d'Euler 
et  de  Dupin.  —  Tangentes  conjuguées.  —  Lignes  asymp- 
totiques.  Lignes  de  courbure.  —  Théorème  d'O.  Ro- 
drigues.  - —  Courbure  normale.  —  Théorème  de  Meusnier. 
—   Courbure  tangentielle.   Lignes  géodésiques. 

35.  Disposition  de  la  surface  par  rapport  au  plan  tangent.  — 
Toute  droite  passant  par  un  point  O  d'une  surface,  et  située  dans 
le  plan  tangent  en  ce  point,  ayant  avec  cette  surface  deux  points 
communs,  confondus  au  point  O,  celui-ci  est  un  point  double  de 
la  section  faite  par  le  plan  tangent.  Chacune  des  tangentes  aux 
deux  branches  de  cette  section  a  trois  points  confondus,  en  O, 
avec  la  courbe  de  section,  et  par  suite  avec  la  surface.  Ces  deux 
tangentes  particulières,  qui  ont  l'une  et  l'autre,  avec  la  surface, 
un  contact  du  second  ordre,  ont  reçu  le  nom  de  tangentes asymp- 
totiques.  Toute  section  plane  menée  par  l'une  d'elles  admet  le 
point  O  comme  point  d'inflexion. 

Soient  {fig.  5t)  M  un  point  situé  sur  la  surface  à  une  distance 
du  point  O  qui  soit  infiniment  petite  du  premier  ordre,  P  la  pro- 
jection de  ce  point  sur  le  plan  tangent. 

La  distance  MP  est,  en  général,  du  second  ordre,  si  la  surface, 
comme  nous  le  supposons,  ne  présente  au  point  O  aucune  singu- 
larité; cet  ordre  ne  pourra  s'élever  au  troisième  que  si  le  point  P 
est  situé  sur  l'une  des  tangentes  asymptotiques  X'X,  Y'Y;  PM 
reste,  d'ailleurs,  d'un  même  coté  du  plan  tangent  tant  que  sa  pro- 


I  iS 
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jection  reste  dans  l'angle  XO\  ou  dans  son  opposé  par  le  sommet 
et  est  du  côté  opposé,  si  P  est  dans  l'un  des  autres  angles.  Trois 
cas  peux  eut  alors  se  présenter. 

1"  Les  deux  tangentes  asymptotiques  sont  imaginaires  ; 
MP  conserve  alors  un  signe  constant  et  la  surface  est,  dans  le  voi- 
sinage du  point  (),  disposée  par  rapport  au  plan  tangent  comme  le 
serait  un  ellipsoïde.  Le  point  O  est  dit  elliptique;  c'est  un  point 
double  isolé  de  la  section  par  le  plan  langent. 

2°  Les  deux  tangentes  asymptotiques  sont  réelles  et  dis- 
tinctes; ces  deux  droites  divisent  alors  le  plan   tangent  en   deux 
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régions  distinctes  dont  chacune  est  formée  de  deux  angles  opposés 
par  le  sommet  O  ;  les  points  de  la  surface,  voisins  de  O,  sont  situé> 
d'un  côté  ou  de  l'autre  du  plan  tangent,  suivant  qu'ils  se  projettent 
dans  l'une  ou  dans  l'autre  de  ces  deux  régions.  La  surface  est  alors 
disposée  au  point  O,  par  rapport  à  son  plan  tangent,  comme  le 
serait  une  surface  réglée  du  second  ordre,  et  le  point  O,  qui  est 
pour  la  section  un  poinl  double  à  tangentes  séparées,  est  dit 
hyperbolique. 

.)"  Les  tangentes  asymptotiques  sont  confondues  ;  le  point  O 
est  alors  un  point  de  rebroussement  de  la  section,  et  ht  surface, 
dans  les  environs  de  ce  point,  qu'on  nomme  poinl  parabolique, 
n'affecte,  relativement  à  son  plan  langent,  aucune  disposition  dé- 
terminée, telle  une  surface  développable  en  un  point  de  son  arête 
de  rebroussement. 

/''o//ne  de  la  surface.  —  Pour  se  faire  une  idée  nette  de  la 
forme  qu'affecte  la  surface  en  un  point  donné  O,  il  suffit  de  la 
couper  par  deux  plans  parallèles  au  plan  langent,  infiniment  voisins 
et  équidistants  du  plan  langent.  La  distance  MP  est  une  fonction  des 
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coordonnées  a?, y  du  point  P  rapporté  à  des  axes  fixes  du  plan  tan- 
gent el,  comme  celle  distance  esl  du  second  ordre,  sa  partie  prin- 
cipale est  un  trinôme  du  second  degré  ax*-{-  ibory  -+-  cy-  ;  si  donc 
on  néglige  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  la  section 
laite  par  l'ensemble  des  deux  plans  MP  =  db  h  se  projette  sur  le 
plan  tangent  suivant  le  système  de  deux  coniques   conjuguées  qui 

a  pour  équation 

a  .r-  -t-  2  b  xy  -+-  cy-  —  ±  h . 

Gomme  on  a  en  vue  uniquement  la  forme  de  la  surface  au  point  O 
on  peut  substituer  à  h  un  nombre  fini  et  constant  quelconque,  par 
exemple  l'unité,  les  deux  coniques  ainsi  obtenues  étant  homothé- 
liques  et  concentriques  aux  deux  précédentes. 

Ces  deux  coniques  forment  ce  qu'on  appelle  Y  indicatrice  de  la 
surface  au  point  O.  Elle  se  compose  de  deux  hyperboles  conju- 
guées, ayant  pour  asymptotes  les  tangentes  asymptotiques,  lorsque 
le  point  est  hyperbolique;  d'une  ellipse  réelle  et  d'une  ellipse 
imaginaire  quand  le  point  est  elliptique.  L'indicatrice,  en  un  point 
parabolique,  se  réduit  sensiblement  à  deux  droites  parallèles. 

Courbure  des  sections  normales.  —  On  peut  se  rendre  compte, 
d'une  autre  manière,  de  la  forme  de  la  surface;  menons  en  efFet, 
par  la  normale  OlN,  un  plan  sécant  variable  OMN  et  considérons  la 
courbure  au  point  O,  de  la  section  normale  ainsi  obtenue  (fig-  ôS). 


Si  le  plan  sécant  tourne  autour  de  la  normale,  un  point  M  de  la 
section,  situé  à  une  distance  constante  h,  infiniment  petite,  du 
plan  tangent,  décrit  une  courbe  honiotliélique  à  l'indicatrice, 
toujours  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre; 
et  il  en  est  de  même  de  sa  projection   V    sur   le    plan   tangent;    le 
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rayon  de  courbure  II  de  la  section   normale  esl  d'ailleurs  égal 

oi'2 
à    -Tm  el  comme  IMP  est  constant  on  est  conduit  au    théorème 
2  Ml 

suivant  (  Uupin)  : 

Théorème.  —  Les  rayons  de  courbure  des  sections  normales, 
en  un  point  donné,  sont  proportionnels  aux  carrés  des  rayons 
centraux  correspondants  de  l'indicatrice. 

Ce  théorème  donne  une  idée  très  nette  de  la  l'orme  de  la  sur- 
face au  point  O.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  le  cercle  de  cour- 
bure de  La  section  normale  est  situé  sur  ON  ou  sur  la  demi-droite 
opposée  suivant  que  P  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux 
coniques  conjuguées  dont  se  compose  l'indicatrice. 

Les  axes  de  l'indicatrice  sont  réels  dans  tous  les  cas  el  déter- 
minent deux  directions  rectangulaires  qu'on  appelle  les  directions 
principales  ;  les  sections  normales  correspondantes  prenant  alors 
le  nom  de  sections  principales. 

Du  théorème  de  Dupin  et  des  propriétés  élémentaires  des 
coniques  on  déduil   immédiatement  les  conséquences  suivantes  : 

i  "  Les  deux  sections  principales  sont,  parmi  toutes  celles 
qui  se  croisent  au  point  O,  celles  dont  le  rayon  de  courbure 
esl  maximum  ou  minimum; 

2"  La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  rec- 
tangulaires est  constante  et  égale  à  la  somme  des  courbures 
principales; 

3°  La  somme  des  rayons  de  courbure  de  deux  sections  nor- 
males^ menées  par  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice^ 
est  constante  et  égale  à  la  somme  des  rayons  de  courbure 
principaux. 

Ces  deux  derniers  énoncés  conviennent  au  cas  d'une  indicatrice 
elliptique;  si  l'indicatrice  était  un  système  d'hyperboles  il  faudrait 

substituer  le  mot  différence  au  mot  somme  |  '  ).  Tous  ces  résultats 


(')  Cette  distinction  devient  inutile  si  l'on  convient  de  regarder  la  courbiii*': 
d'une  section  normale  comme  positive  ou  négative  suivant  que  le  centre  de  cour- 
bure est  d'un  côté  ou  de  l'autre  du   plan   tangent. 
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sont  contenus  dans  la  formule  suivante,  duc  à  Luler, 

i         cos2e       sîn*© 


Il  H,  R, 

qui  équivaut  évidemment  au  théorème  précédent,  et  clans 
laquelle  11,,  R2  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  et  II  celui 
de  la  section  normale  dont  le  plan  fait  un  angle  m  avec  le  plan  de 
la  première  section  principale. 

Remarques.  —  La  courbure  de  la  section  normale  s'annule 
quand  le  plan  passe  par  une  asymptote  de  L'indicatrice;  cela 
résulte  d'ailleurs  de  ce  que  la  section  normale  correspondante 
admet  le  point  O  comme  point  d'inflexion. 

La  condition  pour  qu'une  conique  soit  du  genre  parabole  se  tra- 
duit par  une  seule  relation  entre  ses  paramètres;  les  points  para- 
boliques d'une  surface  sont  donc  répartis  sur  une  ligne  qui  sépare 
la  surlace  en  deux  régions  dont  l'une  contient  les  points  ellip- 
tiques, l'autre  les  points  hyperboliques. 

Ombilics.  —  Il  existe  sur  toute  surface  des  points  elliptiques 
pour  lesquels  l'indicatrice  est  un  cercle;  ces  points  qu'on  appelle 
ombilics  sont,  en  général,  isolés,  puisque  la  condition  de  se 
réduire  à  un  cercle  établit  deux  relations  entre  les  paramètres 
d'une  conique.  Il  peut  arriver  d'ailleurs  que,  sur  cette  surface 
particulière,  une  de  ces  deux  équations  soit  vérifiée  identiquement; 
dans  ce  cas  les  ombilics  forment  une  suite  continue  et  sont  répartis 
sur  une  ligne. 

36.  Tangentes  conjuguées.  —  Lorsqu'un  point  M  décrit  une 
courbe  (C)  sur  la  surface,  le  plan  tangent  en  M,  dont  la  position 
dépend  alors  d'un  paramètre,  enveloppe  une  surface  développable 
circonscrite  à  la  surface  suivant  cette  courbe  (C),  et  la  caracté- 
ristique du  plan  langent  passe  par  le  point  M;  il  y  a,  entre  les 
directions  de  cette  caractéristique  et  de  la  tangente  MT  à  (C),  une 
réciprocité  remarquable. 

Soit  en  effet  M'  un  point  variable  de  (C),  infiniment  voisin  de  M  ; 
les  plans  tangents  P,  P'  en  M  et  en  M'  se  coupent  suivant  une 
droite  (D)  qui  devient  à  la  limite  la  caractéristique  MT,,  et  nous 
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savons  qu'elle  doit,  à  la  limite,  loucher  la  surface  en  ce  point  M; 
il  faut  donc  qu'elle  rencontre  la  surface  en  deux  points  MJ?  M'4  infi- 
niment voisins  de  M  (fîg.  5q).  Supposons  que  le  point   M   soit 


Fii 


39. 


hyperbolique;  les  quatre  points  M,  M',  M,,  M',  sont  les  sommets 
du  quadrilatère  curviligne  formé  par  les  quatre  branches  des 
sections  faites  dans  la  surface  par  les  plans  P  et  P'.  Les  tangentes 
en  M,  et  M',  à  ces  quatre  branches  forment  un  quadrilatère 
gauche  M,  M',  au'  dont  la  diagonale  uu'  est  l'intersection  des  plans 
tangents  P,,  P',  aux  deux  points  M,,  M,.  Ceci  posé,  l'une  au  moins 
des  deux  cordes  MM,,  M' M',  n'est  pas  infiniment  petite  par 
rapport  à  MM';  car,  en  ce  cas,  les  trois  segments  M'M,  M'M,,  M'M', 
auraient  même  direction  limite  et  le  point  M  serait  parabolique; 
d'autre  part  Mu.  est  infiniment  petil  par  rapport  à  l'une  au  moins 
de  ces  deux  cordes,  car,  s'il  en  était  autrement,  sa  direction  limite 
serait  tangente  à  la  fois  aux  deux  branches  de  courbe  issues  de  M, 
ee  qui  est  absurde;  Mu  est  donc  infiniment  petit  par  rapport 
à  MM'  et  il  en  est  de  même  du  segment  Mu;  les  deux  droites  (D) 
et  MM'  ont  donc  même  direction  limite,  et  la  tangente  Mï  se 
déduit  de  AIT,,  comme  M T,  se  déduit  de  MT.  Ces  deux  tangentes 
forment  ce  qu'on  appelle,  pour  cette  raison,  un  couple  de  lan- 
ge n  tes  conjuguées . 

Remarques.  —  Lue  tangent*'  variable  et  sa  conjuguée  engen- 
drent, d'après  cela,  dans  le  plan  tangent,  deux  faisceaux  en  involu- 
tion.  Pour  que  MT  se  confonde  avec  M,  T,  il  faut  que  le  point  M 
soit  le   point  de  rebrousseinent  du  plan  tangent  :  celui-ci  doit  donc 
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être  oscillateur  à  la  courbe  (C)  et  la  section  normale  qui  con- 
tient MT  doit  avoir  un  point  d'inflexion  au  point  M;  en  d'autres 
termes  l«'s  rayons  douilles  de  celle  involution  sont  les  asymptotes 
de  l'indicatrice;  il  résulte  de  là  qu'un  couple  quelconque  de 
tangentes  conjuguées,  divisant  harmoniquement  le  système  de 
rayons  doubles,  coïncide  avec  un  système  de  diamètres  con- 
jugués de  cette  indicatrice  cl,  en  particulier,  les  axes  de  celte 
conique  forment  le  système  de  rayons  rectangulaires  de  celle 
i  n\  olution. 

On  sait  que,  lorsqu'un  système  en  involution  admet  deux 
couples  de  rayons  rectangulaires,  les  rayons  doubles  sont  isotropes 
et  que  tous  les  couples  de  rayons  conjugués  sont  rectangulaires. 
L'indicatrice  est  alors  un  cercle  et  le  point  M  un  ombilic.  On  voit 
aussi  que  la  caractéristique  du  plan  tangent  est  indéterminée 
quand  on  se  déplaee  sur  la  tangente  asymplolique  issue  d'un 
point   parabolique. 

Lignes  asympto tiques.  —  On  appelle  ligne  asymptotique 
une  ligne  dont  la  tangente  en  chaque  point  coïncide  avec  sa  con- 
juguée; une  telle  ligne  touche,  en  chacun  de  ses  points,  une  des 
asvmptotes  de  l'indicatrice. 

11  existe  donc,  en  général,  sur  une  surface  quelconque,  deux 
familles  de  lignes  asymptotiques,  réelles  ou  imaginaires. 

Toule  droite,  située  sur  une  surface,  en  est  une  ligne  asympto- 
tique, puisque  tout  plan  passant  par  cette  droite  donne  lieu  a 
une  section  dont  tous  les  points  sont  des  points  d'inflexion. 
S'il  arrive  que  le  plan  tangent  soit  le  même  tout  le  long  de  cette 
droite,  sa  caractéristique  est,  en  chaque  point,  indéterminée  et 
les  deux  rayons  doubles  de  l'involution  se  confondent;  dans  ce 
cas  les  deux  lignes  asymptotiques,  en  chaque  point  de  la  droite 
considérée,  se  confondent  avec  cette  droite;  tous  ses  points  sont 
paraboliques. 

D'après  cela,  sur  loule  surface  développable,  les  deux  familles 
de  ligues  asymptotiques  se  réduisent  à  une  seule,  formée  des 
génératrices,  et  tous  les  points  «l'une  telle  surface  sont  des  points 
paraboliques. 

La  réciproque  est  vraie  ;  toule  surface  dont  tous  les  points  sont 
paraboliques  esl  une  surface  développable.  Remarquons,  en  elïel, 
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que.  sut'  1 1 1 1  «  *  (elle  surface,  les  deux  familles  de  lignes  asymplo- 
liques  se  réduisent  à  une  seule;  d'après  une  remarque  précédente, 
si  l'on  se  déplace  sur  une  de  ces  lignes  asymptotiques,  la  caracté- 
ristique du  plan  langent  est  constamment  indéterminée;  ce  qui 
revient  à  dire  que  le  plan  tangent  est  invariable;  la  surface  admet 
donc  un  système  de  génératrices  telles  que  le  plan  langent  soit 
le  même  tout  le  long  de  chacune  d'elles;  il  en  résulte,  ainsi  que 
nous  le  démontrerons  plus  loin  (p.  i3o),  que  ces  génératrices  sont 
rectilignes,  et  que  la  surface  est  l'enveloppe  d'un  plan  mobile 
dont  l'équation  dépend  d'un  paramètre  unique;  c'est  donc  bien 
une  surface  développable. 

Remarque.  — ■  Les  définitions  précédentes  relatives  aux  tan- 
gentes conjuguées  sont  évidemment  projectives  et  par  suite  les 
propriétés  des  systèmes  conjugués  et  des  lignes  asymptotiques  se 
conservent  sans  altération  dans  toutes  les  transformations  homo- 
graphiques  ou  dualistiques  ;  remarquons  enfin  qu'une  ligne  asymp- 
totique  peut  être  définie  par  la  propriété  que  son  plan  oscillateur 
soit,  en  chaque  point  de  cette  ligne,  tangent  à  la  surface. 

Application. — Toute  surface  du  second  ordre  étant  double- 
ment réglée  a  pour  lignes  asymptotiques  ses  deux  systèmes  de 
génératrices  rectilignes;  or  il  est  évident,  d'autre  part,  que  la  sur- 
face formée  par  les  normales  principales  d'une  courbe  gauche 
admet  celle-ci  comme  ligne  asympto tique,  le  plan  oscillateur  de 
celte  ligne  étant  évidemment  tangent  à  la  surface.  Il  suit  de  là  que 
les  normales  principales  dune  courbe  gauche  ne  peuvent  jamais 
former  une  surface  du  second  ordre:  elles  ne  peuvent  jamais 
rencontrer  trois  droites  fixes  ni  rencontrer  deux  (boites  fixes. 
en   restant  parallèles  à   un  plan  fixe. 

Lignes  de  courbure .  —  On  appelle  ligne  de  courbure  une 
ligne  qui  touche  en  chacun  de  ses  points  un  des  deux  axes  de  l'in- 
dicatrice. H  résulte  de  celte  définition  qu'il  existe  sur  toute  surface 
un  réseau  conjugué  orthogonal  formé  par  les  lignes  de  courbure. 
Ce  réseau  est  toujours  réel,  tandis  que  le  réseau  asymptotique 
est  tantôt  réel,  tantôt  imaginaire;  il  ne  se  conserve  pas  dans  les 
transformations  projectives,   mais  on   peut  démontrer  qu'il    n  esl 
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[>;is  altéré  par  une  inversion,  et  c'est  là  une  des  propositions  des 
plus  importantes  «le  la  théorie  des  surfaces  ('). 

Il  est  aisé  de  voir  ce  que  sont  les  lignes  de  courbure  sur  cer- 
taines surfaces  particulières  ;  sur  une  surface  développable  par 
exemple,  ce  sont  les  génératrices  et  leurs  trajectoires  orthogonales  ; 
cela  résulte  de  ce  que,  en  tout  point  parabolique,  les  deux  di- 
rections asymptotiques  coïncident  avec  l'une  des  directions  prin- 
cipales. 

De  ce  cas  particulier  on  peut  déduire,  pour  le  cas  d'une  surface 

Fie.  60. 


quelconque,  une  propriété  importante  des  lignes  de  courbure;  cette 
propriété  consiste  en  ce  que  :  la  surface  engendrée  par  une  nor- 
male dont  le  pied  décrit  une  ligne  de  courbure  est  développable. 
Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  que  la  surface  proposée 
soit  développable.  La  propriété  énoncée  est  évidente  pour  les 
génératrices  puisque  les  /lorrnalies,  c'est-à-dire  les  surfaces 
décrites  par  les  normales  correspondantes,  sont  des  plans.  Soient 
une  courbe  quelconque  (G),  deux  points  infiniment  voisins  M,  M'; 
m,  ni'  les  points  correspondants  de  l'arête  de  rebroussement 
{fig-  <3o).  Les  normales  en  M,  M'  sont  parallèles  aux  binormales 
de  l'arête  en  m,  m'.  Le  plan  normal  de  cette  arête  est  donc  paral- 
lèle à  ces  deux  normales  et  leur  plus  courte  distance  est,  par  con- 
séquent, égale  à  la  distance  du  point  M'  au  plan  mené  par  M  per- 
pendiculairement à  la  généra  tice  m  M;  cette  plus  courte  distance 
a  donc  pour  partie  principale  MM'  multiplié  par  le  cosinus  de 
l'angle  i  sous  lequel  (C)  coupe  la  génératrice. 


(')  Pour. la  démonstration  analytique  de  ce  théorème,  voir  troisième  Partie, 
§  78.  On  trouvera,  dans  le  Mémoire  de  O.  Bonnet  :  Sur  la  théorie  générale  des 
surfaces,  une  démonstration  géométrique  simple  du  théorème  de  Dupin  sur  les 
systèmes  triples  orthogonaux  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXXII,  p.  22). 
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Pour  que  ce  produit  soit  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  il  faut 
et  il  suffit  que  cet  angle  soit  droit,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Celui-ci  s'étend  d'ailleurs  à  une  surface  donnée  quelconque, 
toute  ligne  de  courbure  d'une  surface  étant  évidemment  une  ligne 
de  courbure  de  la  dévçloppable  circonscrite.  On  voit  de  plus  que 
la  propriété  d'avoir  une  normalie  développable  caractérise  les 
lignes  de  courbure  et  peut,  en  conséquence,  leur  servir  de  défini- 
tion. 

Si  Ton  considère,  par  exemple,  une  surface  de  résolution,  les 
normalies  relatives  aux  méridiens  sont  des  plans,  celles  qui  sont 
relatives  aux  parallèles  sont  des  cônes  de  révolution;  on  en  conclut 
que  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  sont  composées  des 
méridiens  et  des  parallèles  de  cette  surface. 

Remarque .  —  En  tout  ombilic  les  directions  principales  étant 
indéterminées,  les  lignes  de  courbure  de  l'une  des  deux  familles 
viennent  toutes  se  réunir,  comme  le  font  les  méridiens  en  un  som- 
met d'une  surface  de  révolution,  celles  de  la  seconde  famille  entou- 
rant cet  ombilic  de  la  même  manière  que  les  parallèles  dans  le  voi- 
sinage d'un  tel  sommet. 


Théorème  n'O.  Rodrigues.  —  Cette  seconde  définition  des  lignes 
de  courbure  met  en  évidence  une  propriété  importante  des  direc- 

Fig.  Ci. 

M     NT 


tions  principales  en  un  point  quelconque  M.  Soient  deux  points  M, 
M'  infiniment  voisins  sur  une  ligne  de  courbure;  O,  O',  le^  deux 
points  de  rebrousseraient  correspondants  de  la  normalie;  il  est  évi- 
dent que  MO  est  le  rayon  de  courbure  de  la  section  principale 
tangente  en  INI  à  la  ligne  de  courbure  considérée.  Soit  11  ce  rayon 
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de  courbure  ;  projetons  le  contour  MOO'M'M  sur  un  axe  quel- 
conque  X.Y,  el  soil  a  l'angle  de  cel  axe  avec  la  normale  i\10;nous 
avons  ainsi  : 

proj.  MM'=(R       «  ><)'  i  ms/,  _  (  n  -4-  <tl{  h  cosX   ;    dcosl). 

Divisons  par  d  cos\  en  tenant  compte  de  ce  que  c/lï  =00'  et 

passons  à  la  limite 

proj.  MM' 

lini  - — j^ : —  = —  H. 

(I  COSA 

C'est  en  cette  égalité  que  consiste  la  proposition  connue  sons  le 
nom  de  théorème  d'O.  fiodrigues.  Nous  n'eu  ferons  pour  le 
moment  aucune  application,  notre  but  étant  seulement  démontrer 
les  points  de  vue  différents  sons  lesquels  pourront  se  présenter  les 
questions  relatives  à  la  théorie  des  lignes  tracées   sur  une   surface. 

Remarquons  enfin,  pour  terminer  ce  qui  concerne  les  lignes  de 
courbure,  que  le  lieu  des  centres'  de  courbure  principaux  O,  O' 
pour  la  surface  entière  est  une  surface  à  deux  nappes  tangentes  à 
toutes  les  normalies  de  courbure.  Cette  surface  se  nomme  la  déve- 
loppée de  la  surface  considérée. 

37.  Courbure  normale.  Théorème  de  Meusnier.  —  On  appelle 
courbure  normale  d'une  ligne  (C)  tracée  sur  une  surface  donnée 
celle  de  la  ligne  plane  qu'on  obtient  en  projetant  la  courbe  (C)  sur 
le  plan  normal  mené  par  la  tangente  MT. 

Soit  H  l'angle  que  fait  avec  ce  plan  de  projection  le  plan  oscil- 
lateur de  (  G)  au  point  M.  La  courbure  normale,  d'après  un    théo- 

i  -  >    /o  <j\r\  î  cos  0         1»  i  i 

renie  démontre  (§2»),  a  pour  valeur      R    ,   —  étant  la  courbure 

propre  de  (C)  au  point  M.  Le  théorème  de  Meusnier  consiste  en 
ce  que  cette  valeur  est  également  celle  de  la  section  faite  dans  la 
surface  par  le  plan  normal  considéré. 

Pour  le  démontrer  observons  d'abord  que  R  est  égal  au  rayon  de 
courbure  de  la  section  oblique  déterminée  par  le  plan  oscillateur 
de  la  courbe  (C).  Coupons  cette  section  oblique  et  la  section  nor- 
male par  un  même  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment 
voisin  de  celui-ci.  Soient  M' M",  M',  M"t  les  deux  cordes  ainsi 
obtenues;  il.  2/,  leurs  longueurs  ;  S,  o,  leurs  distances  au  pointM; 
0,  p,  les  rayons  des  cercles  circonscrits  aux  deux  triangles  M  M' M", 
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M  M' M'!.  On  a,  en  négligeant  les  infiniment   petits  d'ordre  supé- 


rieur 


l* 


IL 


La  distance  des  deux  droites  parallèles   M' M",  M'(  MJ    est   évi- 
demment du  même  ordre  cpie  8  et  o,,  c'est-à-dire  du  second,  et  il 


en  est  de  même  des  deux  segments  M'M't,  M"  M*;  le   rapport  -y  a 
donc  pour  limite  l'unité.  On  a  donc 


—  =  cosn 

o 


Pi 


H, 


l\t  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  d'où 

i  cosO 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

On  peut  énoncer  le  théorème  de  Meusnier  sous  une  autre  forme. 
Soient  O,  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale,  S  la  sphère 
qui  touche  la  surface  au  point  M  et  qui  a  pour  centre  Ot.  Toute 
courbe  (C)  tangente  à  MT  au  point  M,  et  située  sur  la  surface,  a 
pour  cercle  de  courbure  en  M  le  petit  cercle  suivant  lequel  son 
plan  oscillateur  coupe  la  sphère  S. 

Remarque.  —  Ce  théorème  tombe  en  défaut  quand  la  courbe 
(C)  a  son  plan  oscillateur  en  M  langent  à  la  surface.  La  détermina- 
tion du  rayon  de  courbure  présente  alors  plus  de  difficulté  ;  en  ce  qui 
concerne  le  cas  particulier  d'une  ligne  asympto tique,  nous  nous 
contenterons  d'énoncer,  sans  démonstration.  L'élégant  théorème 
suivant,  dû  à  Beltrami  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  ligne  asymplotique   est   égal 
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(iiix  deux  tiers  du  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  par  le 
plan  tangent. 

(  )n  ne  considère  ici,  bien  entendu,  que  celle  des  deux  branches 
de  la  section  tangentielle  qui  touche  la  ligne  asvmptotique. 

Courburetangentielle.  Lignes  géodésiques.  —  Si  l'on  projette 

lit  courbe  (G),  non  plus  sur  le  plan  de  la  section  normale  tangente, 

mais  sur  le  plan  langent  en  M,  la  courbure  de  la  projection  prend 

le  nom  de  courbure  tangentielle;  elle  a  pour  valeur,    en  conser- 

1  ■  /    »  1  sin  0  ,  1  a 

vant  les  notations  précédentes,  — ^—  ;  cette  valeur  reste  la  même 

quand  on  remplace  la  surface  par  la  dé\eloppable  qui  lui  est  cir- 
conscrite suivant  (C)  et  nous  avons  vu  (§33)  qu'elle  se  conserve 
quand  on  applique  cette  développable  sur  un  plan.  On  en  conclut 
que  la  courbure  tangentielle  (Y une  courbe  tracée  sur  une  surface 
est  égale  à  celle  de  la  ligne  plane  suivant  laquelle  se  trans- 
forme cette  courbe  quand  on  applique  su?-  un  plan  la  dévelop- 
pable circonscrite.  Pour  celte  raison,  cette  courbure  relative  est 
quelquefois  désignée  sous  le  nom  de  courbure  de  développe- 
ment. On  lui  donne  aussi,  et  plus  généralement  en  la  considérant 
à  un  autre  point  de  vue  (voir  Ghap.  XXI),  le  nom  de  courbure 
géodésique. 

Nous  avons  vu  également  (loc.  cit.)  qu'une  ligne  géodésique 
ou  de  plus  courte  distance  entre  deux  quelconques  de  ses  points 
est  caractérisée,  sur  une  développable,  par  la  propriété  d'avoir 
une  courbure  tangentielle  constamment  nulle.  Cette  proposition 
s'étend  sans  difficulté  à  une  surface  quelconque.  Considérons  en 
effet  sur  une  ligne  géodésique  L  deux  points  M,  M'  fixes  et  très 
voisins,  si  l'on  remplace  l'arc  de  L,  dont  les  extrémités  sont  M  et  M', 
par  tout  autre  arc  de  courbe  allant,  sur  la  surface,  du  point  M  au 
point  M\  la  longueur  s  de  cet  arc  ne  pourra  qu'augmenter  et  il  en 
sera  de  même  de  l'excès  de  cet  arc  sur  la  longueur  c  de  la  corde 
fixe  MM'.  Cette  quantité  est,  comme  nous  l'avons  vu,  du  même  ordre 
de  grandeur  c3  et  en  supposant  c  suffisamment  petit,  passe  par  son 

c3 
minimum  en  même  temps  que  sa  partie  principale  >  R  étant  le 

rayon  de  courbure  de  la  ligne  modifiée.  Or  si  nous  appelons  R„  le 

rayon  de  courbure  normale  au   point  M,    qui    est   le   même    pour 

D.  9 
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toutes  les  courbes  en  question,  8  l'angle  du  plan  osculateur  variable 
avec  le  plan  déterminé  par  la  normale  en  M  et  la  tangente  à  L 
au  point  i\I  ;  on  a.  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  R  =  R7/cosG.La 
différence  s- —  c  atteint  donc  sa  plus  petite  valeur  lorsque  cos  G  est 
le  plus  grand  possible,  c'est-à-dire  pour  G  =  o.  On  a  donc  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  En  tout  point  d'une  ligne  géodésique,  sur  une 
sur/ace  quelconque,  la  courbure  tangentielle  est  nulle,  le  plan 
osculateur  étant  normal  à  la  surface. 

Noie  sur  quelques  propriétés  des  lignes  asy.mptotiques. 

Les  plans  tangents  à  une  surface  donnée  (S)  forment,  en  géné- 
ral, un  ensemble  doublement  infini.  Les  surfaces  développables, 
dont  le  plan  langent  dépend  d'un  paramètre  unique  font  excep- 
tion, el  il  y  a  lieu  de  faire  à  ce  sujet  les  remarques  suivantes  : 

Il  n'existe,  en  général,  sur  une  surface  donnée,  aucune  courbe  le 
long  de  laquelle  le  plan  tangent  soit  invariable  ;  cela  ne  peut  arri- 
ver qu'exceptionnellement  pour  une  courbe  isolée,  telle  que  l'un 
des  parallèles  extrêmes  d'un  tore.  Dans  le  cas  des  surfaces  déve- 
loppables, au  contraire,  cette  propriété  appartient  à  toutes  les 
génératrices;  la  réciproque  est  vraie  et  peut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Théorème.  —  Si  une  surface  admet  une  famille  de  généra- 
trices telles  que,  le  long  de  chacune  d'elles,  le  plan  tangent  soit 
invariable,  ces  génératrices  sont  des  droites  et  la  surface  est 
développable. 

Gela  est  presque  é\  ident  ;  soit  en  effet  t  le  paramètre  dont  dépend 
la  génératrice  considérée  G  ;  le  plan  P  tangent  à  la  surface  suivant  G 
dépend  lui-même  uniquement  de  ce  paramètre  t\  il  admet  donc, 
quand  t  varie,  une  caractéristique  (D).  Or  il  reste  tangent  à  S 
lorsque  /  varie,  c'est-à-dire  quand  on  passe  d'une  génératrice  à 
une  autre:  supposons  que,  dans  ce  passage,  le  point  de  contact 
décrive  un  chemin  infiniment  petit  MM';  d'après  une  remarque 
dont  nous  avons  fait  usage  à  plusieurs  reprises,  cette  caractéris- 
tique contient  le  point  M  et,  cela,  quelle  que  soil  la  position  de  ce 
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point   sur   la    génératrice  ;    en    d'autres  ternies,    tous  les    points 
de  G  appartiennent  à  D.  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Lignes  asymptotiques.  —  Une  ligne  asymptotique  est  une 
ligne  telle  que  son  plan  osculateur  est  constamment  tangent  à  la 
surface;  en  d'autres  termes  elle  coïncide  avec  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  la  développable  circonscrite. 

Ceci  posé,  imaginons  que  toutes  les  développables  circoncrites 
suivant  les  lignes  asjmptotiques  d'une  même  famille  aient  en  com- 
mun une  certaine  courbe  (T).  Je  dis  que  ces  lignes  asjmptotiques 
sont  nécessairement  rectilignes.  Soient,  en  effet,  g  l'une  d'elles,  ]x  le 
point  où  la  tangente  en  m  rencontre  la  courbe  (T);  il  peut  se  faire 
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que  |x  soit  invariable  quand  m  varie;  la  ligne  g  dont  toutes  les 
tangentes  passent  par  un  même  point  est  alors  évidemment  une 
droite.  Supposons  que  p.  varie  avec  m;  le  plan  osculateur  de  G 
en  m  touche  la  développable  engendrée  par  my.  en  chacun  des 
points  de  cette  droite  ;  ce  plan  contient  donc  la  tangente  u.z  à  la 
courbe  T  qui  est  supposée  située  sur  cette  développable. 

Si  maintenant  nous  supposons  que  la  propriété  indiquée  ait  lieu 
pour  toutes  les  lignes  asymptotiques  d'une  même  famille,  on  voit 
que  tous  les  plans  tangents  à  (S)  seront  tangents  à  une  même 
courbe  Y.  Ces  plans  tangents  forment  donc  un  ensemble  simple- 
ment infini  et,  d'après  le  théorème  précédent,  la  surface  considérée 
est  développable. 

Remarque.  —  Dans  ce  dernier  cas,  les  deux  familles  de  lignes 
asymptotiques  se  confondent;  si  donc  la  propriété  énoncée  appar- 
tient à  l'une  seulement  des  deux  familles  dasymptotiques,  il  faut 
que  le  point  u.  soit  invariable  sur  (T)  pour  chaque  génératrice  G  et 
varie  seulement  quand  on  passe  de  cette  génératrice  à  la  suivante. 
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La  surface  (S)  sera  donc  une  surface  réglée  gauche  passant  par 
celle  courbe  T.  Si  l'on  remarque  en  outre  que  toute  surface  dou- 
blement réglée  est  une  quadrique  on  peut  énoncer  les  deux 
propriétés  suivantes  : 

Théorème. —  Si  les  développables  circonscrites,  correspon- 
dant à  une  même  famille  de  lignes  asymp touque \s,  se  coupent 
suivant  une  même  courbe  (T)  ces  lignes  asymptotiques  sont 
des  droites. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  familles  de  développables  circons- 
crites suivant  les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  passent 
respectivement  par  deux  courbes  fixes  T  et  V  la  surface  con- 
sidérée est  une  surface  du  second  ordre. 

Remarque.  —  Il  est  évident  qu'on  peut,  dans  ce  qui  précède, 
remplacer  la  courbe  fixe  T  par  une  surface  fixe  2  à  laquelle  les 
développables  considérées  devraient  être  circonscrites.  Il  est  clair 
qu'on  peut  aussi  dans  le  deuxième  énoncé  supposer  que  les  deux 
courbes  T,  Y'  soient  distinctes  ou  confondues. 

Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Appli- 
quons ce  qui  précède  au  cas  où  l'une  des  deux  courbes,  T  par 
exemple,  est  le  cercle  de  l'infini;  la  surface  est  alors  d'après  ce  qui 
précède  une  surface  réglée  à  génératrices  isotropes.  Si  nous  sup- 
posons que  cette  surface  soit  réelle,  elle  sera  doublement  réglée 
et,  comme  elle  doit  contenir  le  cercle  de  l'infini,  ce  sera  une 
sphère.  Donc  : 

Théorème.  —  La  sphère  est  la  seule  surface  réelle  dont  tous 
les  points  sont  des  ombilics. 

Surfaces  minima.  —  La  condition  pour  que  l'indicatrice,  en 
un  point  quelconque  d'une  surface,  soit  une  hyperbole  équilatère 
s'exprime  par  une  condition  unique,  d'où  il  suit  que  sur  toute 
surface  existe  une  ligne  de  points  hyperboliques  en  chacun  des- 
quels les  deux  courbures  principales  sont  égales  et  opposées. 
Nous  appelons  surface  minima  une  surface  sur  laquelle  cette 
ligne  est  indéterminée,  et  dont,  par  conséquent,  les  deux  familles 
de  lignes  asymptotiques  se  coupent  partout  à  angle  droit. 
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Nous  aurons  à  revenir  plus  lard  sur  La  théorie  des  surfaces 
minima. 

Pour  le  moment  nous  nous  contenterons  de  déterminer  deux 
d'entre  elles  qui  présentent  un  intérêt  particulier. 

1"  Surface  mini  ma  de  révolution.  —  Soient  lYl  un  point  quel- 
conque <\\\  méridien  situé  dans  le  plan  de  la  figure  {fig-  64  >,  MN 
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la  normale  limitée  à  l'axe  île  révolution  :  M\  est  égal,  d'après  le 
théorème  de  Meusnier,  au  rayon  de  courbure  normal  relatif  au 
parallèle  du  point  M.  Le  second  rayon  de  courbure  principal  est 
égal  au  rayon  de  courbure  MG  du  méridien.  Si  donc  la  surface  est 
minima,  les  deux  vecteurs  M.N,  M  G  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires et  le  méridien  est  une  chaînette.  Donc  : 

La  surface  de  révolution  minima  est  celle  qu'engendre  une 
chaînette  en  tournant  autour  de  sa,  base. 

On  donne  à  celte  surface  le  nom  iïalysséidc . 

2°  Surface  minima  réglée.  —  Soient  M  un  point  quelconque 

Kig.  G.3. 
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d'une  surface  réglée  i  fig.  65  >.  <  G)  et  (c)  la  génératrice  rectiligne 
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el  la  courbe  asjmptotique  qui  passent  en  ce  point,  MT  la  tangente 
à  (c).  Le  plan  TMG  tangent  à  la  surface  est  oscillateur  à  (c)  si  donc 
l'angle  TMG  est  droit,  G  est  la  normale  principale  de  la  courbe  G, 
et,  si  cette  même  propriété  s'étend  à  toutes  les  asymptotiques,  les 
droites  G  seront  normales  principales  d'une  infinité  de  lignes.  Ces 
lignes  seront  des  hélices  (p.  i  i3)  et  l'on  conclut  que  : 

La  seule  surface  réglée  minima  est  Vhélicoïde  gauche  à  plan 
directeur. 

îNous  arrêterons  ici  les  applications  de  la  méthode  infinitésimale 
au  point  de  vue  purement  géométrique,  et  nous  allons  reprendre, 
par  les  procédés  de  l'Analyse,  l'étude  des  lignes  et  des  surfaces.  La 
méthode  analytique  paraîtra,  sans  doute,  plus  régulière  et  d'un 
maniement  plus  facile  ;  cependant  celle  que  nous  avons  suivie  et 
qui  consiste  à  envisager  les  choses  en  elles-mêmes,  présente  aussi 
de  sérieux  avantages  dont  le  principal  est  de  faire  mieux  pénétrer 
le  sens  des  théorèmes  et  les  détails  de  leur  démonstration. 
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DEUXIEME  PARTIE. 

THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  COURBES  PLANES 
OU  GAUCHES. 


CHAPITRE  VIII. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  COURBES  PLANES 


Coordonnées  rectangulaires  :  tangente,  normale.  —  For- 
mules   DE    QUADRATURE    ET    DE    RECTIFICATION.    COURBURE  ; 

RAYON  ET  CENTRE  DE  COURBURE  :  EXPRESSIONS  DIVERSES  DE 
LA  COURBURE.  LlEU  DES  CENTRES  DE  COURBURE;  DÉVELOP- 
PÉES. —  Courbes  planes  considérées  comme  enveloppes 
de  droites.  —  Les  mêmes  formules  en  coordonnées 
polaires. 

38.  Nous  supposerons  toujours  la  direction  positive  de  la  nor- 
male \IN,  en  un  point  M  quelconque  de  la  courbe,  située  dans  la 
région  de  la  concavité  en  <■<■  point  M;  nous  prendrons  arbitraire- 
ment la  direction  Ml  de  la  tangente  et  nous  rapporterons  la 
courbe  à  un   système  d'axes   rectangulaires  Ox,  Oy   lois  que  les 

angles  x Oy,  TMN  aient  la  même  disposition.  Dans  ces  conditions, 
si  nous  appelons  a  l'angle  de  MT  avec  Ox  la  normale  AIN  feraavec 

ce  même  axe  vin  angle  «'cal  à  y.-\---  Ces  conventions  demeureronl 

valables  jusqu'à  ce  que  le  point  M.  en  se  déplaçanl  sur  la  branche 
de  courbe  considérée,  vienne  coïncider  avec  un  point  pour  lequel 
la  concavité  changerai!  <!<-  sens. 
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Tangente,  normale.  —  D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  s  la 
valeur  algébrique  de  l'arc  A  M  compté  depuis  une  origine  fixe  A 
et  qu'on  projette  sur  (  )x  et  <  \v  la  corde  infiniment  petite  MM',  on  a 
immédiatement 


(i) 


dx  =  ds  cosa,         dy  =  ds  sina. 
ds-  =  dx-  -+-  dy*- 


Lan  g  a  = 


dy 
dx 


Remarque.  —  Soient  t.  n  les  points  où  la  tangente  et  la  normale 
rencontrent  0#,  PM  l'ordonnée  du  point  M;  on  a  souvent  à  consi- 
dérer l'un  ou  l'autre  des  quatre   segments  Mt,   M«,   P/,   Pn    aux- 


Fig.  66. 


quels  on  donne  le  nom  de  tangente,  normale,  sous-tangente  et 
sous-normale;  la  figure  66  met  en  évidence  pour  ces  quatre  seg- 
ments, les  expressions  suivantes  : 


M/ 


T  =  — 


2  I 


(  Pt  =  S,  =  —  7  cota 


y 

- —  > 

ma 

M„  =  N= —  , 

cosa 

oot  a. 

—y 

P„  =  S„  =  y  tang  v. 

On  vérifierait  aisément  la  généralité  de  ces  formules  en  discutant 
les  diverses  dispositions  qu'on  peut  donner  à  la  courbe  par  rap- 
port aux  axes  de  coordonnées,  et  en  se  conformant  aux  conven- 
tions adoptées. 

Application.  —  <  h\  peut  se  proposer  de  déterminer  la  courbe 

pour  laquelle  un  des  quatre  segments  que  nous  venons  de  définir 
conserve  une  valeur  constante. 
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1"  Courbe  dont  la  sous-normale  est  constante  et  égale  à  a. 
—  (  )n  a,  d'après  la  dernière  des  formules  (2), 

V  -7—  =  ",  y-  —  iax  -r-  C. 

-    dx  J 

La  courbe  est  donc  une  parabole  de  paramètre  a,  ayant  pour 
axe  <  ).r. 

2  '  (  'ourbe  dont  la  sous-tangente  est  constante  et  égale  à  a.  — 
(  )n  a  pour  l'équation  de  cette  courbe 

1  dx   h  a  dy  —  o,         y  =  c  e    " , 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

3°  Courbe  dont  la  normale  est  constante  et  égale  à  a.  —  On 

a 

y  -t-  a  cosa  =  o, 

d'où  en  différentiant,  puis  intégrant  : 

dx  tanga  —  àsinarfa  =  o,         dx  —  a  cosa  cfa,         .r  —  a-0=^sina, 

./„  itant  une  constante  arbitraire. 

(  )u  en  déduit 

1  x  —  x0)*-\-  y*  =  «-• 

La  courbe  est  donc  un  cercle  de  rayon  a  ayant  son    centre  en  un 
point  quelconque  de  <  )./■. 

i"  Courbe  aux  tangentes  égales  (tractrice).  —  Si  la  tangente T 
doit  rester  constamment  égale  à  a,  on  a,  pour  l'équation  différen- 
tielle de  la  courbe, 

1   !  1  y  -t-  a  sina  =  o. 

<l  où  en  différentiant 

dx  tanga  -1-  a  cosa  dy.  =  o, 

,  doi. 

dx  -f-  a  cos2  a  -: =  0  ; 

Mil  a 

d  où,  en  intégrant  et  en  appelant  ,/0  une  constante  arbitraire. 

1  1  )  x  —  xl}  =  —  a  cos  a  —  a  Log  tang  -  • 
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Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  les  valeurs  de  x  et  de  y  en 
fonction  du  paramètre  a.  Elles  sont  identiques  à  celles  que  nous 
avons  obtenues  au  paragraphe  14,  dans  l'étude  géométrique  de  la 
trac  tri  ce. 

Rectification  et  quadiiatuke.  —  La  dernière  des  formules  (i) 
permet  de  rectifier  une  courbe  plane  dans  le  cas  général  où  les 
coordonnées  rectangulaires  de  chaque  point  sont  exprimés  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  t.  Nous  aurons  souvent  l'occasion  d'en  faire 
usage  et  les  Traités  d'Analyse  fournissent  de  nombreux  exemples 
de  rectifications  de  courbes. 

Ouant  à  l'aire  d'une  figure  plane,  limitée  par  une  ou  plusieurs 
lignes  droites  ou  courbes  définies  analytiquement,  on  pourra  tou- 

Fig.  ti7. 


jours  l'évaluer  en  appliquant  une  ou  plusieurs  fois  la  formule  qui 
donne  l'aire  d'un  trapèze  curviligne  par  une  intégrale  définie. 
Nous  ferons  seulement  la  remarque  suivante  relativement  à  l'aire 
du  secteur  triangulaire  compris  entre  un  arc  AB  de  courbe  et  les 
deux   rayons  OA,   OB.    L'aire  du    triangle    rectiligne   infiniment 

petit  OMJVF  a  pour  valeur  ~{xy' —  yx')^,  on  a  donc,  en  désignant 

par  S  l'aire  du  secteur  total, 


Comme  application  considérons  une  ellipse  définie  par  les  deux 

équations 

j'  =  acos/,        y  =  bs'u\t. 

L'aire  du  secteur  compris  entre  les  deux    rayons  centraux   de 
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paramètres  ttJ  t{),  aura  pour  valeur 

V=    /      a6(cos2/-f-  sin2/)  dt  —  —  (/,—  /„  i. 
**      «-7/0  '' 

Courbure.  —  La  courbure  totale  de  l'arc  MM'  (fig-  66)  est  me-     ' 
surée  par  Y  angle  de  contingence  que  forment  les  tangentes  en  M  et 

en  M';  cet  angle  a  évidemment  pour  valeur  x' — a  et  le  rapport  ■ z-rz-y 

est  égal  à  la  courbure  moyenne  de  cet  arc  MM'.  La  limite  de  cette 
courbure  moyenne  est  donc  égale,  quand  M'  se  rapproche  indéfi- 

1         AT        <      dO.  11'-  i 

niment  de  M,  a  -j-  et  en  le  désignant  par  -~  on  a 

(5)  1-^1. 

(D'  R        ds 

Les  formules  (i)  et  (5)  permettent  de  résoudre  toutes  les  ques- 
tions relatives  à  la  courbure  des  courbes  planes;  R  est  ce  qu'on 
appelle,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  (§  6),  le  rayon  de  courbure  au 
point  M. 

Cherchons  par  exemple  quelle  est  la  courbe  plane  dont  la  cour- 
bure est  constante;  en  intégrant  les  deux  équations 

(  G  )  dx  =  R  cosa  d%,         dy  =  R  sina  û?a, 

où  l'on  suppose  R  constant,  on  obtient  immédiatement 
x  =  x0-t-  R  sina,         y  =  y0 —  Rsina, 

./'o  et y0  étant  des  constantes  arbitraires.  La  courbe  cherchée  est 
donc  un  cercle  ayant  pour  centre  un  point  quelconque  du  plan  et 
pour  rayon  l'inverse  de  la  courbure  donnée. 

Problème.  —  Trouve]'  une  courbe  plane  dont  le  rayon  de 
courbure  soit  proportionnel  à  la  normale  N. 

Soit  k  le  coefficient  de  proportionnalité.  Les  équations  du  pro- 
blème sont,  d'après  les  relations  (G)  et  la  seconde  des  relations  (a), 

dx  =  —  ky  d*.         dy  =  —  k  y  - d%, 

J  j  j  cosa 

La   seconde  s'intègre  immédiatement  et  donne,  en  appelant  a 
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une  constante, 

y  =  a  cos*«  ; 

d'où,  en  portant  dans  la  première  et  appelant  x0  une  nouvelle 
constante, 

x  =  x0 —  ak  I  cos7'  a  ch.. 

Les  coordonnées  de  chaque  point  sont  ainsi  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  a.  On  peut  prendre  pour  la  dernière  inté- 
grale l'une  quelconque  des  fonctions  primitives  de  cosAa,  car  une 
constante  arbitraire  ajoutée  à  la  valeur  de  x  n'a  d'autre  influence 
qu'un  déplacement  de  l'origine  des  coordonnées  sur  Ox. 

Remarque.  —  En  donnant  des  valeurs  simples  au  coefficient  h 
la  quadrature  se  fait  immédiatement  et  l'on  obtient  des  courbes 
remarquables,  savoir  : 

Pour  k  =  i  un  cercle  avant  son  centre  sur  Ox; 

Pour  k  =  — 2  une  parabole  ayant  Ox  pour  directrice: 

Pour  k  =  —  i  une  chaînette  ayant  Ox  pour  base  ; 

Pour  /.'  =  2  une  cycloïde  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  de 
rayon  constant  qui  roule  sans  glisser  sur  Ox. 

Le  calcul,  dans  ces  deux  premiers  cas,  est  très  simple;  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas;  nous  reviendrons,  au  Chapitre  suivant,  sur 
la  démonstration,  pour  la  chaînette  et  la  cycloïde. 

Expressions  diverses  du  rayon  de  courbure.  —  La  for- 
mule (5)  qui  traduit  simplement  la  définition  même  de  la  cour- 
bure est  susceptible  de  prendre  plusieurs  formes  qu'il  est  bon  de 
connaître. 

Si  I  on  y  remplace  l'angle  a  par  sa   valeur   arc  tang  -jf-  -  ds   par 

(dy--{-dy-  )*  on  obtient  d'abord  la  formule  générale 

, .,                                                   i          d.r  d-  y  —  dy  d-  X 
(8)  ïï=  Z £_, 

I  dr-  -+-  dj-  >'-' 

dans  laquelle  x  et  y  sont  des  fonctions  du  paramètre  t  qui  définit 
un  point  quelconque  de  la  courbe.  Si  Ion  suppose  x—t,  en 
d'autres  termes  si  la  courbe  est  définie  par  une  équation  de  la 
forme  y  =/{  x  i,  on  doit  faire  dans  celte  dernière  formule  </-.r  =  o 
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et  elle  devienl  alors 

■    .      y"    ■ 


(9)  R 


ii  +  J'-|! 


les  accents  désignant  des  dérivées  prises  par  rapports  à  x. 

La  formule  (8)  prend  une  forme    très  simple  quand   on    prend 
pour  variable  lare  s  ;  on  a  alors 

/dx\z        /dy 
\  ds  /    "*"  \  ds 


d'où 

dx  d2x        dy  d2 y 
ds    ds2         ds    ds'1 


o; 


la  formule  (8)  devient  alors 

i  dx  d2  y        dy  d2.r 

R         ds    ds2  ds    ds- 

et,  en  élevant  au  carré, 

-L-ïfflf.Y      ((lv^\  \(clixY  ,    /^2./\-]       (dxd2x   ,    dy  d2y\2_ 
{  "  '    R»  ~  \_\ds)  ~*~  \  ds  )  J  [\  ds2  /  +  \  ds*  )  J       \rfs  ds*  +  rf$    rfs*  J  ' 

d'où 

On  peut  enfin  obtenir  une  expression  très  simple  de  R  en  intro- 
duisant la  normale  N  = : — •  On  a,  en  effet,  en  prenant  pour 

cos  a  *  l 

variable  indépendante  a:, 


d'où 


d'où  enfin 


,,  1      d% 

y  —  tanga,         y  =  —  -j— ; 

J  J         cos2a  dx 

„  _       '  d*      _  J [_  . 

"^  cos- a  ds  cos  a         R   cos3  a' 


1  N3 

(12)  R  = 


^  cos^a         y  y 


(^ette  dernière  formule  est  commode  quand  on  veut  déterminer 
une  courbe  plane  par  une  relation  constante  entre  le  rayon  de 
courbure  et  la  normale.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver 
la  courbe  plane  pour  laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportion- 
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nel  au  cube  de  la  normale.  En  désignant  par  k  le  coefficient  de 
proportionnalité,  l'équation  différentielle  est,  d'après  la  for- 
mule (12), 

y*y"-+-  A-  =  o, 

ce  qui  peut  s'écrire 

y3 y'  dy  +  k  dy  =  o  ; 

d'où,  en  intégrant,  et  appelant  c  une  constante  arbitraire 

0    >■■>  7  Y  dy  j 

V2y2=cy--ï-A\  -  =  dx  \ 

s/cyïTlc 

d'où  enfin,  xt)  étant  une  constante  arbitraire  : 


c(x  —  x0)  =  \/cjK2-f-  k. 

La  courbe  est  donc  une  conique  ayant  pour  axe  Ox.  Son  équation 
se  ramène  à  la  forme 

y"1  =  ipx  ■+-  qtP-, 

en  choisissant  x0  de  telle  sorte  que  k  =  c2xl;  on  en  conclut 

p  =  —  cx0  —  —  \fk, 

d'où  k  =  p-\  le  rapport  constant  k  est  égal  au   carré   du    para- 
mètre. 

Gejvtre  et  rayon  de  courbure,  développée.  —  Portons  sur  la 
normale  MN,  dans  le  sens  positif,  un  segment  MM,  égal  à  R.  Le  point 
M,  est,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  le  centre  de  courbure  au  point  M. 
(première  Partie,  §  6).  En  décrivant  de  M,  comme  centre  un  cercle 
passant  par  ce  point  M  on  a  le  cercle  de  courbure.  Si  le  point  M 
décrit  la  courbe  donnée  (C)  le  point  M,  décrit  une  seconde  courbe 
G,  qui  est  la  développée  de  la  première.  Ce  qui  précède  permet 
d'obtenir  immédiatement  les  équations  de  la  développée.  Les  coor- 
données se,  y  de  M,  sont  en  effet 


(i3) 


l  Xi  =  x  -+-  R  cos  ( ha)   =  x  —  Rsina, 

I  yt  =  y  -+-  R  sin  (  —  -+-  a  J   =y-\-Rco*0L 


et  se  trouvent  ainsi  exprimées  en  fonction  de  la  variable  a.  En  dif- 
férenciant ces  équations,  désignant  par  a,  l'angle  de  la  tangente  à 
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la  développée  axec  Ox,  par  ,v,  l'arc  correspondant  de  cette  même 
courbe  on  a 

dxx  =  dsx  cosa,  =  d.r  —  llcosa  d%  —  rfRsina, 
dyi  =  ds\  sinaj  =  ds  sinx  —  R  sinarfa  -f-  <a?R  cosa, 

ou,  en  remplaçant  ds  par  R  do.  et  réduisant, 

ds\  cosa,  =  —  r/R  sina,         cfo,  sin  ai  =  dR  cosa,         ds\  =  rfR*. 

Supposons  qu'on  ait  pris  pour  sens  du  mouvement  positif  surC 

Fi  g.  68. 


celui  dans  lequel  le  rayon  de  courbure  va  en  croissant  en  sorte 

j  r> 

que  -r-  soit  positif;  les  deux  sens  de  mouvement  se  correspondent 

alors  sur  la  courbe  (C)  et  sur  sa  développée,  à  la  condition  de 
prendre  ds{  =  -+-  «?R  et  l'on  voit  que  les  formules  précédentes  se 
réduiront  à 

«i  =  a  H ?  s,  =  R  —  R0) 

s{  étant  lare  A,  M,,  correspondant  à  l'arc  AM  (fi  g.  68). 

On    déduit    de    ces    formules    les    conséquences    développées 
au  paragraphe  13. 

On  voit  de  plus  que,  en  raison  de  la  convention  précédente,  la 
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tangente  à  la  développée  est  dirigée  suivant  la  normale  de  la  déve- 
loppante et  dans  le  même  sens. 

Remarque.  —  Si  l'on  veut  étudier  directement  et  sans  passer 
par  l'étude  de  la  courbure  la  développée  d'une  courbe  (C)  il  sera 
avantageux  de  la  considérer  non  comme  le  lieu  des  centres  de 
courbure,  mais  comme  l'enveloppe  des  normales. 

39.  Courbe  plane  considérée  comme  l'enveloppe  de  ses  tangentes. 
—  Lorsqu'une  droite  se  déplace  de  manière  à  rester  tangente  à 
une  courbe  donnée,  sa  distance  à  l'origine  est  une  fonction  don- 
née p(ot)  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  Ox,  l'équation  de  cette  droite 

mobile  est  alors 

x  sina  —  y  cosa  =  p(  a), 

et  l'on  a,  pour  l'équation  de  la  normale, 

x  cosa  -+-  y  sina  =  q i  a  ). 

Les  coordonnées  de  chaque  point  M  sont  ainsi  exprimées,  un 
fonction  d'un  même  paramètre  a,  par  les  formules 

x  =  p  sina  -+-  q  cosa,         y  =  —  p  cosa  -+-  q  sin  a. 

(  )n  a,  en  les  dillérentiant, 

ds  cosa  =  dx  =       dp  sina  -+-  dq  cosa  -+-  \  p  cosa  —  q  sina)  du, 
ds  sina  =  dy  =  —  dp  cosa  -+■  dq  sina  -+-  (  p  sina  -+-  q  cosa  )  da.  : 

d'où 

i  ds  —  dq  —  p  dot.  )  cos  a  -+-  i  q  dn  —  dp  )  sin  a  =  o, 

(ds  —  dq  —  P  da.)  si  n  a  —  (  q  dy.  —  dp  )  eus  a  =  o  ; 


d'où  l'on  déduit 

dp  ds  d-p 

di.  dci.  rfaa 


?  =  :£-' 


La  première  exprime  que  la  courbe  esl  le  lieu  des  intersections 
successives  de  ses  tangentes.  La  seconde  donne  une  expression 
remarquable  du  rayon  de  courbure.  On  a,  en  résumé,  pour  l« !S 
équations  de  la  normale  et  de  la  tangente. 


04) 


x  sina  —  y  cosa  =  />(a), 
x  cosa  -h  y  sina  =  />'(a), 
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et  pour  l'expression  du  rayon  de  courbure 
(i5)  R=  gr  =y(*)-i-  />"<*)• 

Ce  mode  de  représentation  analytique,  qui  consiste  à  définir  une 
courbe  plane  par  une  propriété  commune  à  toutes  ses  tangentes, 
se  prête  avec  une  grande  facilité  à  l'étude  de  certaines  questions 
qui  conduiraient  à  des  calculs  compliqués  en  coordonnées  ponc- 
tuelles. Observons  en  ellet  que  les  coordonnées  du  point  M,  et  les 
segments  N,  T,  SN,  Sr,  s'expriment  ici  par  les  formules 

j     r  =  p  sina  -t-  p'  cosa,  y  = — p  cosa  -+-  p'  sina, 

\  rr.  Y  pc.  cos2  a 

11= ; —  =  «cola  —  p  ,        ^i  =  —  v  cot  a  =  p  — : —  p  cos  a, 

(  io)  ■  sin  a  sina 

y  ,  ,  ,  ?in2  * 


N  = —  =  p — p  tau  »  a,      S„  =  — y  tanga  =  —  p  sina 


cos  a 


qui  sont  linéaires  par  rapport  à  p  el  p'.  R  est  de  même  linéaire  par 
rapport  à  p  et  kp".  Si  donc  la  courbe  est  définie  par  une  relation 
linéaire  entre  quelques-unes  des  sept  quantités  x,  r,  T,  N,  S,, 
S„,  R,  sa  détermination  dépendra  d'une  équation  linéaire  du 
second  ordre. 

Si,  comme  il  arrive  souvent,  on  connaît  a  priori  une  courbe 
qui  réponde  à  la  question,  l'équation  du  second  ordre  pourra  être 
ramenée  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  intégralité  par 
deux  quadratures. 

Proposons-nous,  par  exemple,  le  problème  suivant  : 

Trouver  une  courbe  plane  telle  que  le  rayon  de  courbure 
soit  une  fonction  donnée  de  I angle  que  la  tangente  fait  avec 
une  direction  fixe. 

L'équation  à  intégrer  sera,  en  prenant  pour  axe  des  x  une  paral- 
lèle à  la  direction  donnée, 

Si  l'on  connaît  une  solution  particulière  p=ft  (a),  la  solution 
générale  sera  donnée  par  l'équation 

p  —  fi(oc)  ■+■  a  sina  —  b  cosa, 
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a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires.  On  pourra  d'ailleurs  tou->- 
jours  trouver  une  solution  particulière  de  l'équation  (17)  puisque 
l'on  connaît  l'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre.  On 
remarquera  d'ailleurs  que  la  courbe  trouvée,  la  plus  générale,  est 
l'enveloppe  des  droites 

(x  —  a)  si n  a  -+-  (y  —  b  )  cos a  =  'fx (a). 

Elle  se  déduit  donc  de  la  courbe  particulière  p=ff  (a),  à  la,- 
quelle  on  aurait  fait  subir  une  translation  égale  et  parallèle  au  vec- 
teur mené  de  l'origine  au  point  de  coordonnées  (a,  b).     - 

Équation  intrinsèque  d'une  courbe  plane.  —  On  appelle 
équation  intrinsèque  d une  courbe  plane  une  relation  constante 
à  laquelle  douent  satisfaire  l'arc  indéfini  A.M  =  s  et  le  rayon  de 
courbure  R  à  l'extrémité  M  de  cet  arc.  On  peut  de  ce  qui  précède 
déduire  le  théorème  suivant  : 

Théorème;  —  Toute  équation  de  la  forme, •'R=f(s)  définit 
une  courbe  plane  et  une  seule  à  laquelle  on  peut  d'ailleurs 
donner  une  position  quelconque  dans  le  plan. 

Cette  équation  équivaut  en  effet  a  la  suivante  : 

/"   ds 

Je    A s  > 

a0  étant  une  constante  arbitraire  qui  peut  être  réduite  à  zéro  en 

faisant  tourner  d'un  angle  convenable  la  courbe  considérée  autour 

d'un  point  fixe  du  plan.  On  en  conclut  que   s   est  une  fonction 

parfaitement  déterminée  œ'(a)  de   l'angle   a  et    l'équation  donnée 

prend  alors  la  forme 

R  =  /(cp)=  4/(«  ). 

Elle  définit  ainsi  que  nous, venons  de  le  voir  des  courbes  toutes 
égales  à  une  même  ligne  (c)  et  dont  chacune  s'obtient  en  impri- 
mant à  cette  ligne  (c)  une  translation  déterminée. 

Remarque.  —  Ce  théorème  a  déjà  été  démontré  directement  au 

paragraphe  32  à  l'occasion  de  la  théorie  géométrique  des  surfaces 
développables. 

Formule  de  rectification  de  Legendre.  —   Remarquons  enfin 
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(jue  la  formule  (i5)  donne,  pour  l'expression  de  l'arc  .?, 
.s-  =  //(  a  )  —  p'{  a0)  H-   /      /Mai  <Yx. 

Cette  formule,  dans  laquelle  se  trouve  mis  en  évidence  le  seg- 
ment recti ligne  yt?'(a)  qui  mesure  la  distance  de  l'origine  à  la  nor- 
male menée  à  l'extrémité  de  l'arc  .s,  est  susceptible  de  nombreuses 
applications  :  c'est  la  formule  de  rectification  de  Legendre. 

40.  Coordonnées  polaires.  —  Les  formules  relatives  aux  coor- 
données polaires,  établies  géométriquement  au  paragraphe  3,  se 
déduisent  de  celles  que  nous  venons  de  trouver  pour  les  coordon- 
nées rectangulaires;  en  partant  des  formules  de  transformation 

x  =  p  cos  tu,         y  =  p  si n  tu, 
on  en  déduit  en  ellet 

dx  =  dû  cbso)  —  o  si n  to  dto  =  ds  cosa, 
dy  =  dp  s  in  to  -+-  p  cos  co  doi  =  ds  sin  a, 

a  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  polaire  Ox.  Ajoutons  ces 
deux  équations  multipliées  par  cos  to,  sin  to,  il  vient 

do  =  ds  cos(  a  —  to  )  ; 

on  a  de  même 

p  doi  =  ds  si  n  (  a  —  tu  l . 

en  ajoutant  après  avoir  multiplié  par  — •  sin  to,  cos  to.  Or  (a  —  tu) 
est  égal  {fi g-  69)  à  l'angle  V  fait  par  la  tangente  et  le  prolonge- 
ment du  rayon  vecteur  ;  on  retrouve  donc  les  formules  connues 

i  1  8  )         dp  =  ds  cos  V,         p  dix)  =  ds  sin  V,         ds*  =  dp-  -!-  p2  <:/to2. 

Si  l'on  forme  la  combinaison  xdy — ydx  on  obtient  immédia- 
tement la  formule  de  quadrature 

(19)  dS  =  -  g5  rfw, 

•2  ' 

S  étant  l'aire  du  secteur  AOM  compté  à  partir  du  rayon  polaire 
fixe  OA.  On  déduit  des  formules  (  18),  ainsi  que  nous  l'avons  vu  au 
paragraphe  17,  les  expressions  suivantes  de  la  tangente,  de  la  nor- 
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maie,  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  polaires,  définies  à 

laide  de  l'axe  O^   de  direction  o>  H —  > 

■i 


\  M 

(  20  I       )         . 


— > 

r  =  t  = 


;os  V 


ds 
dp 

di» 


M  N  =  N  =  -J-T7  -r-  ; 
si n  V   cto> 


->  —        do 

OT  =  S,  =  —  otangV  =  — ps-r-  ,  ON  =  S„  =  pcotV  =  -/-• 

ap  '  dto 

Courbure.  —  On  pourrait  transformer  de  même  l'expression  (8) 

Fig.  69. 


de  la  courbure  en  coordonnées  cartésiennes  mais  il  esl  préférable 
de  partir  des  relations 


1         dx  z  (/<.» 

—  =  — ,        . a.  —  a)  =  arc  tang  — — 
R        ds  do 


d'où 


d%  =  dta 


p  dp  d'1  o>  -+-  dp9  diM  —  p  dta  d'1  p 
t/02  H-  0-  ^/to2 


et  par  suite 


(21) 


p  rfp  rf* (o  h-  p'2  rfo»:i  -f-  2  rfp2  rfio  —  p  dio  d-p 
do-  h-  p'2  rfo»' 

1  p  </p  rf*  h)  -H  p3  t/w3  -+-  2  r/p2  <Yw  —  p  rfm  d*  p 

ÏÏ  = 


1  <7p2-f-  p"-dM-  12 
Si  l'on  prend  pour  variable  l'angle  10  ei   que  l'on  considère  p 
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comme  fonction  de  to  on  doit  faire  d-io  =  o,  ce  qui  donne,  en  dé- 
signant par  dos  accents  les  dérivées  de  o  : 

i  p* -*-£>'?  i'- 
Oii  a  souvent  intérêt  à  introduire  au  lieu  du  rayon  vecteur  o  son 
inverse  -  que  nous  désignons  par  //.  On  a  alors 

i  ,  a 

?  =  -  '  P  = ô  ' 


d'où 


p"  = 

2  un 

u- 

ii 

i  ii  -  u  -  - 

m  h 

ir 

//•'« 

r/2  = 

if2  — 

u- 

!  23   I  jr 


i  a6  /  i  nu'-        au"  —  •>  u'-\         u3 (  u-\-  u") 


,u-  u* 

u  -  )'    X  '  (u"-  -J-  II'*-)1 


S.    H.  \ 
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CHAPITRE  IX. 

COURBES  PLANES  PARTICULIÈRES 
CINÉMATIQUE  DU  PLAN. 


Étude  de  courbes  particulières.  —  La  chaînette,  la  trac- 
trice.  —  L'ellipse  :  tangente:  normale;  courbure;  déve- 
loppée. —  Rectification  de  l'ellipse  :  points  associés; 
théorème  de  Fagnano.  —  Cycloide  et  épicycloides.  — 
Cinématique  du  plan  :  déplacement  a  un  paramètre  d'un 
plan  mobile  sur  un  plan  fixe.  —  Théorie  des  roulettes, 
trajectoires  de  points  ou  enveloppes  de  droites  liés 
invariablement  au  plan  mobile. 

41.  Chaînette.  Tangente.  Normale.  —  Nous  appliquerons  d'abord 
les  formules  générales  du  Chapitre  précédent  au  cas  où  l'une  des 
deux  coordonnées,  x  par  exemple,  est  prise  pour  variable  indé- 
pendante et  nous  prendrons  pour  exemple  la  chaînette  définie  par 
l'équation 

(i)  /=f(e"-He~«)         (a>o), 

on  en  déduit  par  deux  dérivations 


"=  —  \e"  +e    ")  =  Z- 


(3)  y 

Les  propriétés  de  cette  courbe,  démontrées  géométriquement 
au  paragraphe  14,  se  déduisent  immédiatement  de  ces  équations. 
Jl  résulte  de  la  première  que  la  courbe,  située  tout  entière  au- 
dessus  de  OX,  est  symétrique  par  rapport  à  OY  ;  on  peut  donc  se 
contenter  de  faire  varier  x  de  o  à  +3c. 


CHAPITRE    IX.    —    COURBES    PLANES    PARTICULIERES.  1)1 

D'après  l'équation  (2)  y'  croit  constamment  de  0  à  +  x.  La 
courbe  se  compose  d'une  brandie  parabolique  dont  la  direction 
asymptotique  est  celle  de  OY.  La  tangente  au  sommet  A  {fig.  70  ) 

Fie.   -<> 


est  parallèle  à  OX.  Enfin  l'équation  (3)  montre  que  y"  ne  s'annule 
jamais  et  reste  toujours  positif,  la  courbe  tourne  sa  concavité  cons- 
tamment vers  les  y  positifs  ;  la  direction  de  la  normale  au  point  A 
est  donc  AY,  et  par  suite  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle  à  la 
direction  positive  de  OX.  On  doit  donc,  d'après  nos  conventions, 
prendre  pour  sens  du  mouvement  positif  sur  la  courbe  celui  dans 

lequel  x  va  en  croissant  ;  en  d'autres  termes  —  est  positif. 

1  as  r 

On  a  d'ailleurs 

ds-  =  (1  -+-  y'-  )  dx2  =  —y-  \e"  -+-  e    "  )  , 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  remarque  précédente, 

-   1(7 

ds  =  -  \  e" 


(4) 
d'où 

(5) 


-:) 


y 


dx  =  —  dx, 
a 


%y 


Tangente  et  normale.  —  La  formule  (5)   conduit  à   la  cons- 
truction de  la  tangente  donnée  au  paragraphe  24.  On  mène  par  le 
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pied  P  de  l'ordonnée  une  tangente  MK  au  cercle  de  rayon  a  et  de 
centre  M;  la  tangente  cherchée  est  parallèle  à  PR;  la  normale  en  M 
coïncide  avec  MR.  Le  segment  N  de  la  normale  Mn  limitée  à  OX 
est  donnée  par  la  formule 

y  r* 

(6)  N  = ■—  =—±— 

cosa  a 

Courbure.  —  Lune  quelconque  des  formules  du  Chapitre  pré- 
cédent nous  donne  le  rayon  de  courbure;  la  formule  (11)  par 
exemple  donne 

«-  y3      y~ 


_    _  J__    _   J__   _  J^ 


y   eus* a        y 


a 


donc  le  rayon  de  courbure  est  égal  et  de  signe  contraire  à  la 
normale. 

La  réciproque  est  exacte  (§39)  :  toute  courbe  plane  jouissant 
de  cette  propriété  est  une  chaînette  ayant  pour  base  OX.  On  a 
en  effet,  pour  une  telle  courbe, 

ds  y  ,  . 

(  7  )  — -  =  — - —  ,  a  y  cos  a  —  y  sin  a  ai  —  <>. 

di        cosa 

ëquation'qui  s'intègre  immédiatement  et  donne 

y  cosa  =  a, 
a  étant  une  constante  arbitraire.  L'équation  (j)  donnerait 

dx  =  ydot.= di  : 

cosa 

d'où  en  intégrant  et  désignant  par  .r0  une  constante  arbitraire 

x  —  .rn  /  r.        i\ 

a  ° \4        2/ 

()u  en  déduirait  aisément  pour  l'équation  de  la  courbe 

/  .,■-.-,■„  ..- --.»■„-. 

y=  -\e    «    +e       "    ). 

Développée.   —  Le  centre  de  courbure  M,   correspondant  au 
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point  M  a  pour  coordonnées 

r2    . 

X\  —  x  —  R  sin  a  =  .r  —  ' —  sin  a, 
a 

yx  =  y  -+-  R  cas  a  =  y  -+-  '■ —  cos  a  =  iy. 

Ces  deux  formules,  dont  la  seconde  est  évidente  géométriquement, 
permettent  d'exprimer  .r,  et  y{  en  fonctions  de  .r  seul  ou,  si  l'on 
veut,  en  fonction  du  paramètre  a. 

Quadrature  et  rectification  de  La  chaînette.  Tractrice.  — 
Les  propositions  relatives  à  la  quadrature  et  à  la  rectification  de  la 
chaînette,  démontrées  géométriquement  au  paragraphe  li,  se 
déduisent  immédiatement  des  formules  qui  précèdent.  Nous  nous 
contenterons  de  les  rappeler  ici. 

Soient  H,  K  les  projections  du  pied  P  de  l'ordonnée  MP  sur  la 
tangente  et  sur  la  normale  en  M  : 

i"  Le  quadrilatère  curviligne  VOMP  et  le  rectangle  MHPK  ont 
la  même  aire  ; 

2°  L'arc  AM  et  le  segment  rectiligne  MH  ont  la  même  lon- 
gueur; 

3"  Il  résulte  de  cette  dernière  propriété  que  le  lieu  du  point  H 
est  une  développante  particulière  de  la  chaînette,  cette  dévelop- 
pante étant  normale  en  H  à  MH  est  tangente  à  HP  ;  et  le  segment 
HP  étant  égal  à  a  conserve  une  valeur  constante.  Le  lieu  du 
point  H  est  donc  une  courbe  aux  tangentes  égales,  c'est-à-dire  une 
tractrice  ayant  OX  pour  asymptote. 

i2.  Ellipse.  —  Gomme  exemple  simple  de  courbe  définie  par 
une  représentation  paramétrique,  prenons  l'ellipse  rapportée  à  ses 
axes  et  ayant  pour  équations 

(8)  x  =  a  cos  /,        y  =  b  sint, 

d'où 

(9)  dr  =  —  a  sin  t  dt,         dy  =  b  cos  t  dt, 

ds*=  (  «2  sin2/  -h  62  cos2 t)dt*. 

A  cause  de  la  symétrie  il  suffit,  pour  avoir  la  courbe  entière,  de 
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fiiin'  varier  l  de  o  ;>  -  {fig>  71  )•  Au  point  A  (t  =  o)  la  concavité 

Fis:.  -1. 


B 

E 

^    ~~~-— ^.^ 

> 

S                 ^*""«Nfc. 

/ 

S 

S 

/ 

N 

7<n 

/ 

/ 
/ 

SN  \ 

/ 

0 

/   / 
/  / 

b 

A 

> 

est  tournée  vers  le  centre  O,  la  normale  est  dirigée  de  A  vers  O; 
la  tangente  est  par  suite  parallèle  à  la  direction  des  y  positifs. 
L'arc  s  doit  donc,  dans  le  voisinage  de  A,  être  compté  positive- 
ment de  A  vers  B;  et  cette  convention  est  \alahle  dans  toute 
l'étendue  de  l'arc  AB,  la  courbure  ne  s'aunulant  nulle  part 
ainsi   que  nous   allons    le    voir.    11    suit    de    là    que    l'arc  A  M  est 

une  fonction  croissante    de   t,   que  -j-  est    positif  et   qu'on    a  par 

suite  : 

ds  =  Hdt, 

H  désignant  la  valeur  absolue  du  radical 


(ib)  II  =  \'a-  sina/  -+-  62  cos2£. 

Les  équations  (9)  peuvent  alors  s'écrire 

(ii)  Hcosa= — dsint,         Hsinx=6cos?,        ds=z¥kdt. 

Tangente.  Normale.  —  On  déduit  des  formules  (n) 


(12) 


tanera  = coi  /. 


L'expression  de  la  sous-tangente  est  ici 

a  ,    .  sin- / 

bf  =  —  y  col  a  =  T  tau"  /  b  si  11  /  =  <t 

J  b         fe  eus/ 

Celle  formule  est  indépendante  de  l>\  onpeul  donc,  pour  cous- 
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t mire  l'extrémité  /  de  la  sous-tangente,  substituer  à  l'ellipse  le 
cercle  décrit  sur  VA  connue  diamètre,  ce  qui  donne  la  construc- 
tion immédiate  de  la  tangente* et  de  la  normale. 

Remarquons  encore  L'expression  simple  de  la  normale  N.  On  a 
dans  le  cas  actuel 

(,3)  N=__Z_=Ji£*H. 

cosx        a  sitW        a 

Courbure.  —  On  lire  de  la  formule  (12) 

da  b         dl 

II2  cos*a        H2  a   sin2 t 

ou,  en  tenant  compte  de  la  première  des  formules  (11), 


da 

ab 

dl 

H2 

i; 

= 

H  » 
ab 

(14) 

Si  Ton  remplace  H,  dans  cette  expression  du  rayon  de  cour- 
hure,  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i3  ),  il  vient 

R  =  ~  N». 
b* 

Le  rayon  de  courbure  est  donc  égal  au  cube  de  la  normale  divisé 
par  le  carré  du  paramètre  —  Nous  avons  vu  (p.  142)  que  cette 
propriété  est  caractéristique  des  coniques  ayant  pour  axe  OX. 

Développée,  —  Les  formules  générales  qui  donnent  les  coor- 
données du  centre  de  courhure  sont  dans  le  cas  actuel 

H3    .  H2  c2 

X\  =  x s-  si  n  a  =  a  eos  / cos  t  =  —  cos3 1. 

ab  a  a 


H»  ,    .  H2    .  c« 

— r    COSX    —   b  SU)  t  —   —r-  Slll  t  = r- 

ab  b  b 


y\=  y  -t-     t  cos  a  =  b  sin£  —  -r-  sin/  = —  sin3/. 


Si  Ion  pose 


«Il  T   =  *li 


on  trouve,  en  éliminant  t.  pour  l'équation  de  la  développée 
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Remarque.  —  A  l'arc  AB  de  l'ellipse  correspond  l'arc  CD  de 
la  développée  l'abscisse  du  point  de  rebroussement  C  est  égale 

C'  c2 

à  — ,  l'ordonnée  de  D  est T  ;  on  vérifie  sans  peine  que  la  droite  CD 

a  b  l  l 

(jui  joint  ces  deux  points  passe  par  le  sommet  E  du  rectangle  OABE 

el  est  perpendiculaire  à  la  diagonale  VB. 

Rectification  de  l'ellipse.  —  La  quadrature  de  l'ellipse  ne  pré- 
sente pas  d'intérêt,  l'aire  du  triangle  curviligne  AMP  s'obtient 
immédiatement  en  considérant  la  courbe  comme  la  projection 
orthogonale  du  cercle.  Quand  à  la  longueur  de  lare  de  courbe  AM 
elle  est  donnée  par  l'intégrale  définie 


AM  =    I      \'a-  sin2//  -t-  b*  cos2  u 


du 


qui  se  ramène,  comme  on  sait,  à  la  somme  de  deux  intégrales  ellip- 
tiques, l'une  de  première,  l'autre  de  seconde  espèce.  On  peut  aussi 
appliquer  la  formule  de  rectification  de  Legendre  et  la  comparai- 
son des  deux  méthodes  conduit  tout  naturellement  à  la  notion  des 
points  associés.  L'équation  générale  des  tangentes  est  en  effet 

x  y    . 

—  cost  -+-  v  sin  t  =  i , 

a  b 

c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (  i  i  ), 

ab 


x  si na  — y  cosa  —  tj- —  =  \/ a-  sin2a  -t-  b-  cos2a  =  /(et). 

La  formule  de  rectification  de  Legendre  nous  donne  donc,  en 
appelant  /  la  distance  de  la  normale  en  M  au  centre  de  la  courbe, 


arcAM  =  /  ~  !     H{  u  )(/it, 


c      qui    peui    décrire,   en   faisant   sous  l'intégrale   la   substitution 


arc  A. M 


/—  /  H(t<)dii. 
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ou  encore,  en  vertu  de  la  formule  (<)), 

arc  A  Al  =  /  -+-  arcBM,, 

Mt  étant  le  point  de  la  courbe  correspondant  à  la  valeur  l\  =  ~  —  a 
du  paramètre. 

La  différence  des  deux  ares  AM  et  BM|  est  donc  équivalente  au 
segment  reetiligne  /;  cette  égalité  constitue  le  tliéorènie  de  Ka- 
gnano.  Les  points  M  et  M,  sont  dits  associés. 


lie  marque.  —  La  relation  tang/tanga  = donne  entre  les 

paramètres  des  deux  points  associés  la  relation  symétrique 

b 

b         5   l       a 

On  peut  d'ailleurs  mettre  la   relation  de  Fagnano  sous  la  forme 
également  symétrique 

arc  AM)  -t-  arc  AM  =  l  -+-  arc  AB. 

On  en  conclut  évidemment  1=  lt;  donc  :  les  normales  en  des 
points  associés  sont  équidislantes  du  centre  de  V ellipse. 

43.    Cycloïde.    Épicycloïdes.    —   Soit  un   point    V,  mobile  sur 
une  droite  OX;  construisons  un  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  a 

Fis.  -.->-. 


langent  à  OX  au  point  A.  et  portons  sur  ce  cercle,  dans  la  di- 
rection VO,  un  arc  de  longueur  VO;  le  lieu  du  point  M,  extrémité 
de  cet  arc,  lorsque  \  décrit  OX,  est  la  cycloïde  OM. 

Soit  /  l'angle  ACM;  projetons  le  contour  OAGM  sur  OX  et  sur 
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la  perpendiculaire  01   à  cette  droite,  nous  obtenons,  pour  repré- 
senter la  courbe,  les  deux  équations 

(  x  =  a(  t  —  sin  /  ). 

'  ■  >  ) 

[    y  =  a(l  —  COS<  ). 

Les  valeurs  t,  2tï -\- t  donnent  deux  points  homologues  situés 
sur  deux  boucles  consécutives,  il  suffit  donc  de  faire  varier  t  de  ci 
à  2tc.  En  outre  les  deux  valeurs  t,  it  —  t  déterminent  des  points 
M,  M,  pour  lesquels  on  aj=j'h  x-\-x{  =  iaiz:  d'où  cette  con- 
séquence que  la  droite  x=aTz  est  un  axe  de  symétrie  de  la  pre- 
mière boucle  et  qu'il  suffît  de  faire  varier  t  de  o  à  -. 

<  )n  déduit  des  relations  (  1 5) 

l  dx  =  dscosa  =  îa  sin2     dl. 

(  i  (.  i 


I  dy  =  ds  sin  a  =  %a  sin  -  cos  -  é//. 

\     ^  i         i 


(  )n  en  conclut  immédiatement  que  le  point  O  est  un  point  de 
rebroussement,  que  le  point  ù  =  tz  est  un  sommet  où  la  tangente 
est  horizontale;  la  normale  en  ce  point  S  étant  dirigée  vers  OX,  on 
voit  que  la  tangente  est  parallèle  à  la  direction  des  a:  néga- 
tifs; les  arcs  doivent  donc  être  comptés  positivement  dans  le  sens 

ds 
de  la  flèche;  en  d'autres  termes  -j  est  négatif  et  les  formules  (  16) 

doivent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

ds  =  —  2 a  sin  -  dt, 

2 

.    t  t 

.    cosa=  —  sin— »  siii2=  —  cos-? 

i  i 

_  3-        / 


On  en  déduirait  sans  difficulté  tout  ce  que  nous  savons  (§  15) 
sur  la  cycloïde  relativement  à  la  tangente,  à  la  courbure,  à  la  recti- 
fication et  à  la  quadrature  de  la  courbe.  On  a  en  particulier,  pour  les 
expressions  de  la  normale  N  et  du  rayon  de  courbure  R, 

Y  t  t 

N  = —  —  2  a  sin  -  ,  R.s=  la  stn  —  =  2  N. 

cosa  2  2 
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Celle  dernière  propriété  est  caractéristique  de  la  cycloïde.  En 
d'autres  termes  :  toute  courbe  plane  dont  Le  rayon  de  cour- 
hure  est  double  de  ta  normale  est  une  cycloïde  ayant  pour 
base  OX. 

L'équation  différentielle  d'une  lelle  courbe  peut  en  ellel  se 
mellre  sous  la  forme 

(18)  ds= -^-rfa: 

cosa 

ou.  en  multipliant  par  sina., 

.  2 y  sina    . 

a  y  = s aa, 

cosa 

d'où,  en  intégrant  et  appelant  a  une  constante  arbitraire, 
y  =  2 a  cos'2 a  =  a( i  -+-  cos -i-x). 

L'équation  (  i3)  devient  alors 

ds  cosa  =  d.r  =  —  na{  i  -+-  cos  2 a  i  <7a, 

ou,  en  intégrant, 

x  =  .r0  —  i  a  a  —  a  sina  a. 

Si  nous  remplaçons  2  a  par  .jtt —  t  nous  obtenons  x  et  y  en  fonc- 
tion de  /  par  les  deux  équations 

x  =  x0  —  3  -  a  -t-  ai  t  —  sin  t), 
y  =  a([  —  cos£  ). 

Il  suffit  de  déplacer  l'origine  d'une  quantité  égale  à  ?>-^a  sui- 
vant OX  pour  retrouver  les  équation  (i5)  de  la  cycloïde. 

Epicycloïdes.  — Considérons  de  même  l'épicycloïde  engendrée 
par  un  point  M  appartenant  à  un  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  a 
qui  roule  sans  glisser  sur  un  cercle  fixe  de.  centre  O  et  de  rayon  b  ; 
soient  P  le  point  de  contact,  V  l'un  des  points  de  rebroussement 
(voir  première  Partie,  §  16).  Prenons  pour  axes  le  rayon  OA 
du  cercle  fixe  et  le  rayon  perpendiculaire  OY;  si  nous  désignons 

par  m,  t  les  deux  angles  \OP,  PCM  nous  aurons,  pour  les  équations 
de  l'épicycloïde,  quand  le  contact  est  extérieur  (jig.  73)  : 

x  =  (b  -+-  a  )cosu  -t-  a  cos(«  -+-  t  —  ie)  =  (b  ■+■  a)  cos  m  —  a  cos(  it  -ht), 
y  =  (b  -+-  a)  sin  u  -t-  a  sin(  u  -+-  t  —  ~)  —  (  b  -+-  a  )  sina  —  a  sin  (h  -t-  /  |. 


I  Cm» 
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On  a  d'ailleurs,   en  écrivant  l'égalité  des   deux  ares  PA,   VM, 
bu  =  ni  ;  et  si  l'on  désigne  par  n  le  rapport  -  on  a  en  définitive, 

lig.  73. 


ainsi  que  nous  lavons  vu  au  paragraphe  16, 


(•9) 


—  =  (  n  -+-  I  )  COSM  —  cos('/i  -+-  i)u, 
a 


=  (n  -+- 1)  sin  u  —  sin(  «  ■+■  du. 


Si  le  conlaet  était  intérieur  {fig.  ~\)  on  aurait,  en  appelant  a' la 

Kg-  74- 


valeur  absolue  du  rayon  du  cercle  mobile  : 

a-  =  ( b  —  a' )  cos u  -+-  «'  cos( «  —  *)* 
y  =  (b  —  a')  sin  t<  -h  «'  sin(  «  —  /), 

ou,  en  désignant  par  —  n  le  rapport-  et  remarquant  que  bu  =a't 
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entraîne  I  égalité  t  =  —  n  //, 

—  =  —  (  n  -+- 1  )  eus  u  -(-  cos  (  /H-  I  )  w, 
*-;  =  —  (  />  H-  i  )  sin  H  -(-  smf;i  -t-  i  la. 

Si  donc  on  représente  par  a  le  valeur  algébrique  —  a!  du    vec- 
teur PC  les  équations  (19)  conviendront  à  toute  épicycioïde,  que  le 

contact  soit  intérieur  ou  extérieur,  les  paramètres  11  et  a  étant 
tous  deux  positifs  dans  le  premier  cas,  négatifs  dans  le  second.  Si 
l'on  différentie  les  équations  (19),  ce  qui  donne 

dx        ,  .nu         ( n 


ds 

nu 

n         n 

t             t 

— —  =  (  2  //  ■+ 

-  ■>  xi  sin  —  > 

a  = 

(  -  +1 

u  =  u  -4-  - 

du 

■>. 

V  ■->-      j 

'                               '2. 

—  =  (  xn  -4-  x  )a  s  m  —  cos     -  -4-1  )  u, 
du  2 

dy  .     nu    .fn         \ 

-1-  =  (2/n-  2  )«  sin  —  si  n     -  -4-  1  )  u, 
a  a  2  \a  / 

on  constate  que  la  normale  au  point  a  =  o  est  parallèle  à  oy,   on 
en  conclut  que  le  sens  des  arcs  positifs  dans  les  environs  du  point  V 

«•si  celui  dans  lequel   u  augmente,  en  d'autres  termes  -7-  est  posi- 
tif ;  on  a  donc 

(20) 

De  ces  équations  découlent  toutes   les   propriétés  démontrées  au 
paragraphe  16;  notons  seulement  les  formules  suivantes  : 

•    nu  1,       4(«-t-i)       .    nu       2  «  +  ïmd 

M  I*  =  ia  sin  — ,  H  =  a  sin  —  =  MF, 

•1  u  -+-  2  2  n  -1-  2 

(jui  permettent  de  construire  en  chaque  point  le  centre  et  le  rayon 
de  courbure. 

Epicycloïdes particulières.  —  La  valeur  du  paramètre  n  dé- 
termine complètement  l'épicycloïde  au  point  de  vue  de  la  forme. 
Nous  avons  vu  que  si  n  est  rationnel  l'épicycloïde  est  algébrique  et 
composée  d'un  nombre  limité  de  boucles.  Quelques-unes  de  ces 
courbes,  correspondant  à  des  valeurs  entières  de  />,  sont  extrême- 
ment remarquables.  Parmi  les  epicycloïdes  non  algébriques,  nous 
avons  signalé  la  cycloïde  et  la  développante  de  cercle  dont  les 
équations  se  déduisent  sans  difficulté  des  équations  (19).  l'ourla 
D.  'i 
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cycloïde  on  doit  d'abord  transporter  l'origine  au  point  A,  puis  faire 
n  infini,  et  l'on  retrouve  ainsi  les  équations  (i5).  Pour  la  dévelop- 
pante de  cercle  il  suffit  de  remplacer  a  par  —  et  de  faire  //  =  o  ; 
en  appliquant  la  règle  del'Hospital  on  trouve  ainsi 

x  (rt-i-i)cosM —  cos(n-t-i)« 

-r  =  li ni    =  cos  u  -+-  a  sin  u, 

y        ,.      (/i  +  i)sinct —  s\n(n -+- i)u 

y  =  lini =  sin  u  —  u  cos  u . 

o       „  =  <>  n 

La  développante  de  cercle  a  donc  pour  équations 
(21)  x  =  6(cosa  -+-  u  sin  a),        y  =  b(sinu — ucosu). 

Définition  tangentielle  des  épicycloïdes.  —  La  distance   du 
centre  à  la  tangente  a  pour  expression,  dans  le  cas  général, 

•     t  .        n 

(  o  -+-  ia  )  sin  -  =  (  n  -4-  2  )a  sin  x. 


D'où  l'on  conclut,  pour  l'équation  générale  des  tangentes  à  l'épi 
cycloïde, 

n 

(22)  X  sin  «  —  r  cos  a  —  (  n  -t-  >,  )a.siu  a. 


L'équation  (22)  peut  toujours  être  identifiée  avec  la  suivante  : 
(23)  .rsina  —  y  cos  a  =  A  sin /va, 

où   A  et  /,-  sont  des  constantes.   Les   paramètres  n   et  a   ont  pour 

valeurs 

ï  k  1  —  /  ■ 

n  =  r»  a  =  A, 

1  —  k  •>. 

Il  y  aurait  exception  si  l'on  avait  /,  =  1 .  Mais  la  droite  désignée 
par  l'équation  (23)  envelopperait  alors  le  cercle  ./•-  -+- y-  =  V-  <[iii 
est  encore  un  cas  particulier  de  l'épicycloïde.  L'équation  (2.3)  re- 
présente donc,  au  point  de  vue  tangentiei,  l'épicycloïde  la  plus  gé- 
nérale. Il  est  aisé  d'en  déduire  une  définition  géométrique  de  cette 
courbe  considérée  comme  enveloppe  de  droites.  Supposons  en 
effet  qu'une  droite  mobile  \)  tourne  uniformément  autour  de  l'un 
de  ses  points  V  décrivant  lui-même,  d'un  mouvement  uniforme, 
un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R.  Cette  droite  mobile  aura 
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pour   équation,    en  appelant  a  et  (3   les  angles    de    I)   et   de  0-\ 
avec  ()X  (fig.  7  V), 

(X  —  R  cos(i)  sina  —  (  Y  —  R  sinjî)  cosa  =  o, 
X  sin  a  —  Y  cosa  =  R  sin(  a  —  (3  ). 

Mais  d'après  notre  hypothèse  les  angles  a  ei  [i  sont  évidemment 

Fie.  -"). 


ou 


dans  un  rapport  constant  et  l'équation  précédente  rentre  dans  la 
forme  générale  de  l'équation  (23).  On  est  ainsi  conduit  au  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Toute  épicycloïde  est  V  enveloppe  dune  droite 
qui  tourne  uniformément  autour  de  F  un  de  ses  points,  tandis 
que  celui-ci  décrit,  d'un  mouvement  uniforme,  un  cercle  fixe. 

\\.  Déplacement  d'un  plan  mobile  sur  un  plan  fixe.  —  Consi- 
dérons enfin,  comme  dernière  application,  un  plan  p  mobile  sur  un 


y 


plan  fixe  P.  Un  point  M  quelconque  étant  rapporté  dans  le  plan 
mobile  à  deux  axes  rectangulaires  ojy,  ov  et  dans  le  plan  fixe  à 
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deux  axes  OX,  OY,  ses  coordonnées  absolues  XY  et  ses  coordon- 
nées relatives  x,  y  sont  liées  par  les  formules  générales 

(  X  =  a  -+-  x  cos  0  —  y  sin  0, 

(24) 

|    Y  =  o  -)-  a?  sin  8  -\- y  cos 8, 

a,  &  et  H  étant  des  fonctions  continues  d'un  paramètre  t  qui  sera, 
si  l'on  veut,  le  temps  écoulé  depuis  l'origine  du  mouvement. 

Si  le  point  M  est  attaché  invariablement  au  plan  mobile.  #,  y 
sont  des  constantes.  Dilïerentions,  dans  cette  hypothèse,  les  équa- 
tions (24);  nous  obtenons 

/  dX 
—r-  =  a'—  (x  sinO  -f-  jcos6)6'  =  a'—  (Y  —  6)0', 

i  d\ 
^-  =  6'-+-(a;cos8  —  y  sine)8'=  &'-*-  (X  —  a)6'. 

Ces  équations  mettent  en  évidence  l'existence  d'un  point  (centre 
instantané)  dont  le  déplacement  est  nul  ou,  plus  exactement,  infi- 
niment petit  par  rapport  au  déplacement  de  tout  autre  point  du 
plan  ;  les  coordonnées  absolues  et  relatives  de  ce  centre  instantané 
sont 


«6) 


a'  sin  0  —  b'  cosO  «'  cosO  h-  b'  sin  0 


Ceci  posé,  imaginons  qu'on  ait  pris  pour  origine  des  axes  dans 
le  plan  mobile  le  centre  instantané  à  l'instant  t,  et,  pour  axes  fixes, 
les  droites  du  plan  P  avec  lesquelles  coïncident  en  ce  même  ins- 
tant les  axes  mobiles,  en  sorte  qu'on  ait,  pour  celle  valeur  de  /, 

a  =  0,         b  =  o.         0  =  o,         a'  =  o,         6'  =  o; 

les  formules  (24)  et  (25)  se  réduisent  alors,  pour  un   point  quel- 
conque du  plan,  à 

dX.  ,,  d\ 

d  OÙ 

t/Y   Y  _ 

5x  x--1' 

ce  qui  conduit  au  théorème  suivant  : 
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Théorème.  —  Les  normales  aux  trajectoires  des  différents 
points  du  />l<ii>  mobile  passent  toutes,  à  chaque  instant,  par  le 

centre  instantané  et  le  mouvement  infiniment  petit  se  réduit  à 
une  rotation  autour  du  rentre  instantané  ('). 

Mouvement  du  centre  instantané.  —  La  su i le  des  positions 
occupées  clans  le  plan  mobile,  par  le  centre  instantané  forme  une 
courbe  (C)  et  les  équations  (26)  donnent  les  cordonnées  a?, ,  y{  de 
chaque  point  de  cette  courbe  en  fonction  du  paramètre  l;  en  diflfé- 
rentiant  ces  équations  il  vient 

dxx  B"       ,    .  ,  ,,    ,    .       a"  sin8 —  6"cos0 

— - —  —  —  7-7^  (  a   sin  0  —  b  cos  0  )  -+-  a  cos 8  -+-  b    si  n  0 


dt  B'«v  '  '  8' 

dy\             8"  .    ,        .       ,,    .    «           ,    •    a       ,,        „       «"  cosO  -i-  b"  sinO 
-■j—  =  —  7^-,  ia  cos  8  H-o   si  118  )  —  a  sin8  -i-  6  cos  Oh — > 

il t  ')  -  H 

et,  si  nous  passons  aux  axes  réduits, 

dx\  b"  dv\         a 

~dT  =  ~  1P  '        W  =  W 

La  direction  de  l'axe  ox  est  actuellement  encore  indéterminée  ; 
nous  conviendrons  de  prendre  pour  cette  direction  celle  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  engendrée  dans  le  plan  mobile  par  le  centre 
instantané  ce  qui  nous  donne  d'abord,  au  commencement  de  l'ins- 
tant dt,  a"  =  o.  En  outre  nous  pouvons  convenir  de  prendre  pour 

variable  t  l'arc  indéfini  de  cette  courbe  ce  qui  nous  donne  —7-^  =  1 

^  dt 

d'où  b"  = — H'.  Les  formules  de  réduction  sont  alors  complétées 

de  la  manière  suivante  : 

(A)       a  —  o,     6  =  0,     8  =  0,     a'  =  o,     b'  —  o,     a"  =  o,     b"  =  — 0'. 

De  même  la  suite  des  positions  du  centre  instantané  dans  le  plan 
fixe  est  une  courbe  (C)  qui  est  la  base  du  mouvement  et  qui  est 
représentée  par  les  deux  premières  équations  (26). 


(  '  )  Ce  procédé  de  réduction,  auquel  nous  aurons  fréquemment  recours  par  la 
suite,  présente  l'avantage  de  fournir,  à  chaque  instant,  une  interprétation  géomé- 
trique immédiate  des  résultats  obtenus  par  le  calcul  ;  il  est  évident  d'ailleurs 
qu'on  ne  doit  jamais  appliquer  les  formules  réduites  qu'après  avoir  effectué  les 
différentiations. 
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Ces  équations  différentiées  donnent  : 


dt 


El 


b' 


0" 


dXi        ,,       a"  ,  8" 


ou,  en  appliquant  les  formules  de  réduction, 


d\i 
dt 


d\} 
dt 


La  seconde  met  en  évidence  ce  fait  que  les  courbes  (c)  et  (G)  se 
touchent  nu  centre  instantané.  Pour  interpréter  la  première  dé- 
signons par  T  l'arc  indéfini  de  la  courbe  (G).  Si  le  contact  a  lieu 
intérieurement  (  fig.  77)  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes 


t    T 


dX, 


est  égal  à  o  ;  on  a  donc  ^7^?  —  -+-  1  et  par  suite  r/T  =  dt.  Les  arcs 
0  d\  ' 

infiniment  petits  Oo',  OO'  sont  donc  égaux  et  par  suite  la  courbe 
(c)  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  (C).  Si  le  contact  est  extérieur 
{fie'  77)  ces  arcs  sont  alors  égaux  entre  eux  et  disposés  comme 
l'indique  la  ligure  78.  llya  donc  encore  roulement  sans  glissement 

Fie.  -s. 


et  l'on  peut  énoncer  dans  tous  les  cas  le  théorème  sui\;mt  : 

Théorème.  —  Le  déplacement  continu  le  plus  général  d' un 
plan  mobile  p  sur  un  plan  fixe  P  se  réduit  au  roulement  sans 
glissement,  cl  une  courbe  mobile  {lieu  des  centres  instantanés 
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dans p)  sur  une  courbe  fixe  [lira  des  centres  instantanés  flans 
le  plan  P). 

Les  courbes  (G)  et  (ci  prennent  le  nom  de  base  et  de  courbe 
roulante  ;  on  appelle  roulette  ponctuelle  la  trajectoire  de  tout 
point  M  lié  invariablement  à  la  courbe  roulante;  roulette  tangen- 
tielle  l'enveloppe  dans  le  plan  fixe  d'une  droite  quelconque  faisant 
partie  du  plan  mobile/?: 

Remarques.  —  La  signification  géométrique  de  la  dérivée  8' 
est  évidente.  Si,  en  effet,  on  revient  à  des  axes  quelconques  et  qu'on 
appelle  A  l'angle  que  t'ait  avec  ox  la  tangente  à  la  courbe  roulante, 
l'angle  que  lait  avec  ce  même  axe  la  tangente  à  la  courbe  de  base 
est  À  ou  --h  a;  dans  tous  les  cas  les  angles  de  contingence  pour 
les  deux  courbes  sont  liés  par  la  relation 

K,  =  />,  -+-  d%. 

Dixisant  par  dt  et  désignant  par  /•,,  R,  les  rayons  de  courbure 
de  la  courbe  mobile  et  de  la  courbe  fixe  il  vient 

H,  /', 

le  signe  -f-  convenant  au  cas  d'un  contact  intérieur,  le  signe  —  à 
celui  d'un  contact  extérieur.  On  voit  ainsi  qu'en  coordonnées  ré- 
duites on  aura 

/  ,  K, 

Propriétés  des  roulettes.  - —  i"  Considérons  d'abord  une  rou- 
lette ponctuelle,  c'est-à-dire  la  trajectoire  d'un  point  lié  invaria- 
blement à  la  courbe  roulante. 

Nous  avons  vu  que  la  normale  passe  à  chaque  instant  par  le 
centre  instantané  ;  la  concavité  delà  courbe  est  évidemment  tour- 
née vers  ce  centre  instantané,  (^uant  à  l'angle  <ï>  que  fait  la  tan- 
gente avec  ox  il  est  égal,  d'après  les  formules  (25),  à 

B 

*p  =  arc  tansr  — 

6  A 

en  posant 

A  =  a  —  (  x  mu  0  -+-  y  cos0)6', 

B  —  b' -+-  (a?  cosO  —  y  sin8)0'. 
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Ou  en  déduit,  pour  l'angle  de  contingence  de  la  roulette  et  pour 

l'arc  ds, 

AB'  —  BA' 


d<ï  =  — r^ rt-  dt ,  ds  =  i/A  *  -H  B2  ûfc. 

A'2  -i-  B2 

Calculons  les  dérivées  A'  et  B'  et  passons  en  même  temps  aux 
formules  réduites;  nous  trouvons  ainsi  : 

A=  —  6'_x,         A'=a" — %"j  —  0'2.r        (a"=  o), 

B  =  6'ar,  B'=  &"-t-6"a?  —  0'2J         (é»  =  — 8'), 

AB'—  BA'=  0'2:K  +  e,3(^2+JK,-), 

A2-f-  B*  =  6'*(arï+  r2). 

L'équation  AB'  —  BA'  —  o  appartient  aux  points  qui  sont 
actuellement  des  points  d'intlexions  de  leurs  trajectoires  ;  le  lieu 
de  ces  points  est  un  cercle  ayant  pour  équation 

(27)  0'(.r2+.72ï-- r  =  o, 

et  l'on  retrouve  le  théorème  de  La  Hire  démontré  géométriquement 
au  paragraphe  21  : 

Théorème.  —  Les  points  du  plan  mobile  qui  sont  à  un  nio- 
ment  donné  points  d'inflexion  de  leur  trajectoire  sont  répartis 
sur  un  cercle  appelé  cercle  des  inflexions  et  qui  touche  la 
courbe  roulante  au  centre  instantané. 

Remarque.  —  Il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  qu'une 
roulette  ponctuelle  est  concave  ou  convexe  vers  le  rentre  instan- 
tané, suivant  que  le  point  décrivant  est  extérieur  on  intérieur  au 
cercle  des  inflexions  (La  Hire,  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences,  ino5).  Il  y  a  lieu  [de  s'étonner  que  le  théorème  de 
La  Hire,  d'où  se  déduit  la  solution  de  n'importe  quelle  question 
relative  à  la  courbure  des  roulettes,  soit  demeuré  inaperçu  pen- 
dant un  siècle  et  demi  [cf.  Williamson,  Differential  Caleulus. 
p.  351). 

11  convient  d'introduire  ici  le  rayon  (  )M  qui  va  du  centre  instan- 
tané au  point  décrivant  M  (fig-  76),  et  l'angle  o>  que  l'ail  ce  vec- 
teur avec  la  tangente  o.r  de  la  courbe  roulante.  Les  formules  pré- 
cédentes deviennent  alors 

AB'-  BA'=  e'8p(sinw  4-  p6'), 
A2-+-  B2  =  p*8'*. 
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(  )n  a  (railleurs,  sans  ambiguïté  de  signes,  ds  =  pd§.  On  a 

<I()I1C 

t/'P        .  .       si  n  t.)  (ls        . , 

— —  =  6  H ,  -s-  =  8  p, 

r//  p  rfi 

d'où,  pour  la  courbure  77  de  la  roulette, 

il         sinio  [  1 

K  =  p  +  JW  R[  ~  /"' 

Cette  formule  peut  encore  être  mise  sous  la  forme 

sinw  1  1  siiMD 


R  — ?  Ri       r,  p 

et  ne  diffère  que  par  les  notations  de  celle  que  nous  avons  obtenue 
(§  21  )  par  des  considérations  géométriques. 

20  Roulettes  tangenlielles.  ■ —  11  est  facile  de  retrouver  par 
l'analyse  les  propriétés  de  la  roulette  enveloppée  par  une  courbe 
invariable  T,  de  nature  quelconque,  entraînée  dans  le  mouvement 
du  plan  mobile  (  voir  §  21).  Nous  nous  contenterons  de  traiter  le 
cas  où  la  courbe  est  une  droite  ayant  pour  équation  dans  le  plan 

mobile 

ce  sin  œ  —  y  cosci  =  p, 

■^,  p  sont  des  constantes.  L'équation  de  cette  même  droite,  rap- 
portée aux  axes  fixes,  est,  d'après  les  formules  générales  (24) 

X  sin  ( 6  -t-  çp  )  —  Y  cbs (  8  -+-  œ  )  =  p  -+■  a  sin ( 8  -+-  o )  —  b  cos ( 8  -+-  cp  ) 

ou 

\  mii4>  —  Y  cos<l>  =  p  -+-  a  sin*  —  b  cos 4»  =  F(  <l>). 

en  posant 

<l>  =  6  -+-  cp. 

Appliquons  la  tbéorie  des  enveloppes  des  droites,  en  remarquant 

que,  d'après  cette  dernière  relation,  t  est  une  fonction  de  <t>  telle 

qu'on  ait 

dt   _     1 

nous  aurons  alors 

pi  <I>  )  =  —  1  a'  s  i  n  «t»  —  b'  cos*  )  +  a  cos<I>  +  b  sin*, 
8 
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ce  qui  se  réduit,  en  particularisant  les  axes,  à  F'(<I>)  —  o.  Difleren- 
tions  alors  F'(4>)  en  négligeant  les  termes  qui  doivent  disparaître 
en  vertu  des  formules  de  réduction;  nous  aurons  en  définitive,  pour 
les  \aleurs  réduites  de  F,  F',  F", 

b"  cos  * 

F(4>)  =  /7,         F'(*)  =  o,         F"(<t\)  =—  ^cos*  =  -^ — 

L'équation  réduite  de  la  normale  à  l'enveloppe  est  donc 

(28)  X  cos4>  -+-  Y  sin«ï»  =  o, 

et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 

_,             sin*cos4»  _.        oos<t> 

("9)  X=-      -g, ,         v  =  — • 

Enfin  le  rayon  de  courbure  R  a  pour  valeur  réduite 


(3o)  R  =  F(*)h-  F"(*)  =  p 


8' 


Ge-tle  dernière  formule  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons 
obtenue  au  paragraphe  21  ;  on  déduit  en  outre,  des  formules  (  29) 
et  (3o),  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème.  —  Le  point  de  contact  d'une  droite  quelconque 
liée  au  plan  mobile,  avec  son  enveloppe,  coïncide  avec  la  pro- 
jection, sur  cette  droite,  du  centre  instantané  de  rotation. 

Théorème.  —  Les  centres  de  courbure  des  enveloppes  de 
toutes  les  droites  entraînées  dans  le  mouvement  du  plan  mobile 
sont  situés  sur  un  même  cercle  symétrique  du  cercle  des  in- 
flexions par  rapport  au  centre  instantané. 

L'élimination  de  L'angle   <ï>  entre  les   équations  (29)  donne  en 

effet 

X»+  Y2  =  8' Y, 

(■'est  l'équation  du  cercle  des  centres. 

Il  est  évident  que  ce  cercle  est,  en  même  temps,  le  lieu  des 
points  de  rebroussement  des  courbes  enveloppées  par  les  droites 
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du  plan  mobile;  on  pourrait,   à  ce  point  de  vue,  l'appeler  cercle 
des,  rebroussemenls . 

On  retrouve  donc,  par  L'analyse,  les  propositions  essentielles  re- 
latives au  mouvement,  à  un  paramètre,  d'un  plan  mobile  sur  un 
plan  lixe  et  l'on  en  déduirait  aisément  les  applications  que  nous 
en  avons  faites  à  des  cas  particuliers  (première  Partie,  §  22). 
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CHAPITRE  X. 

COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 


Formules  générales.  —  Tangente  et  plan  normal.  —  Nor- 
male   PRINCIPALE    ET    PLAN    RECTIFIANT;    COURBURE.    BlNOR- 

MALE  ET  PLAN  OSCULATEUR  ;  TORSION.  LeS  FORMULES   DE 

Serret-Frenet.   —    Expression    analytique    de    la    cour- 
bure  ET   DE   LA  TORSION. 

45.  Tangente  et  plan  normal;  arc  indéfini.. —  Nous  avons  vu 
(page  6)  que,  si  les  coordonnées  d'un  point  variable  sur  la  courbe 
sont  exprimées  par  les  équations 

O)  *=/(*),      r  =  <p(0,      *  =  «KO, 

les  cosinus  directeurs  a,  (3,  v  de  la  tangente  et  l'arc  indéfini  de  la 
courbe  sont  donnés  parles  équations 


f'(t)     <p'(n      'l'in      F(<) 

et 


*/  n 


F(t)  dt. 


F|  t)  désignant  le  radical  \/f2(t)  -+■  Çp'2(0  +  •!/"-(  /  ). 
Ces  formules  peuvent  s'écrire,  sans  spécifier  le  paramètre  t  : 

(  dx  =  a  ds,         dy  =  8  ds,         dz  =  y  ds, 

(-2)  {  J  V 

\  ds*  =  dx*  -+-  dy"-  -+-  ck* . 

Le  signe  du  radical  F(f)  sera  déterminé  sans  ambiguïté  par  la 
convention,  arbitraire  d'ailleurs,  qu'on  aura  faite  relativement  au 
sens  dans  lequel  on  devra  compter  positivement  l'arc   \.M.  à  partir 
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d'un  poini  fixe  \.  L'équation 

«(X-*)-l-p(Y-jr)-HY(Z-*)=  o 

pourra,  d'après  cela,  s'écrire 

(X  —  *)f(t)  +  (Y—jr)<f'(t)  +  {Z  —  'z)¥(e)  =  o 
ou,  sous  une  forme  plus  générale, 
I  a  >'  <  X  —  x)  dx  -+-  (  Y  —  y)  dy  ■+-  (Z  —  z)  dz  =  o. 

Indicatrice  des  tangentes.  —  Soit p{fig.  79)  le  point  directeur 
de  la  tangente  MT,  c'est-à-dire  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
y.,  p,  y. 

Fia-  -:<i. 


Lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  (G)  le  point  u.  décrit,  sur  une 
sphère  de  rayon  1  ayant  l'origine  pour  centre,  une  courbe  qu'on 
appelle  V indicatrice  sphérique  des  tangentes.  A  un  arc  MM' 
de  (G)  correspond  un  arc  u,p/  de  cette  indicatrice  et  nous  convien- 


drons de  faire  se  correspondre  les  sens  de  mouvement  positif  sur 
les  deux  courbes  :  en  d'autres  termes,  nous  prendrons  pour  sens 
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positif  sur  l'indicatrice  celui  dans  lequel  se  meut  le  point  p,  lorsque 
le  point  IVI  se  déplace  dans  le  sens  positif  sur  la  courbe  (G). 
D'après  ces  coin  entions,  les  deux  arcs  correspondants  MM',  uu' 
seront  toujours  de  même  signe. 

i6.  Normale  principale.  —  La  tangente  ;j.B  à  la  courbe  sphérique 
est  évidemment  perpendiculaire  au  rayon  Ou  de  la  sphère;  si  donc 
nous  menons  par  le  point  M  une  demi  droite  MN  parallèle  à  uQ, 
MN  sera  normale  à  la  courbe  (G)  ;  c'est  une  normale  très  particu- 
lière déterminée  en  direction  et  qu'on  appelle  la  normale  prin- 
cipale au  point  M. 

Soient  a',  [i\  y'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale, 
d<r  la  différentielle  de  l'arc  d'indicatrice;  en  appliquant  les  for- 
mules (2)  à  cette  dernière  courbe,  on  a  immédiatement 

(  dtx  =  n!  cfo,         d[i  =  3'  di,         dy  =  y'  de, 

(î)  l  ' 

Le  plan  mené  par  MT  perpendiculairement  à  la  normale  princi- 
pale a  donc  pour  équation  : 

1  \  —  x)  da  -+-  (  Y  —  y  1  rffi  h-  (Z  —  s)  rfy  =  o. 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (a), 

1  X  —  x)  1  ds  di x  —  dx  d1  s  ) 
-+-  (  Y  —  y  )  (  rfs  rf8^  —  rf^  d%  s)  ■+•  (  Z  —  z  )(  ds  d-  z  —  é/j  rf*  s)  =  o. 

Ce  plan,  pour  des  raisons  que  nous  verrons  plus  loin,  a  reçu  le 
nom  Ae plan  rectifiant. 

Remarques.  —  La  direction  de  la  normale  principale,  telle  que 
nous  venons  de  la  définir,  est  déterminée  a  priori  par  les  proprié- 
tés intrinsèques  de  la  courbe  au  point  M  et  ne  dépend  en  aucune 
manière  de  la  convention  arbitraire  relative  au  sens  dans  lequel  on 
compte  les  arcs  positifs.  En  effet,  à  deux  conventions  contraires 
correspondent  évidemment  deux  indicatrices  sphériques  symé- 
triques par  rapport  au  centre  de  la  sphère  ;  aux  arcs  MM7,  M'M, 
parcourus  en  sens  contraire,  correspondent,  sur  les  deux  indi- 
catrices, deux  arcs  au  et  m' m  dont  les  cordes  sont  évidemment 
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;/- 


parallèles  et  de  même  sens;  d'où  une  seule  el  même  direction 
dans  les  deux  cas  pour  la  normale  principale. 

Il  est  facile  de  voir  comment  cette  direction  est  définie  géomé- 
triquement ;  il  suffit  pour  cela  de  prendre  pour  centre  de  la  sphère 
l'une  des  extrémités,  M  par  exemple,  de  l'arc  infiniment  petit  MM'; 

on  voit  alors  sans  peine  que  le  vecteur  au/  est  dirigé  par  rapport 
au  plan  rectifiant  du  même  côté  que  le  point  M'.  Nous  exprimons 
ce  fait  plus  brièvement  en  disant  que  la  normale  principale  est  di- 
rigée dans  la  région  de  la  concavité  au  point  M. 

Courbure.  —  L'arc  u-u.'  d'indicatrice  est  ce  qu'on  appelle  la 
courbure  totale  ou  simplement  la  courbure  de  l'arc  MM';  le  rap- 

3  rC   UL  fJL 

port  — — £prr-,  qui  est,  d'après  nos  conventions,  essentiellement  po- 
sitif s'appelle  la  courbure  moyenne  de  l'arc  MM'  ;  la  limite  de  la 
courbure  moyenne  quand  l'arc  est  infiniment  petit  s'appelle  la 
courbure  au  point  M.  Nous  la   désignerons    par  -  par  analogie 

avec  ce  que  nous  avons  vu  pour  les  courbes  planes.  Portons  sur  la 
normale  principale  un  vecteur  MM,  égal  à  R  et  décrivons  de  M| 
comme  centre  un  cercle  tangent  à  la  courbe  (C)  au  point  M  ;  ce 
cercle  sera  par  définition  le  cercle  de  courbure,  son  centre  M, 
sera  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M.  Le  rayon  du  cercle 
de  courbure  et  les  coordonnées  a?,,  r,,  ;,  du  centre  de  courbure 
sont  donc  donnés  par  les  formules 

(4)      .ri  =  r+Ra',  ^1  =  y  -H  R&',         ;i  =  j  +  Ry',         R=-t-- 

Remarques. —  i°  Lorsque  l'arc  ikuJ est  infiniment  petit,  il  est  équi- 
valent à  l'arc  de  grand  cercle  de  même  corde  ;  or  cet  arc  de  grand 

cercle  mesure  l'angle  aOu'  que  font  les  deux  tangentes  aux  extré- 
mités de  l'arc  infiniment  petit  MM'  ;  cet  angle  est  ce  qu'on  appelle 
l'angle  de  contingence  au  point  M.  La  courbure  au  point  M  est 
donc  mesurée  par  le  rapport  de  l'angle  de  contingence  à  la  diffé- 
rentielle de  l'arc. 

2°  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  l'arc  u.u.f  était 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre;  s'il  était  d'un  ordre  supérieur, 
le  point  M  serait  un  point  d'inflexion.  Les  points  d'inflexion  sont 
d'ailleurs  isolés  sur  la  courbe,  car  si  tout  le  long  d'un  arc  AB  supposé 


i;f'>  DEUXIÈME    PARTIE.    —    COURUES    PLANES   OU    GAUCHES. 

réel  on  avail  a?<r  =  o,  c'est-à-dire  da.  =  d$  =  dv  —  o,  a,  [ii,  y  se- 
raient  constants  et  d'après  les  formules  Ç\)  x,y,  z  seraient  des  fonc- 
tions linéaires  de  s.  La  courbe  (C)  se  réduirait  donc  à  une 
droite. 


47.  Binormale  et  plan  osculateur.  —  Nous  appellerons  plan 
oscillateur  le  plan  TMN  déterminé  par  la  tangente  et  la  normale 
principale,  binormale  La  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Ces 
dénominations  seront  justifiées  plus  loin  par  les  propriétés  de  ce 
plan  et  de  cette  droite.  Soient  a",  [3",  y"  les  cosinus  directeurs  de 
cette  binormale;  nous  aurons,  en  exprimant  qu'elle  est  perpendi- 
culaire à  la  tangente, 

-j.il'  -+-  PP"-1-  *("("  =  o, 
d'où 

a  rfa"  +  p  rfp'-f-  y  '/•;"  =  —  (  '/  doL  -+-  P'  rf[3  ■+■  y"  d~;). 

Or  le  second  membre  est  nul  puisque  la  binormale  est  perpendi- 
culaire à  la  normale  principale  ;  on  a  donc  simplement 

a  dx"  -+-  ji  d$"  -+-  y  d'i"  =  o. 

Ceci  posé,  construisons  l'indicatrice  sphérique  des  binormales  ; 
la  relation  précédente  exprime  que  la  tangente  au  point  u,  (  fig.  79) 
de  cette  indicatrice  est  perpendiculaire  au  rayon  Ou;  elle  est  donc 
perpendiculaire  au  plan  |j.|Ou.  et  par  suite  parallèle  à  la  normale 
principale  MN.  Or  il  en  est  de  même  de  la  tangente  u.0  de  la  pre- 
mière indicatrice.  Donc  les  tangentes  aux  deux  indicatrices  des 
tangentes  et  des  binormales  sont  parallèles  aux  points  corres- 
pondants. C'est  le  théorème  de  J.-A.  Serret. 

Remarque.  —  Nous  pouvons  maintenant  définir  la  binormale 
comme  demi-droite  et  non  plus  comme  une  droite  indéfinie.  Eneflet, 
à  deux  directions  opposées  de  cette  binormale  correspondent  des 
indicatrices  sphériques  symétriques  et  dont  les  tangentes  aux  points 
diamétralement  opposés  sur  la  sphère  sont  parallèles  et  de  sens  con- 
traires. En  l'un  seulement  de  ces  deux  points  ul{  la  tangente  est 
parallèle  à  MN  et  dirigée  dans  le  même  sens  ;  nous  conviendrons 
de  prendre  pour  direction  de  la  binormale  MB  celle  qui  correspond 
à  ce  point  jjl,,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  ;jl,0,  seront 
alors,  en  grandeur  et  en  signe,  ceux  de  la  normale  principale  et 
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nous  aurons,  en  appliquant  les  formules  (2)  à  cette  seconde  indica- 
trice dont  nous  désignerons  Tare  infiniment  petit  par  <:/t, 

da."  =  a'  di,         d§"  =  p'  dz,         df  =  Y  dz, 


(  5  *  |  d^-  =  dz"*  +  rfp's  ■+■  ^y** 

L'équation  du  plan  oscillateur  sera 

A(X  —  a-  )  -t-  B(  Y  —  jk)  -+■  C(Z  —  *)  =  o, 

A,,  B,  G  étant  proportionnels  à  a",  [3",  *f .  Ces  coefficients  peuvent 
d'ailleurs  s'exprimer  en  fonction  des  différentielles  de  xyz  de  la 
manière  suivante  : 

i    A  =  dyd*-z  —  dz  d*y, 
(6)  <   B  =  dz  d*x  —  dx  d2z, 

(   C  =  dx  d"-y  —  dy  d"-x. 

On  déduit  en  etlet  de  ces  formules  (6)  les  identités 

Adx-h-  Bdy->r-  C  dz  =  o,     '     A  d*-x  -+-  B  d*y  -+-  C  d*z  =  o: 

la  première  exprime  que  la  droite  de  coefficients  A,  B,  C  est  perpen- 
diculaire à  la  tangente;  en  la  combinant  avec  la  seconde  on  voit 
qu'on  a  aussi 

X(dx  d*s  —  ds  d*x )  ■+■  B(  dy  d*s  —  ds  d^y  )  +  C(dz  d*s—  ds  d*z)  =  o, 

ce  qui  exprime  que  cette  même  droite  est  perpendiculaire  à  la 
normale  principale. 

Torsion.  —  Nous  appelons  torsion  totale  d'un  arc  MM'  l'arc 
correspondant    ;a,  a',     de    l'indicatrice    des    binormales;     torsion 

moyenne  le  rapport  mm*'  cette  t°rsi°n  moyenne  sera,  d'après 
nos  conventions,  essentiellement  positive;  lorsque  le  point  M'  se 
rapprocha   indéfiniment   du    point  M  ce  rapport  aura   une  limite 

~  =  —  également  positive.  Nous  appellerons  torsion  de  (C)  au 
point  M  une  quantité    algébrique    ayant    pour  valeur  absolue  ^ 

et  dont  le  signe  sera  déterminé,  suivant  la  disposition  de  la  courbe 
relativement  à  son  plan  osculateur,  par  une  convention  que  nous 
définirons  plus  loin  (§  49). 

Ici  encore  on  peut  substituer  à  l'infiniment  petit  di  l'infinimenl 
D.  «2 
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petit  égal  à  L'angle  que  foui  deux  binormales  aux  deux  extrémités 
de  l'arc  ;  cet  angle,  qui  est  aussi  celui  des  deux  plans  oscillateurs 
correspondants,  s'appelle  V angle  de  torsion  au  point  M. 

Remarque.  —  Il  y  a  lieu  de  faire  ici  une  remarque  analogue  à 
celle  que  nous  avons  faite  au  sujet  de  l'angle  de  contingence. 
L'angle  de  torsion  est  en  général  un  infiniment  petit  du  premier 
ordre;  lorsqu'il  est  infiniment  petit  d'un  ordre  plus  élevé,  le  point  M 
est  dit  un  point  de  stationnement.  Les  points  de  stationnement 
sont  nécessairement  isolés  les  uns  des  autres  ;  si,  en  effet,  tout  le  long 
d'un  arc  VB  réel,  la  partie  du  premier  ordre  de  l'angle  de  torsion 
était  nulle,  on  aurait  da."  =  d$'  =  d-f  =  o ;  a",  (3",  y"  seraient 
constants  et  le  point  j j.  ,  serait  un  point  fixe  sur  la  sphère;  on  aurait 
d'ailleurs,  en  intégrant  l'équation 

a"  oc  -+-  6"  S  -+-  y"  y  =  o, 

a"  or  -t-  3"jr  -t-  y* z  =  const 

et  la  courbe  considérée  serait  plane. 

48.  Formules  de  Serret-Frenet.  —  Nous  ferons  au  sujet  des  axes 
de  coordonnées  une  convention  analogue  à  celle  que  nous  avons 
adoptée  dans  le  cas  des  courbes  planes  ;  nous  choisirons  les  axes 
de  coordonnées  de  telle  sorte  que  les  deux  trièdres  OXYZ,  MTNB 
aient  la  même  disposition,  le  point  de  départ  nous  étant  donné  par 
la  direction  de  la  normale  principale.  Celte  convention  entraîne 
les  conséquences  suivantes  :  si  nous  considérons  le  déterminant 


A  = 


ce  déterminant  est  égal  à  -pi,  chacun  de  ses  éléments  est  d'ailleurs 
égal  en  grandeur  et  en  signe  au  mineur  correspondant.  On  aura 
par  exemple 

a  =  p'  f  —  y'  3",         x'  =  v3"  -  py,         a"  =  BY'  -  -J . 

Différentions  la  seconde,  ce  qui  donne 

M  =  y  d'ï—  3  df-h  V  <h  -  y*  rfQ, 


r1 

Y 

P' 

Y 

3" 

Y 
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ou,  en  tenant  compte  des  équations  (3)  et  (5), 

rfa'  =  d,(  py-  f  P'  iht^CïP'-  Py')> 
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OU  simplement 


rfa'  =  —  a  ds  —  a"  efc  = 


r-t)*- 


(  )u  aurait  des  formules  analogues  pour  rfjî'  et  rfy'  ;  ce  sont  les  for- 
mules de  Serret-Frenet. 

Remarque.  —  On  peut  imaginer  sur  la  sphère  une  troisième 
indicatrice  qui  représenterait  les  variations  de  direction  de  la  nor- 
male principale.  Les  formules  précédentes  donneraient  les  cosinus 
directeurs  de  cette  troisième  indicatrice  et  l'angle  des  normales 
principales  infiniment  voisines  serait  mesuré  par  l'arc  infiniment 
petit   de    celte  courbe;   en  appelant  dio  cet  arc  infiniment  petit 

on  a 

dix}'2  =  doc'2  -t-  dfi'2  -+■  dy'2  =  dz2  -f-  dz2. 

C'est  le  théorème  que  nous  avons  établi  géométriquement  au 
paragraphe  26. 

Résumé.  -—  Nous  résumerons  dans  le  Tableau  suivant  les  for- 
mules que  nous  venons  d'obtenir  et  d'où  l'on  déduit  sans  difficulté 
toute  la  théorie  des  lignes  à  double  courbure  ;  quatre  de  ces  for- 
mules ne  contiennent  que  des  éléments  relatifs  à  l'axe  Ox  ;  cha- 
cune d'elles  doit  être  accompagnée  de  deux  autres  analogues,  rela- 
tives aux  axes  Oy  et  O2  : 

.»'  =  <p(0,        ~  =  <KO, 

ds2  =  dx2  -t-  dy2  -4-  dz2, 

du2  =  dx2  -+-  d$2  -+-  dy2, 

dz2  =  doc"2  -h  d$"2  -+-  dy"2, 

(A)  {    doc'  =  —  ocdz  —  oi"dz,  dz2-\-  dz2  =  doc'2  -f-  dfi'2  -+-  dy'2. 


•r  =/(0, 
dx  =  a  ds, 
doc  =  oc'  dz, 
da  =  oc'  dz, 
doc'  =  —  oc  dz  —  a"  dz, 


a       jS 

Y 

= 

«'      P' 

i 

=  H- 

a"      P" 

y" 

I 
R  = 

d<s 

=  ds' 

I 
T 

ds 

On  a  de  plus  pour  les  équations  des  plans  normal,   oscillateur  et 
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rectifiant  : 

(N)  (X  —  x)dx  +  (Y  —  y)dy-h(Z  —  z)dz  =  o, 

(X  —  x)(dyd2z  —  dzd2y)-^(Y  —  y){dzd2x  —  dx  d2  z  ) 


(O)    . 

(  Z  —  z )  (  dx  d-  y  —  dy  d2x)  =  o, 

j  (X  —  x)(dsd2x  —  dxd2s)-h(Y  —  y)  (ds  d2y  —  dy  d2s) 

\  +(Z  —  js)(dsd*z  —  dzd*&)  =  o. 

Calcul  direct  de  la  courbure.  —  Les  formules  du  Tableau  (A) 

permettent  de  calculer  la  courbure  -^  et  la  torsion  =  de  proche  en 

Kl1 

proche,  c'est-à-dire  en  passant  par  le  calcul  des  cosinus  directeurs 

de  la  tangente  et  de  la  binormale  ;   il  est  nécessaire   d'en   donner 

une  expression  où  ne  figurent  que  les  coordonnées  xyz. 

Considérons   d'abord  la  courbure.  En  différentiant  la  formule 

dx  =  a.ds ,  on  a 

d2  x  =  dix  ds  -4-  a  d-  s  ; 

d'où,  en  ajoutant  les  carrés  de  cette  formule  et  des  deux  formules 
analogues  relatives  à  O  y  et  Oz, 

da2  ds"-  =  (rf*a?)*+  (  d2y  )2  +  (d2z)2  —  (d2s  )». 

Si  l'on  prend  pour  variable  t  l'arc  même  de  la  courbe  on  a,  en 
divisant  par  ds\ 

(7)  fp-^+y*-*-*1, 

formule  qui  ne  donne  lieu  à  aucune  ambiguïté  de  signe,  la  cour- 
bure telle  cjue  nous  l'avons  définie  étant  essentiellement  positive. 

Supposons  maintenant  que  la  variable  t  ne  soit  pas  spécifiée  ; 
multiplions  la  formule  précédente  par  ds2  en  tenant  compte  de  la 
relation  évidente 

ds  d2s  =  dx  d2  x  -+-  dy  d2y  ■+■  dzePz, 
il  vient  alors 

ds^da2  =  (dx2-±-  dy*-*-  dz2)  [(d2x)2  +  (d2y)2-h  (d2z)2] 
—  ( dx  d2x  ■+■  dy  d2y  -+-  dz  d2z)*, 

ce  qui  peut  s'écrire 

ds**d<J2=  (dy  d2  z  —  dz  d2y  )*  -t-  (  dz  d2  x—  dx  d2  z  f-  -+-  {dx  d2  y  —  dy  d2x)*. 
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Si  nous  remplaçons   les   binômes  par  A,  B,  C  et  que  nous  divi- 
sions par  dsr'  nous  avons  enfin 

(8)  -_  -. 

(  dx*  +  dy2-h  dz*  )2 

Remarque.  —  Si  la  courbe  est  plane  et  située  dans   un  plan 

parallèle  au  plan  des  xy,  dz  et  d-z  sont  nuls,  V  et  B  également  et 

nous  retrouvons  la  formule  qui  donne  la  courbure  d'une    ligne 

plane  : 

i         dx  d2y  —  dy  d2  x 

R  ~  ~  ' 

(dx*-+-dy*y 

Calcul  delà  torsion.  —  La  formule  de  la  torsion  s'obtient  par 
un  calcul  analogue.  On  a  en  effet  en  posant  : 


H  = /A2+B2+  G2, 
H/=A,         H|3"=B,         HY"=G. 

Dillérentiant  ces  trois  formules  et  faisant  la  somme  des  carrés,  on 
a  comme  précédemment 

H2  dz2  =  dk2  -{-  rfB2-4-  dC2  -  dtt2. 

Multiplions  par  H2  et  remplaçons  H  dR  par  A  dk.  -f-  B  rfB  -+-  G  rfC, 
ce  qui  donne 

H*rfx*  =  (B  dC  -  C  dB  y2  +  (C  dk  —  k  dG)2-h  (  k  dB  —  B  dk)2, 

et  calculons  le  premier  binôme  qui  figure  au  second  membre  ; 
nous  obtenons  ainsi 

B  dC  —  C  dB  =  (dz  d2x  —  dx  d2z )  ( dx  d3y  —  dy  d3x), 

expression  symétrique  enjv  et  z,  d'où 

B  dC  —  C  dB  =  dx2  (  d2y  d3  z  —  d2z  d3  y  ) 

■+-  dx  dy  (d2  z  d3x  —  d3  z  d2  x)  -+-  dx  dz(d2  se  d3y  —  d2y  d3x)  ; 

les  termes  indépendants  de   dx  s'annulant  d  eux-mêmes  on  peut 

alors  écrire 

B  dC  —  G  dB  =  G  dx, 
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en  désignant  par  (i  le  déterminant 


dx  dy  dz 
d-  x  d-y  d-  z 
d3x     dsy     d3  z 


(  9  )]  G 

On  aurait  de  même 

C  dA  —  A  dC  =  G  dy,         A  dB  —  B  d\  =  G  d: 


Portons  ces  valeurs  dans  l'équation   qui  donne  ch1  divisons  par 
H(î  ds2,  et  extrayons  la  racine.  Nous  aurons  enfin 


(10) 


H  « 


car,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin,  G  est  toujours  négatif  si, 
conformément  à  nos  conventions,  les  deux  trièdres OXYZ,  MTNB 
ont  la  même  orientation. 

Nous  verrons  d'ailleurs  dans  le  Chapitre  suivant  (§  49)  comment 
la  courbe  est  disposée  relativement  à  son  plan  oscillateur  suivant 
que  la  torsion  est  positive  ou  négative  (*).  Nous  conserverons  la 

notation  —  pour  représenter  la  valeur  absolue  de  la  torsion. 


(')  Pour  ce  qui  concerne  le  signe  de  la  torsion,  revoir  les  paragraphes  26  à  29 
de  la  première  Partie. 
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CHAPITRK  XI. 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  LIGNES 
A  DOUBLE  COURBURE. 


Expression  des  coordonnées  en  fonction  de  l'arc  sous 
forme  de  séries  entieres.  c.alcul  de  certains  infini- 
MENT   PETITS    :     DIFFÉRENCE     ENTRE    l'aRC    ET    LA    CORDE;    AIRE 

d'un  triangle  dont  les  trois  cotés  sont  infiniment  petits. 
—  Définition  nouvelle  du  plan  osculateur;  cercle  oscu- 
lateur.  —  Volume  d'un  tétraèdre  dont  les  six  arêtes 
sont  infiniment  petites;  sphere  osculatrice.  expres- 
SION   DES    NEUF    COSINUS  EN   FONCTION  DE  l'aRC.  ENVELOPPE 

DE  CHACUNE  DES  FACES  DU  THIEDRE  FONDAMENTAL;  ENVE- 
LOPPE DU  PLAN  OSCULATEUR,  SURFACE  POLAIRE,  SURFACE  REC- 
TIFIANTE. —  Mouvement   des    arêtes   du   trièdre,,   surface 

DES   NORMALES    PRINCIPALES,    SURFACE    DES    BINORMALES. 

49.  Développement  des  coordonnées  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  de  l'arc.  —  Supposons  les  coordonnées 
oc,  y,  Z  d'un  point  mobile  sur  une  courbe  (G)  exprimées  en  fonction 
de  l'arc  s,  compté  à  partir  d'un  point  fixe  de  coordonnées  x0,y0,z0, 
la  formule  de  Taylor,  appliquée  à  la  coordonnée  x1  nous  donne 

s  /  dx  \  s-    I  d1  x  \ 


i  \ds  /o  '     1.2  \  dsl  /u 

Les    formules   de   Serret  permettent    de    n'introduire    dans  les 
coefficients  que  les  éléments  géométriques  de  la  courbe  au  point 

dx 
origine  M0.    De  la  formule  —j-  =  a,  qui  détermine  le  premier  de 

ces  coefficients,  on  déduit  en  eflet  de  proche  en  proche  : 

d— 

diX        drJ.  _  a'  d3X  ,      R  a  a" 

rf^  =  ^  =  R  '  ~dlï  =  *  ~d~7  ~~  W*  ~  RT  ~  "  "  * 
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On  a  donc 

d- 
.s  n-       ,        s3  |      ,      H  a  o 


i  2  K0  •>   \      ds  K-        Kl 

et  deux  formules  analogues  fourniraient  le  développement  de  y  et 
de-. 

Nous  pouvons,  d'après  nos  conventions  relatives  aux  directions 
de  la  normale  principale  et  de  la  hinormale,  prendre  pour  origine 
le  point  M„  et  pour  axes  les  trois  directions  de  la  tangente,  de  la 
normale  principale  et  de  la  binormale  ;  dans  ces  conditions,  on 
doit  faire .vt)  =  y0=  z0  =  o  et  les  trois  cosinus  a0,  j^,  y0  deviennent 
égaux  à  -+-I,  les  six  autres  s'annulant.  Les  trois  formules  précé- 
dentes deviennent  alors 

/  s* 


•>R        (i    ds 


6  IV 


l'indice  o  étant  supprimé  dans  les  coefficients,  afin  de  simplifier 
l'écriture:  mais  il  faut  ne  pas  perdre  de  vue  que  la  courbure,  la 
torsion  et  leurs  dérivées  sont  relatives  ici  au  point  M0,  c'est-à-dire 
à  l'origine  de  l'are  s. 

On  déduit  immédiatement  des  formules  ^i),  où  l'on  suppose 
l'arc  s  infiniment  petit,  les  conséquences  suivantes  : 

i°  La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  projec- 
tion sur  la  tangente  à  Vu  ne  de  ses  extrémités  est  un  infiniment 
du  troisième  ordre.  —  Cet  ordre  serait  supérieur  au  troisième  si 
la  courbure  en  M0  était  nulle,  c'est-à-dire  si  M„  était  un  point 
d'inflexion. 

■>."  D'après  la  seconde  des  formules  i  i)  le  plan  rectifiant  en  M0 
ne  traverse  pas  la  courbe  à  moins  que  M0  ne  soit  un  point  d'in- 
flexion :  on  voit  aussi  que  y  est  positif  quel  que  soit  le  signe  de  s  : 
la  direction  de  la  normale  principale  est  donc  bien  dirigée  dans 
celle  des  deux  régions  de  L'espace,  séparées  par  le  plan  rectifiant, 
qui  contient  les  points  voisins  de  M0  (  >;  i6). 
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3°  La  distance  d'un  point  de  la  courbe  au  plan  osculateur 
infiniment  voisin  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre.  — 
Cel  ordre  s'élèverait  d'une  ou  plusieurs  unités  si  M0  était,  soit  un 
point  d'inflexion,  soit  un  point  de  stationnement. 

Cette  propriété  est  caractéristique  du  plan  que  nous  avons  appelé 
oscillateur;  en  d'autres  termes,  ce  plan  est.  parmi  tous  ceux  qui 
passent  par  M0,  le  seul  dont  la  distance  à  M  soit  du  troisième 
ordre.  Soient  en  effet 

L\  +  (xY  +  vZ  =o 

l'équation  d'un  plan  passant  par  M0  ;  À,  [/.,  v  ses  cosinus  directeurs  ; 
la  distance  o  de  ce  plan  au  point  M  a  pour  expression 

g  =  Xx  ■+-  \iy  -+-  vs, 

elle  esl  donc  du  premier  ordre  si  À  est  différent  de  o.  Elle  ne  peut 
donc  être  du  second  ordre  que  si  le  plan  considéré  passe  par  la 
tangente  à  la  courbe  au  point  M0.  Cette  condition  étant  satisfaite, 

"N  ...  S- 

8  aura  pour  partie  principale,  d'après  les  formules  (i),  jj.— —  et,  par 
suite,  ne  sera  du  troisième  ordre  que  si  ijl  =  o  ;  dans  ce  cas  le  plan 
considéré  aura  pour  équation  Z  =  o  et  coïncidera  avec  le  plan  xoy. 
Cette  propriété  caractéristique  du  plan  déterminé  par  la  tangente 
et  la  normale  principale  justifie  la  dénomination  que  nous  lui 
avons  donné  prématurément  de  plan  osculateur. 

4"  Si  l'on  envisage  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xz 
la  troisième  formule  montre  que,  Z  changeant  de  signe  avec  s, 
cette  projection  présente  une  inflexion  au  point  M0  ;  donc  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  le  plan  perpendiculaire  à  la  normale 
principale  présente  une  inflexion  au  point  M,  et  cette  propriété 
justifie  le  nom  de  plan  rectifiant. 

5°    D'après  la  troisième  des  formules  (i),    -   est  négatif,   ^  et 

—  étant   essentiellement   positifs    (');    ceci   posé,    imaginons    un 

observateur  placé  au  point  O  {fig.  8i),  debout  sur  le  plan  oscu- 
lateur et  tourné  vers  le  centre  de  courbure  ;  les  points  de  la  courbe 
situés  du  même  côté  que  lui  par  rapport  au  plan  osculateur  seront 


(')  Rappelons-nous  que  —  représente  la  valeur  absolue  de  la  torsion,  et  non  la 
torsion  elle-même. 


i  se, 
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à   sa  droite  ou  à   sa   gauche    selon    que    le    trièdre  (OTJNB)    sera 
orienté  de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche. 

La  disposition  de  la  courbe  sera  dextrorsum  dans  le  premier 
cas.  sinistrorsum  dans  le  second;  de  ces  deux  dispositions,  la 
première,  seule,  est  représentée  sur  la  figure  81. 

Pie.  81. 


Cherchons  le  signe  du  déterminant  (î.  considéré  au  paragraphe 

précédent, 

dx     d'1  x     dz  x 

G  =     dy     d-y     d3  y 

dz     d*z     dss 

et  qui  figure,  ainsi  que  nous  lavons  vu,  dans  l'expression  de  la 
torsion.  Dans  le  système  d'axes  réduits,  la  valeur  principale  de  ce 
déterminant  se  réduit  au   produit    des   éléments  de  la  diagonale 

principale,  c'est-à-dire  à  —  ttTt'  ^e  déterminant  est  donc  négatif, 

non  seulement  en  valeur  réduite,  mois  quelle  que  soit  la  position 
de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  coordonnés;  la  formule  (10)  du 
paragraphe  précédent  se  trouve  ainsi  justifiée,  et  l'on  a,  dans  tous 
les  cas,  pour  la  valeur  absolue  de  la  torsion, 

G.  j_ 

H>  -       t' 

Signe  de  la  torsion.  —  Convenons,  ainsi  que  nous  l'avons  lait 
dans  la  première  Partie  (§  26),  de  considérer  la  torsion  comme 
négative  ou  comme  positive  selon  que  le  trièdre  MÏNB  sera  orienté 
de  gauche  à  droite  {disposition  dextrorsum)  ou  de  droite  à  gauche 
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[sinistrorsum).  Supposons  qu'on  ait  adopté,  a  priori,  la  première 
disposition  pour  le  trièdre  OX.YZ,  sans  se  préoccuper  de  celle 
qu'allectera  le  trièdre  MTNB;  G  sera  négatif,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  si  celui-ci  est  orienté  de  gauche  à  droite,  positif  dans 
le  cas  contraire.  On  a  donc,  pour  la  valeur  algébrique  de  la  torsion, 


G^ 

m 


50.  Calcul  de  quelques  infiniment  petits.  —  Nous  appliquerons 
d'abord  les  formules  (1)  au  calcul  de  certains  infiniment  petits  qui 
présentent  un  intérêt  particulier. 

1"  Différence  en  Lie  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde.  — 
Soit  /  la  longueur  de  la  corde  M0M  ;  on  a 


/2  =  x*- 
ou,  d'après  les  formules  (i), 


■y*+z\ 


s* 
3R2 


;  rs 


ou 


l*  = 


12  R- 


£,,  étant  un  infiniment  petit  du  cinquième  ordre;   on  en  conclut 

d'abord  que  -^  a  pour  limite  i,  c'est-à-dire  que  la  corde  et  l'arc 

sont  équivalents,  ce  que  nous  savions  déjà;  si  l'on  divise  alors 
par  s  +  /  ou  par  l'infîniment  petit  équivalent  25,  on  voit  que  s—l 
est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  et  a  pour  partie  prin- 

s3 
cipale  »   d  où 

2"  Aire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  trois  points  infini- 
ment voisins.  —  Soient  S  l'aire  d'un  triangle  M,M2M3  dont  les 
sommets  sont  infiniment  voisins  de  M0  ;  S.f,  Sr,  S-  les  aires  de  ce 
triangle  projeté  sur  les  plans  de  yz,  de  zx,  de  xy .  On  a 


2  S.c 


1    yi 

zi 

•      >S 

Z<i 

I      JK3 

s» 

2  s. 


1        Z-2 

I       Sa 


X2 
X3 


■iS-  = 


1  a?,  yx 
1  a?2  JK2 
1      **      J3 
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On  en  déduit  immédiatement  que  S^,  Sv,  S-  sont  des  infiniment 
petits  du  cinquième,  du  quatrième  et  du  troisième  ordre  respec- 
tivement.   S  et  S;  sont  donc    des    infiniment   petits    équivalents 

puisqu'on  a 

S*=  S*-»-S»-hS|. 

Le  plan  du  triangle  fait  donc  avec  celui  des  xy  un  angle  dont  le 
cosinus  a  pour  limite  1  et  l'on  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  plan  oscillateur  en  un  point  M  est  la  li- 
mite du  plan  /tassant  par  trois  points  infiniment  voisins  du 
point  M. 

Quanta  la  partie  principale  de  S-,  ou  de  S,  si  Ton  remarque  que 

les  ternies  de  la  troisième  colonne  contiennent  en  facteur  — =r  et 

■i  R. 

qu'on  remplace  chaque  élément  par  sa  partie  principale,  on  voit 
que  l'on  a 


R 


I        5,       S\ 

I      s%     s\ 
I      s3     s\ 


=    VET  (  *1  —  S-2  >  (  S-2  —  *S>  (*3—  s\  >• 
4  K 


s,,  s.,,  s3  étant  les  arcs  M„  M , .   M0Ma,  M0MS.  On  a  donc  en  défi- 
nitive 


(3) 


R 


/,.  /j.  /;,  étanl  les  côtés  du  triangle  Al,  M2M3. 

On  déduit  de  là  une  conséquence  importante;  soit  pie  rayon  du 
cercle  circonscrit  au   triangle    M,M2\I3.    L'aire  S  de  ce  triangle 

étant  égale  à    '/      on  voit  que  p  a  pour  limite  R.  Si  Ion  remarque 

de  plus  que  le  plan  de  ce  cercle  devient  à  la  limite  le  plan  oscula- 
teur  et  que  son  centre  est  évidemment  situé  dans  la  concavité  de 
la  courhe  on  est  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  qui  a  pour 
sommets  trois  points  infiniment  voisins  du  point  M  a  pour 
limite  le  cercle  de  courbure  au  point  M. 

Envisagé  à  ce  point  de  vue,  le  cercle  de  courbure  prend  le  nom 
de  cercle  oscillateur. 
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3°  Volume  du  tétraèdre  formé  par  quatre  points  infiniment 
voisins.  —  Si  l'on  considère  de  même  le  volume  du  tétraèdre 
ayant  pour  sommet  quatre  points  M , ,  M2,  M3,  M4,  qui  ont  pour 
limite  commune  le  point  M0,  on  a 


6V  = 


en  observant  les  notations  précédentes;  on  a  donc 


1     xt 

y\ 

*\ 

I        S, 

sj 

*1 

1     x2 

y* 
y» 

-3 

1 

1 

I       St 
I        *3 

4 

*2 

1     a?8 

2  Rs  T 

,3 

I        Xi 

y* 

•z* 

I        54 

*I 

.3 

*4 

V=  — 


-2RïT 


(Si 


*ï)(*l  —  *3.)(*l  —*4)  («2—  S3)(*2—  **)(*»—**), 


ou,  en  appelant  p,,  p2,  ...,  p6  les  arêtes  du  tétraèdre 


(4) 


V  = 


?»  P2P3P4p5p6 

72R2T 


Sphère  osculatrice.  —  11  est  naturel,  après  ce  que  nous  avons 
dit  du  cercle  osculateur,  de  chercher  la  limite  de  la  sphère  pas- 
sant par  quatre  points  M,,  M2,  M3,  M4  ayant  pour  limite  commune 
le  point  M0;  remarquons  que,  si  cette  limite  existe,  la  sphère  limite 
passera  nécessairement  par  le  cercle  de  courbure  et  aura  par  suite 
pour  centre  un  point  de  cet  axe  ;  le  centre  sera  donc  la  limite  du 
point  où  cet  axe  rencontre  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  du 
segment  M,  M2.  Les  coordonnées  du  centre  limite  sont  donc  don- 
nées par  les  équations 

X  =  o,        Y  =  R, 

-  y\  -t-  z\  —  (  x\  -+-  y  |  -t-  z\) 


Z(*j  —  zt)  = 


ROi—  J'ai- 


Le  coefficient  de  Z  dans  la  partie  principale  est  (s'i  —  5î)ë"RT' 
on  a  d'ailleurs  : 


z\—    s, 


ï+yï 

l+yl  +  z\  = 


6R2 


4  R* 


si 


12  R* 


52  — 

55            1 

12  R*    '  '• 

*  ' 

c2  

A» 

*2             Sl 

;3 

ds 
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La   dernière  des  équations   donne  donc  pour  Z,  en  divisan    par 
6  RT     : 

Z=R=T-j5. 

ds 

Les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  sont  donc 

X  =  o,         Y=R,        Z=-T^. 

as 

Remarque.  —  Les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  oscu- 
latrice sont,  relativement  à  des  axes  quelconques,  données  par  les 
formules 

or  i  =  x  -+-  a'  R  -+-  a"  h , 

(5)  /    a1==  z  -h-  y'R+  "fh, 

Différentions  la  première,  ce  qui  donne,  en  tenant  compte  des 
formules  de  Serret, 

dxx  =  -x  ds  —  (  -jj  -+-  t=-  )  R  ds  -+-  %  (  dR  -+-  —  ds  J  -+-  a"  dh  ; 

le  terme  en  a   s'annule  d'après  la  définition   de   h  et  l'on  a   sim- 
plement 

dr\  =  3.  idfi  —  t=-  ds  I 

ou  encore 

hdxx  =  o.\hdh+-  KdK). 

d'où,  en  appelant  /•  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  qui  est  évi- 
demment égal  à  y/R-  +  /(-, 

(6)  h  dr{  =  y."  r  dr. 

On  aurait  deux  formules  analogues  pour  dy,,  dz{  et  l'on  en 
déduit  les  conséquences  suivantes  : 

i°  L'axe  du  cercle  de  courbure  est  tangent  à  la  courbe 
décrite  par  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  ; 

2°  Lorsque  le   centre  de  la  sphère  osculatrice  est  fixe,  son 


CHAPITRE    M.   —    PROPRIÉTÉS    DES    LIGNES    A    DOUBLE    COURHIRK.  I  <)  l 

rayon   reste   constant  et  la   ligne  considérée   est    une  tourbe 
sphérique  : 

3°  Lorsque  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  est  constant,  la 
ligne  considérée  est,  ou  une  courbe  sphérique,  ou  une  ligne  à 
courbure  constante. 

51.  Expressions  des  neuf  cosinus  en  fonction  de  l'arc.  —  Si 
l'on  procède  pour  les  cosinus  a,  a',  a"  comme  pour  les  coor- 
données x,  y,  z,  on  a  les  formules  générales  : 

/a   ,o        s-   l      ,      \\        a  a"'     } 

,         ,  /a         a"\  s-  t  R  ,,      T         a'     a' 

/   ■  .  /'     <'Z  ■   \ 

/  a    \  5-l,i  a  a      ) 


a   =  a„-t- 


un  simple  changement  de  lettres  donnerait  le  développement  des 
six  autres  cosinus.  Si  nous  passons  maintenant  aux  axes  réduits, 
nous  obtenons  en  définitive,  pour  les  trois  coordonnées  et  les  neuf 
cosinus,  le  Tableau  suivant  : 


s3 

x  =  s  —  —  -4- 

S2              sZdK 

y  ~  ÏR  +  6    777 

S2 

IaiS3,-n?+-" 

5             .V2          R 

p         R  +    2     rfs 

,             s         s2       R 
R         •>.     rfs 

R'   -   ,              ''    /      '       -4 

i^^-IÏÏT4--' 

S»  —  i.  _i_  î L  . 

T           2      rfs 

'  6RT         •" 

s* 
"■••'  ï_~7RT+•••, 


T2/    »  T         a   rfs 


„  s2 


Il  suffit,  pour  se  rappeler  immédiatement  les  dernières,  de  se 
rappeler  les  expressions  des  quatre  cosinus  a,  fi,  y  et  fi'.  Les 
valeurs  de  a",  (3",  y"  se  déduisent  de  celles  de  y,  (3,  a  en  échangeant 
les  lettres  R  et  T  ;  on  a,  de  plus,  fi  -f-  «'  =  (3"-f-y'=  o.  Toutes  ces 
relations  ne  sont  d'ailleurs  que  la  traduction,  en  Analyse,  des  pro- 
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priétés  générales  d'un  système  de  deux  cônes  supplémentaires. 
Observons  enfin  que  les  deux  cosinus  a"  et  y  sont  seuls  du  second 
ordre,  tous  les  autres  étant  finis  ou  du  premier  ordre. 

52.  Enveloppe  de  chaque  face  du  trièdre.  —  La  caractéristique 
d'un  plan  mobile  est,  par  définition,  la  limite  de  l'intersection  de 
ce  plan  avec  le  plan  infiniment  voisin  ;  le  point  de  rebrou ssement 
est  la  limite  de  l'intersection  de  la  caractéristique  avec  le  plan 
infiniment  voisin. 

Les  formules  (-)  permettent  de  déterminer  immédiatement 
l'enveloppe  de  chacune  des  faces  du  trièdre  fondamental,  c'est-à- 
dire  le  lieu  de  sa  caractéristique. 

i°  Enveloppe  des  plans  normaux  ;  surface  polaire.  —  La 
caractéristique  est  déterminée  par  les  deux  équations  suivantes, 
prises  à  la  limite, 

X  =  o,         PY  +  YZ  =  ix -v  $y  +  '(z: 

Y  et  Z,  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan  mo- 
bile, doivent  être  considérées  comme  des  quantités  finies;  si 
l'on  réduit  chacun  des  deux  membres  de  la  seconde  équation  à  sa 
partie  principale,  la  seconde  équation  se  réduit  à  !3Y  =  <xx  et 
devient  à  la  limite  Y  =  R,  car  -^  a  pour  limite  R.  Les  équations  de 
la  caractéristique  du  plan  normal  ou  droite  polaire  sont  donc 

X=o,        Y  =  R; 

on  trouve  ainsi  l'axe  du  cercle  de  courbure. 

Le  point  de  rebroussement  est  donné  par  les  trois  équations 

\  =  o,         Y  =  R,         -;z  =  %x+  Pr  —  '(z—  PR- 

Dans  la  dernière  le  premier  membre  est  du  second  ordre,  dans  le 
second  $y  et  yz  étant  du  troisième  ordre  peuvent  être  négligés  ; 
on  a  d'ailleurs 


ax  —  (3  R  =  s  —  R 
et  l'équation  se  réduit  alors  à 
—  Z 


s        s*dk) 
R  +  2     ds  / 

-4-  S3  =  - 

2         ds 

;  à 

52                    S~B 

il 

RT=-TR 

ds 
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on  en  conclui,  pour  les  coordonnées  du  point  de  rebroussemenl, 

X  =  o,        Y  =  R,        Z=-T^. 

as 

En  résumé,  le  [don  normal  a  pour  caractéristique  V axe  du 
cercle  de  courbure  et  pour  point  de  rebroussemenl  le  centre 
de  la  sphère  osculatricc 

La  surface  enveloppée  par  le  plan  normal  a  donc  pour  généra- 
trice l'axe  du  cercle  de  courbure  ;  on  lui  donne  le  nom  de  sur- 
face polaire. 

20  Enveloppe  du  plan  rectifiant.  —  La  caractéristique  du 
plan  rectifiant  est  la  limite  de  la  droite  représentée  par  les  deux 

équations 

Y  =  o,         ot'X-f-  -y'Z  =  a' se -h  $'y-\-v'z. 

Ici  la  seconde  équation  a  pour  premier  membre  une  quantité  du 
premier  ordre,  le  second  membre  étant  du  second;  on  peut  donc 
la  remplacer  par  la  suivante  : 

s  v        s 
_ïïX__Z  =  o. 

Les  équations  de  la  caractéristique  sont  donc 
Y  =  o,         TX  -+-  RZ  =  o. 

Si  l'on  appelle  G  l'angle  de  celte  caractéristique,  ou  droite 
rectifiante,  avec  la  tangente  Ox,  on  a,  d'après  cela, 

T 
(8)  tang6=-^- 

Quant  au  point  de  rebroussement,  son  Z  sera  donné  par  l'équa- 
tion 

z  (y1—  t  a> ) =  %'x  +-  py  h  ~('z 


prise  à  la  limite;  le  premier  membre  de  cette  équation  étant  du 
second  ordre,  si  l'on  néglige  les  termes  du  troisième  ordre  dans  le 
second  membre,  on  trouve  immédiatement 

T  2 

(9)  Z=T^-R^I. 

ds  ds 

D  i3 
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!"  Enveloppe  du  plan   oscillateur.  —  La   caractéristique  du 
plan  osculateur  est  la  limite  de  la  droite 

Z  =  o.         y."  X  -t-  P"\  —  x".r  -+-  $*y  --  ■;'  :•  : 

le  second  membre  est  un  infiniment  petit  <lu  troisième  ordre  au 
inoins,  le  premier  contient  un  terme  du  premier  ordre  provenant 
de  (3"  Y  :  cette  équation  se  réduit  donc  à  la  limite  à  Y  =  o.  Donc 
la  tangente  à  une  courbe  coïncide  à  chaque  instant  avec  la 
caractéristique  du  /dan  oscillateur. 

Le  point  de  rebroussement  est  alors  la  limite  du  point  dont  les 
coordonnées  sont 

Z  =  o.         Y  =  o,         a"  X  =  y"  x  —  P"j'  +  -/"s, 

a"  étant  du  second  ordre  et  a." x  +  §*y-\-"fz  étant  au  moins  du 
troisième  ordre,  Z  a  pour  limite  o.  Donc  chaque  point  de  la 
courbe  considérée  coïncide  avec  le  point  de  rebroussement  du 
plan  osculateur. 

En  d'autres  termes,  toute  courbe  à  double  courbure  peut  être 
considérée  comme  arête  de  rebroussement  de  l'enveloppe  d'un  plan 
mobile  dont  l'équation  dépend  d'un  paramètre  unique.  Mous  verrons 
plus  loin  qu'on  peut  déduire  de  là  un  mode  de  représentation 
analytique  analogue  à  celui  qu'on  obtient  pour  une  courbe  plane 
considérée  comme  l'enveloppe  de  ses  tangentes. 

53.  Mouvement  des  arêtes  du  trièdre.  —  Lorsqu'une  droite 
mobile  D  se  déplace  d'une  manière  continue,  sa  position  dépen- 
dant d'un  paramètre  unique-,  elle  engendre  une  surface  réglée  et 
il  y  a  lieu  de  considérer  sur  cette  droite  à  chaque  instant  : 
i°  l'angle  e  qu'elle  fait  avec  la  droite  ])'  infiniment  voisine  ;  2"  la 
plus  courte  distance  des  deux  droites  D,  D';  3"  enfin  la  position 
limite,  sur  D,  du  point  où  cette  droite  est  coupée  par  la  perpendi- 
culaire commune  à  D  et  D'  (point  central);  nous  résoudrons  ces 
trois  questions  pour  chacune  des  trois  arêtes  du  trièdre. 

i°  Mouvement  de  la  binormale.  —  Considérons  d'abord  la 
binormale;  quand  on  passe  du  point  M„  au  point  M,  elle  passe  de 
la  position  Oz  à  la  position  (B);  soit  l>(  la  projection  de  (  15)  sur  le 
plan  XOY;  abaissons  du  point  O.  M0,  la  perpendiculaire  <)ll  sur 
(B,)  et  menons  HI  parallèle  à  OZ,  puis  !l„  parallèle  à  H<  ). 
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ds 

I 


L'angle  £  est    ici   égal  à -=  par  définition,  la  droite  (H)   a    poui 
équations 


\  —  x       Y  —  y       Z  — 


[i" 
<  )n  en  conclut  pour  L'équation  de  (dî,) 

d'où 

On  voit  aussi  que  les  coordonnées  du  point  1  satisfont  à  l'équa- 

Fig.  82. 


tion  fi"  Y  -f-  a  X  =  o  ;  on  aura  donc  pour  le  Z  du  point  l0 

Z  —  z  a"  x  -+-  (3" y 

Y"  a"*+p   ' 

En  résumé,  la  question  se  résout  par  les  trois  formules 
(10)     e  =  vV*-l-P'',     5=         ^       PLr,      Z 


±y/a"2+p 


a"2  -f-  (i 


r^-(a".r  -+-  fi"j). 


Pvéduisons  chaque  terme  à  sa  partie  principale  en  tenant  compte 
des  formules  (7),  nous  trouvons  : 


T 


(il)  1  =  Tir»  8  =  S,  Z  =  o. 

Donc,  chaque  point  de  la  courbe  est  le  point  central  de   la 
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bi normale  en  ce  point,  et  l'arc  infiniment  petit  mesure  la  plus 
courte  distance  des  deux  binormales  infiniment  voisines. 

■2°  Mouvement  de  la  normale  principale.  —  Les  équations 
relatives  au  mouvement  de  la  normale  principale  s'obtiennent  en 
modifiant  les  équations  (10)  par  la  substitution  du  plan  des  zx  au 
plan  des  xj-,  ce  qui  donne 

e  =  /«a  +  ïa,  o  =   '  ,  \=y-         ?         (ax  +  fz), 

/a'*  H- Y2  x--i-  p- 

ou,  en  réduisant  chaque  terme  à  sa  partie  principale, 


(I2)  E  =  Vïïî+Ti'  °=7IfTfi'  Ys=r5TtT 

La  première  de  ces  formules  exprime  le  théorème  de  Lancrel 
relatif  aux  arcs  infiniment  petits  de  la  courbe  et  de  ses  deux  indi- 
catrices sphériques. 

.)°  Mouvement  de  la  tangente.  —  Substituant  enfin  le  plan 
des yz  au  plan  des  zx1  les  équations  (io)  deviennent 

ds  ,       ry  —  $z  v  a       tn  . 

Il  résulte  de  la  troisième  que  X  est  infiniment  petit;  le  point  \l„ 
est  donc  le  point  central  de  la  tangente,  résultat  déjà  obtenu;  on 
\<»it,  de  plus,  que  la  perpendiculaire  commune  à  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  est  dirigée  suivant  M0B,  ce  qui  jus- 
tifie le  nom  de  binormale  attribuée  à  cette  direction.  En  ce  qui 
concerne  la  plus  courte  distance  o,  on  voit  que  yy  et  flz  étant 
tous  deux  du  quatrième  ordre,  S  est  du  troisième  et  a  pour  valeur 
réduite 

-  _  ft  g  ~  ï~r  _  -  _  1      _   sZ  (      l 


RT\      6       4/        i2  RT' 

cette  dernière  formule  peut  s'écrire,  en  appelant  ff,  t  les  arcs  des 
deux  indicatrices  des  tangentes  et  des  binormales, 

S  7  - 

(i3  8  = 

12 
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<  )n  retrouve  ainsi  la  formule  démontrée  au  paragraphe  28,  et  qui 
est  due  à  O.  Bonnet.  Elle  met  en  évidence  ce  fait  que  les  binor- 
males  d'une  courbe  gauche,  non  plus  que  ses  normales  principales, 
ne  peuvent  rester  tangentes  à  une  seconde  courbe.  On  voit,  en 
effet,  d'après  les  formules  (i  i)  et  (12)  que  la  plus  courte  distance  0 
est,  dans  les  deux  cas,  du  premier  ordre  et  ne  peut  être  d'un 
ordre  supérieur  qu'en  des  points  exceptionnels  de  la  ligne  consi- 
dérée. 
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CHAPITRE  XII. 

THÉORIE  DES  CONTACTS. 


Ordre  de  contact  de  deux  courbes  gauches^  conditions 
analytiques  dun  contact  d'ordre  w.  courbes  oscula- 
trices.  — —  Conditions  géométriques  d'un  contact  d'ordre  n. 
—  Autre  forme  des  conditions  de  contact:  interpré- 
tation géométrique:  cercle  osculatkir.  —  Ordre  de 
contact  d'une  courbe  et  dune  surface: plan  osculateur, 

SPHÈRE    OSCULATRICE.    CoURBE    GAUCHE    DÉFINIE    PAR    I.'eN- 

SEMBLE    DE    SES    PLANS    OSCULATEURS. 

54.  Ordre  de  contact  de  deux  courbes.  —  On  dit  que  Jeux 
courbes  (C),  (C,  i  se  correspondent  point  par  point  lorsque  toutpoinl 
de  l'une  peul  cire  déduit  d'un  certain  point  de  l'autre  par  une 
construction  géométrique  déterminée.  Le  moyen  le  plus  général 
d'établir  une  telle  correspondance  consiste  à  exprimer  les  coor- 
données de  chaque  point,  sur  l'une  et  sur  L'autre  courbe,  par  des 
fonctions  d'un  même  paramètre  /.  et  d'associer  les  deux  points 
M.  M,  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  ce  paramètre.  Nous 

supposerons  donc  les  deux  courbes  définie-  parles  deux   systèmes 
d'équations 

(C)  .r  -/./).  y  =  o(t),  z  =  b(t), 

(Ci)  a?1=/1(0,        ,r,  =  <?,,/.         s,  =  <!,,(<). 

Dans  ces  conditions,  si  M  el  M,  -ont  les  deux  points  de  (G),  (Gt) 
définis  par  la  valeur  (t  -4-  h)  du  paramètre.  Les  arcs  MM',  M(M, 
seront  infiniment  petits  en  même  temps  que  //.  et  tous  deux  du 
premier  ordre,  si  l'on  prend  h  pour  infiniment  petit  principal. 

Nous  supposerons  que  les  deux  courbes  ont  un  point  commun  M 
et  que  ce  point  soit  à  lui-même  son  correspondant  :  (pie.  de  plus. 
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I,i  direction  limite  du  segmenl  M'M'(  qui  unil  deux  positions  infi- 
ment  voisines  de  M,  ne  soit  tangente  ni  à  (C)  ni  à  (Ct).  La  loi  de 
correspondance  pourra  d'ailleurs  être  quelconque  et  ne  sera  sou- 
mise qu'à  cette  seule  restriction. 

Ceci  posé,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  segmenl  M'iM ,  est  un  infini- 
inenl  petit  donl  l'ordre  ne  dépend  en  aucune  façon  de  la  loi  de 
correspondance  établie  entre  les  <leu\  lignes  (G)  et  (Ci).  Le  triangle 
M  M' M',  donne  en  effel  i  //>.  85) 

M,  M,  =  MM   sinM — ' 


sinM', 


Donc,  si  en  prenant  comme  infiniment  petit  principal  h  ou  Y\\\\ 
des  deux  arcs  MM',  M,  M',  l'angle  M  est  infiniment  petit  de  l'ordre  //. 


Fis.  83. 


l'ordre  du  segment  M,  M,  sera  égal  à  /i  +  i  et  ne  dépendra  pas  de 
la  loi  de  correspondance. 

Mous  dirons  que  les  deux  courtes  ont  au  point  MM,  un  contact 
d'ordre  n.  lorsque  l'angle  M  sera  un  infiniment  petit  de  l'ordre  //. 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  ce  qui  précède,  lorsque  le 
segmenl  MM',  qui  mesure  la  dislance  de  deux  points  correspon- 
dants sera  un  infiniment  petit  de  Tordre  //+i. 

Conditions  analytiques  d'un  contact  d'ordre  n. —  Soit/  la 
valeur  du  paramètre  au  point  M,  a,  b,C  les  cosinus  directeurs  de 
M'Mr  nous  avons  les  égalités 

aM'M',  =  /i(  t-hh)  —  f{t  +  h  i, 
h  M ' M\  =  ^(t  -+-  h)  —  cp(  t  -4-  h  ), 
cM'M',  =  tyi(t       h)       <\>(t-+-  h  ), 

l'un  au  moins  des  trois  cosinus  ayanl  une  limite  différente  de  zéro. 
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M  M,  ne  peut  être  infiniment  petit  de  Tordre  n  +  i  que  si  les  trois 
seconds  membres  sont  eux-mêmes  de  Tordre  n-\-\.  Réciproque- 
ment, si  ces  trois  différences  sont  de  Tordre  n  -+-  i ,  Tune  au  moins 
n'étant  pas  d'ordre  supérieur.  M.'  M  ,  sera  un  infiniment  petit  d'ordre 
n  -f-  i  et  seulement  de  Tordre  n  -f- 1 .  Si  donc  on  pose 

,D    F(0=/i(0— /(Oi      *(0  =  <pi(0  —  ?(0.      W(j)  =  <li(()  —  '^n, 

nous  aurons  les  conditions  d'un  contact  d'ordre  n  en  écrivant  que 
les  trois  quantités  ¥(t  -f-  //),  <ï>(*  -h  /*),  V(*+  A),  développées  par 
la  formule  de  Taylor,  sont  divisibles  par  //"+l,  ce  qui  nous  donne 
(3tt-f-  3)  équations  de  conditions,  savoir  : 

[F(*)  =  o,         F' (*)  =  <>,         ...,        F<«>(0=o, 
(2)  ]  ■*(?)  =  o,         4»'  (/)  —  (.,  .  ..,         #(">(«)  =o, 

(  W(*)  =  p,       <f'(*)  =  o,       ...,       »r"!(o  =  o. 

Tune  au  moins  des  trois  dérivées  d'ordre  (n  -+-  r  )  devant  être  dif- 
férente de  zéro. 

Remarque.  —  Les  conditions  ci -dessus  sont  évidemment 
surabondantes;  on  peut  en  effet  clioisir  la  loi  de  correspondance 
arbitrairement,  telle ,  par  exemple,  que  deux  points  homologues 
soient  équidistants  du  plan  àeayz]  la  fonction  F  est  alors  identi- 
quement nulle  ainsi  que  toutes  ses  dérivées;  les  n  premières  équa- 
tions (2)  disparaissent  et  il  reste  seulement  2/1 -f-  2  équations  de 
conditions;  si  les  équations  de  (C)  sont  v  =  /(^),  '- =  ®(#)j 
celles  de  C,)  )-=/,(./•),  ;  =  cp,(.r),  les  équations  (2)  se  ré- 
duisent à 

1  2    I        ■; 

(  o,  (.r)  =  <f(x).         o'1(07)  =  <p'(a?)1  ...,         (p,{»{  =  tp|»{. 

Courbes  osculatrices.  —  La  courbe  (C)  étant  donnée,  si  les 
équations  de  (C,)  contiennent  un  certain  nombre  de  constantes 
arbitraires,  on  peut  disposer  de  ces  constantes  de  manière  à  établir 
entre  ces  deux  courbes,  en  un  point  donné  de  (C).  un  contact 
d'ordre  11  plus  ou  moins  élevé.  Te  problème  sera  possible 
pourvu  que  2/1  +  2  soit  au  plus  égal  au  nombre  îles  para- 
mètres disponibles  qui  figurent  dans  les  équations  de  (C|): 
lorsque  cet  ordre  de  contact  est  le  plus  élevé  possible,  on  dit 
que  la  courbe  (G|)  est,  au  point  M,  osculatrice  à  la  courbe  (G). 
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Un  cercle,  par  exemple,  est  déterminé  par  six  paramètres;  on 
pourra  donc,  en  un  point  quelconque  de  (G),  construire  un  cercle 
ayant  avec  ((ï)  un  contact  du  second  ordre  au  plus.  Le  cercle 
ainsi  déterminé  sera  osculateur  à  (C).  Remarquons  encore 
que  l'ordre  de  contact  maximum  est  Limité,  non  seulement  par  le 
degré  d'indétermination  de  (C,),  mais  aussi  par  les  propriétés 
intrinsèques  de  la  courbe  donnée  (G).  Si  par  exemple  les  deux 
courbes  sont  l'une  gauche  et  l'autre  plane,  il  sera  en  général 
impossible,  sauf  en  des  points  liés  particuliers,  d'établir  un  contact 
^Tordre  supérieur  à  deux.  Pour  discuter  complètement  la  question, 
il  suffit  d'interpréter  géométriquement,  de  la  manière  suivante, 
les  conditions  exprimées  par  les  équations  (2). 

55.  Condidions  géométriques  d'un  contact  d'ordre  n.  —  Prenons 
pour  points  homologues  deux  points  M',  M',  situés  à  la  même  dis- 
tance curviligne  du  point  commun  et  pour  paramètre  t  l'arc 
MM'  =  M,  M;  =s. 

Les  cordes  MM',  M,  M',,  projetées  sur  OX,  ont  pour  expressions 
développées,  d'après  les  formules  du  paragraphe  49, 


1  x  —  x  =  as 
(3) 


2 


[   d-  \ 

s1  a           s3  I      ,       K  a  a"      J 

7  ÏÏ    "h6\a    17  ~R*~  RT/^- 

a',         s3 1      ,       Ri  ai  a"       J 


On  aurait  deux  développements  analogues  relativement  à  cha- 
cun des  axes  OY  et  OZ.Les  n  -f-  1  premières  équations  (2)  s'obtien- 
dront en  égalant,  dans  ces  deux  développements,  les  coefficients 
jusqu'à  ceux  de  s'1  inclusivement. 

Pour  que  le  contact  soit  du  premier  ordre  il  fautqu'on  ait  a  =  a, , 
et  de  même,  pour  les  deux  autres  axes  fi=  (i(,  y  =  y(.  En  d'autres 
termes,  il  faut  que  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  com- 
mun M. 

Les  conditions  relatives  à  un  contact  du  second  ordre  s'obtien- 
nent en  ajoutant  aux  précédentes 


R 
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ce  qui  peut,  s'écrire,  en  remarquant  que  R,  R.t  sont  essentiellement 
positifs, 

«!=«':         P',=  P',         Ti  =  T'.         ri=r- 

Il  faut  donc,  pour  que  le  contact  soit  «lu  second  ordre,  que  les 
deuxeourbes  aient  même  direction  de  tangente,  de  normale  princi- 
pale et  par  suite  de  binormale;  que,  de  plus,  les  deux  courbures 
soient  égales  entre  elles.  En  d'autres  tenues,  "les  deux  courbes 
doivent  avoir  même  cercle  de  courbure. 

Pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre,  deux  conditions 
nouvelles  doivent  être  remplies;  on  doit  avoir  même  coefficient 
de  s3  dans  les  équations  (3),  d'où  : 

T        T,'  ds  ds  ' 

les  deux* courbes  devront  donc  avoir  même  torsion  et  même  cour- 
bure dérivée. 

Les  conditions  d'un  contact  d'ordre  n  sont  alors  évidentes  ; 
dans  les  développements  (3),  les  coefficients  de  s"  sont  de  la 
forme 

V  y.  -t-  A'  a'  -+-  A" a",     Aj  a  +  A',  a'  -+-  A '{  a" , 

A,  A'.  A."  étant  des  fonctions  entières  deïï.  de  ttt  et  de  leurs  dérivées 

K  1 

successives  par  rapport  à  s,  \,,  \j.  \]  étant  composés  de  la  même 
manière  avec  l'aide  de  tt- >  =-•  Il  est  clair  qu'on  csl  ainsi  conduit 
de  proche  en  proche  au  résultat  suivant  : 

Théorème.  - —  Pour  que  deux  courbes  (C),  (Ci  )  aient,  en  un 
point  donné,  un  contact  de  V ordre  n.  il  faut  et  il  suffit  : 
î"  qu'elles  aient  en  ce  point  même  tangente  et  même  direction 
de  normale  principale  ;  :>."  que  la  courbure  et  la  torsion  soient 
égales  sur  les  deux  courbes,  ainsi  que  les  {n — 2)  premières 
dérivées  de  la  courbure  et  les  [n  —  3  l  premières  dérivées  de  la 
torsion  par  rapport  à  l'arc. 

En  conséquence,  la  droite  osculatrice  en  un  point  est  la  tangente 
en  ce  point  :  le  contact  est  en  général  du  premier  ordre  :  il  ne  peut 
s'élever  au  second  que  si  la  courbure,  qui  est  nulle  pour  la  droite. 
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l'est  également  pour  la  courbe,  c'est-à-dire  si  M  est  un  point 
d'inflexion. 

Le  cercle  oscillateur  coïncide  avec  le  cercle  de  courbure  et  a, 
avec  (G),  un  contact  du  second  ordre;  cet   ordre  ne  peut   s  élever 

■  ,  •    ,        .  •  ,i        f/K         •  ,    •  i  m 

il  une  imite  mi  en  un  point  ou  —  et  -7—  >  qui  sont  e\  idemment  nulles 
1  ■  t         as      l 

pour  le  cercle,  le  seraient  aussi  pour  la  courbe  ^C  ),  c  est-à-dire  en 

un   point   qui    serait  à    la  lois   un    point    de    stationnement   et  un 

point  de  courbure  stationnaire. 

D'une  manière  générale,  c'est  seulement  en  un  point  exceptionnel 

que   la    ligne   donnée   pourra    avoir    avec    une   courbe    plane  (Cf) 

un  contact  d'ordre  supérieur  à  deux,  la  torsion ™-  et  huiles  sesdé- 

■  1 

ii\('os  étant  évidemment  nulles. 

Si  les  deux  lignes  (C),  (C,)  sont  planes,  les  conditions  relatives 
à  la  torsion  et  à  ses  dérivées  successives  sont  remplies  d'elles- 
mêmes  et  l'ordre  de  contact,  peut  être  alors  quelconque;  tout 
dépend  du  degré  de  généralité  de  la  courbe  (C,).  Si  celle-ci  ne 
contient  que  k  indéterminées,  elle  sera  oseulalriee  quand  le  con- 
tact sera  d'ordre  k  —  1 .  Une  courbe  plane  a,  par  exemple,  en  cha- 
cun de  ses  points  une  conique  osculatrice ;  Tordre  de  contact  est 
égal  à  quatre;  il  s'abaisse  à  trois  si  la  conique  osculatrice  doit  être 
une  parabole  ou  une  hyperbole  équilatère. 

06.   Autre  forme  des  conditions  de  contact.  —  Revenons  aux 

conditions  (2)  et  considérons  en  particulier  les  trois  équations 

/,(/!—  /(,/),  ç>i(£)=  cp(£),  <\)t(t)  =  ty(t) 

dont  toutes  les  autres  se  déduisent  par  n  dérivations  prises  par 
rapport  à  t  ;  elles  expriment  simplement  que  le  point  M  de  (G)  se 
trouve  sur  la  courbe  (C|).  Or  ce  fait  géométrique  peut  s'exprimer 
de  bien  des  manières  différentes;  dans  tous  les  cas,  il  se  traduira 
par  deux  équations  qui  fourniront  les  deux  premières  conditions; 
toutes  les  autres  s'obtiendront  en  dérivant  //  fois  celles-ci  par 
rapport  au  paramètre  t.  On  peut  par  exemple  définir  (C,  )  comme 
l'intersection  de  deux  sut  laies 

P(x,y,  z)  =  o,         Ç>(x,y,  z)  =  o. 

Les  deux  conditions  d'intersection  sont  alors 

Pf/i  /  |,  tpi  /  ),  ip(  t  )\  =  o,         Q|/i  /  1,  01  /  1.  d/i  1  \]  =  0, 
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et  les  conditions  de  contact  prendront  alors  la  forme 
d?  d>  V  d"  P 

I      I      =  O,  —7-    =   i),  =0,  •  •  •   >  — ; =   O, 

\  dt  de1         ■  '  dt" 

'  4  '      i   _  rfQ  «F  Q  rf"  Q 

/     Q  =  o,  -7=    =  O,  —7-7-   =  0.  •  •   •  >  — : =    O. 

rf*  flfr2  dt" 

Cherchons  par  exemple  les  conditions  d'un  contact  du  second 
ordre  de  (C)  avec  le  cercle  (G|)  dont  les  équations  sont 

I  x,  —  a  1'-—  1  ri —  il2-r-  {  zx—  c)i=  p2, 
Xi  a?j  —  a)  -+-  [x|  j)-!  —  6)  -f-  v(«i  —  c)  =  0. 

Si  nous  prenons  pour  variable  t  l'arc  s  de  la  courbe  (G),  les 
conditions  d  intersection 

i.r  —  m'1  —  (  r  —  i)2-ri;-  cs  >  =  p2,        /.(.r —  «  1  —  |*(  j'  —  b  )  -+-  v(  \z —  ci  =  o 

devront  être  difïérentiées  deux  fois,  en  tenant  compte  des  formules 
de  Serret;  on  trouve  ainsi 

a  (a?  —  a)  -+■  (i  ( y  —  b  >  —  y  1  z  —  c)  =  o,  À  a  -+-  ;jl  3  -+-  v y  =  o, 

a'| ./  —  a  )  -r-  Q'f y  —  b  \  —  y'(3  —  c)  ==  —  R-         /,a  ~~  .aP'^~  vï'  =  °- 

Si  nous  prenons  pour  origine  le  point  M,  pour  axes  de  coordon- 
nées la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale,  ces  six 
équations  se  réduiront  à 

a-  —  //-  -+-  c-  =  p2.         a  =  o,  b  =  R,        La  —  \x  b  -+-  v  c  =  o, 

À  =  0.         [.i  =  o. 
ou 

œ  =  c  =  o,         />  =  R,         R  =  p,         X  =  o,         ;jl  =  o. 

Le  cercle  oscillateur  coïncide  par  conséquent  avec  le  cercle  de 
courbure. 

Interprétation  géométrique.  —  Supposons  que  la  courbe  (G) 
jouisse  en  un  point  donné  M  dune  propriété  géométrique  s'expri- 
iiinit  par  l'équation  H(£)  =  o,  on  exprimera  que  cette  propriété 
subsiste  en  un  point  infiniment  voisin  M'  (/+/<,)  en  écrivant 

H(*-+-Ai)  =  o,        ..11        H(«)-+-  hiH'(t-h%ihi)  =  0, 
on  ;i m r;«  donc  à  la  lois 

H(0  =  o,         H'i  /-i-0,/1,  )  =  o. 
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Si  donc  la  propriété  subsiste,  quelque  voisin  que  M'  sera  de  M, 
on  aura  en  ce  dernier  point 

H(0  =  o,        H'm-o. 

Lui  d'autres  termes  on  exprimera  qu'un  fait  géométrique  se  pro- 
duit à  la  fois  en  un  point  M  et  en  un  point  infiniment  voisin  en 
dérivant  l'équation  H(f)  =  o. 

Supposons  un  troisième  point  M"  de  paramètre  <  +  /i2  où  le 
même  fait  se  produise;  on  aura,  en  tenant  compte  des  deux  équa- 
tions précédentes, 

H(*-t-A2)  =  H(0-H/î2H'(0-H—  H"(*H-e2A2)=  o, 
d'où 

H(0  =  o,         H'(n  =  o,         H"(t-hH2h.1)  =  o, 

et,  si  cela  a  lieu  quelque  petit  que  soit  A2, 

H(0  =  o,        H'(*)  =  o,         Hv(0  =  o. 

Le  même  raisonnement,  continué  de  proche  en  proche,  montre 
que  les  équations 

H(t)  =  o,        H'(0  =  o,         H"(0  =  o,         ...,        EM(t)  =  o 

expriment  que  la  courbe  (C)  jouit,  au  point  M  et  en  «  points  infi- 
niment voisins,  de  la  propriété  géométrique  exprimée  par  l'équa- 
tion 

H(0  =  o. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  si  la  propriété  géométrique  en  ques- 
tion s'exprimait  par  deux  équations  H  (t)  =  o,  G  (  i)  =  o,  le  rai- 
sonnement subsisterait  sans  modification. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  la  question  du  contact  d'ordre  «, 
nous  sommes  évidemment  conduits  au  théorème  suivant  : 

Dire  que  deux  courbes  ont,  en  un  point,  un  contact  de 
l'ordre  n,  c'est  dire  qu'elles  ont  en  commun  ce  point  M  et 
n  autres  points  infiniment  voisins  deM. 

Supposons  par  exemple  que,  l'une  des  deux  courbes  étant  don- 
née, l'autre  soit  déterminée  de  telle  sorte  qu'on  puisse  la  faire 
passer  par  A  points  arbitrairement  choisis;   cette  seconde  courbe 
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sera  osculatrice  à  la  première  lorsquelle  aura  avec  elle  un  contact 
de  l'ordre  k  —  i  . 

<  hi  conclut  encore  de  cette  nouvelle  définition  que  les  projec- 
tions des  deux  courbes  sur  un  plan  quelconque  se  traversent  ou 
ne  se  traversent  pas  au  point  commun  M,  suivant  que  l'ordre  de 
contact  est  pair  ou  impair. 

57.  Ordre  de  contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  —  La 
seconde  définition  du  contact  présente  l'avantage  de  s'étendre 
immédiatement  à  l'ordre  de  contact  d'une  courbe  (G)  et  d'une 
surface  (S).  Nous  dirons  que  cet  ordre  est  égal  à  n  si  la  courbe 
et  la  surface  ont  en  commun  le  point  M  et  n  autres  points  infini- 
ment voisins.  Si  l'équation  de  la  surface  est  P(xiy,  z{  \  =  o,  les 
équations  de  condition  seront  alors,  pour  un  contact  du  nienu'  ordre 

Dr/,  ,  1  d?  ^p  Jnp 

P[(/(OT(0*(0]  =  o,       ^.  =  0,       -2P--0,        ..-,        -^  =  0. 

Les  équations  (4)  relatives  au  cas  des  courbes  expriment,  à  ce 
nouveau  point  de  vue,  que  la  courbe  (G)  a  un  contact  d'ordre  n, 
au  moins,  avec  n'importe  quelle  surface  passant  par  la  courbe  (G,). 

S  urfaces  osculatrices .  —  Lacourbe(C)  étnnt  toujours  supposée 
fixe,  supposons  que  l'équation  P  =  o  de  la  surface  (S)  contienne 
/  -f-  1  indéterminées;  on  pourra  en  disposer  de  manière  à  établir, 
en  un  point  quelconque  de  (G),  un  contact  d'ordre  n  avec  (S), 
n  étant  égal  ou  inférieur  à  k.  Pour  n  =  k  —  1  la  surface  (S)  est, 
parmi  toutes  celles  qui  satisfont  à  une  même  définition,  celle  qui 
aura  avec  (G)  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé;  on  dit  alors 
que  (S)  est  osculatrice  à  (G). 

Plan  oscillateur.  —  Supposons  d'abord  que  la  surface  (S)  soit 
le  plan 

Ecrivons  que  le  point  JNI  de  la  courbe  est  dans  ce  plan  et  dérivons 
deux  fois  par  rapport  à  l'arc  s  de  (C),  nous  obtenons  ainsi  les 
équations  de  conuitions 

)^+  \xy  -1-  v  z  =  m . 
À  a  -+-  fif$  -+-  yy  =  o, 
X  a'  -+-  [x  (3'  -t-  v  y'  =  < > 
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et,  si  Ton  réduit  aux  axes  particuliers  employés  plus  haut. 

À   —  O,  [)-         O,  .13  =  O. 

Le  plan  osculaleur  est  donc-  celui   que  déterminent  la  tangente 
et  la  normale  principale. 

Sphère  osculatrîce.        Considérons  encore  la  sphère 

1  ./•,  --  a  )--+- 1  y,  —  l>  )-  -+-  (  -1  —  c  )-  =  p2  ; 

m  l'on  exprime  qu'elle  contient  le  point  x,  j-,  ;  et  qu'on  dérive  trois 
fois  l'équation  ainsi  obtenue,  on  trouve,  pour  déterminer  la  sphère 
osculatrice,  les  équations 

17     -a)2-t-     (y  —  b)*-+-     (z  —  c2)  =  p2. 

ce  \  .v  —  a)  -+-  p  {y  —  b  )  -+-  y  (a  —  c)  =  o, 

a'  (a;  —  a  ;  -+-  r'J  (  j •  —  b )  -f-  y'  ( -3  —  c )  =  —  R . 

r.  ,  ,  rrdR 

y.  (x  —  a)  —  .5  1  r  —  fcn  +7  ( s  —  c)  =  r  — — , 

as 

résultat  identique  à  celui  que  nous  avons  trouvé  par  une  autre 
méthode  (page  190).  Remarquons  seulement  qu'en  dillerentiant 
la  dernière  des  équations  précédentes,  ce  qui  donne 

o<  ,  r,  m  d  /„,  dR 

a  (a?  -  a)  4-  $'(y  -  b)  -+- ■  T'(*  -  c)  =  T^  (T  -^ 

et  combinant  ce  résultai  avec  1  avant-dernière  équation  on  obtient 

H        d  (     dR\ 

(D)  T->-ds-{Tlù)=0- 

Cette  relation  définit  les  points  de  la  courbe  (C)  où  le  contact 
avec  la  sphère  osculatrice   est  du   quatrième  ordre.    On   voit  sans 

do 
peine  qu'elle   peut   se  mettre   sous   la  forme  simple  û-^-=o.  Le 

rayon  de  la  sphère  osculatrice  passe  donc,  en  un  pareil  point,  par  un 
maximum  ou  par  un  minimum;  remarquons  enfin  que  l'équation 
précédente,  supposée  vérifiée  en  tous  les  points  d une  courbe 
donnée,  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
cette  courbe  soit  sphérique. 

Courbe  gauche  définie  par  V ensemble  de  ses  plans  oscilla- 
teurs. —  On  peut  déduire,  de  ce  qui  précède,  un  mode  de  repré- 
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sentation  analytique  d'une  courbe  gauche,  analogue  à  celui  que 
nous  avons  donné  pour  une  courbe  plane  considérée  comme  enve- 
loppe de  ses   tangentes.   Considérons  le  plan  mobile  ayant  pour 

équation 

x  sin/  — y  cost  -+-  \i.z  =  H, 

jjl,  H  étant  des  fonctions  données  de  l'angle  t  que  fait  avec  Ox 
la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  des  xy  ;  u.  est  la  cotangente  de 
l'angle  9  que  fait  ce  plan  avec  xOy;  H(tf)  est  la  distance  du  plan  à 
l'origine  O.  Si  ce  plan  reste,  lorsque  t  varie,  osculateur  à  une 
courbe  (G),  les  coordonnées  du  point  d'osculation  sont  déterminées 
d'après  ce  qui  précède  par  les  trois  équations 

x  sin  /  — y  cos/  -t-  fx  z  =  H, 
x  cost  -\- y  si  n  t  -+-  jjt*  z  =  H', 
—  x  sin  /  -H  y  cost  -+-  y."  z  =  H"; 
d'où,  en  posant 

w  .       H  +  H'' 

fi  +  fl 

!a?  =  (  H  —  X}x  )  sinZ-t-  (H' —  X[jl')  cos/, 
y  =  (H'— Au')  sin/  —  (H  —  ).;ji  )cos/, 
a  =X(0- 

Ces  formules  permettraient  de  déduire  des  fonctions  H(/), 
[*(£)  toutes  les  propriétés  de  la  courbe.  Elles  donnent  pour  les 
cosinus  directeurs  de  la  binormale  et  de  la  tangente,  pour  l'arc, 
pour  la  courbure  et  la  torsion,  les  expressions  suivantes  : 

a"  S"  y"  i 


sin  t        —  cos  t         \x        i/T-i 
P  Y 


(7) 


p.  sin/  -+-  [x  cos/        (J.  sin  /  —  jjl  cost        —  i         i/ï  "+"  a2-+-  il'1 
ds  =  X' ( /  )  \/i  -I-  jlx2  — l—  ji.'2  ûfr, 

X'  ,  „.  (1-4-  fi'*)2  X'  I 

(  i  -+-  jji2  4-  [a.  2  )  - 

Les  cosinus  directeurs  a',  (}',  y'  de  la  normale  principale  se  dé- 
duiraient de  ceux  de  la  binormale  et  de  la  tangente  par  les  for- 
mules a'=  y  (3" —  j3y",   .... 
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La  dernière  formule  est  particulièrement  simple  ;  aussi  ce  mode  de 
représentation  est-il  surtout  avantageux  dans  l'étude  d'une  courbe 
qui  jouit  dune  propriété  spéciale,  relativement  à  sa  torsion. 

Proposons-nous  par  exemple  de  déterminer  la  courbe  dont  la 
torsion  est  une  constante  ou,  plus  généralement,  une  fonction  ®(t) 
de  l'angle  t .  Laissant  arbitraire  la  fonction  u,  on  déterminera  X  par 
la  quadrature 

H  se  déterminera  ensuite  par  l'intégration  de  l'équation 

Il  -i-  H"=  A(  [A-+-  </'  i  =  •>(  t), 

intégration  qui  se  ramènera  à  deux  quadratures 

II  =  s'mt  I  ty(t)  cost  dt  —  cosi  /  h(t\  sin  t  dt. 

58.  Contact  de  deux  surfaces.  —  Revenons  à  la  théorie  géné- 
rale et  considérons  deux  surfaces  S,  S,  ayant  un  point  O  commun; 
établissons  entre  les  points  M,  M|  de  ces  deux  surfaces  une  corres- 
pondance de  nature  quelconque,  telle  toutefois  que  le  point  O  se 
corresponde  à  lui-même  et  que  la  direction  limite  du  vecteur  MM, 
ne  devienne  tangente  à  aucune  des  deux  surfaces,  lorsque  les 
points  M  et  M,  viennent  se  confondre  avec  O;  dans  ces  condi- 
tions, l'ordre  de  l'infiniment  petit  MM,  sera,  comme  dans  le  cas  de 
deux  courbes  (§  oG),  indépendant  de  la  loi  de  correspondance; 
si  cet  ordre  est,  en  général,  égala  /?  —)—  i ,  et  supérieur  à  n  -h  i  pour 
certaines  directions  de  OM,  nous  dirons  que  S  et  S,  ont,  au 
point  M,  un  contact  d'orde  n  ;  les  projections  du  vecteur  MM, 
sur  les  trois  axes  seront  alors  toutes  trois  de  l'ordre  n  -t-  i  au  moins, 
l'une  au  moins  n'étant  pas  d'ordre  supérieur. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  établir  la  loi  de  correspondance  au 
moyen  d'un  même  système  de  deux  variables  n,  v,  en  fonction 
desquelles  nous  exprimerons  les  coordonnées  de  M  et  de  M,  ;  soit 
alors  H  (m,  v)  =  o  l'équation  qui  exprime  que  le  point  (m,  v)  de  S 
appartient  à  S,. 

Un  raisonnement  identique  à  celui  du  paragraphe  06  nous  donne, 
pour  les  conditions  analytiques  d'un  contact  de  l'ordre  /i,  les 
égalités  suivantes  : 

H  =  o,         dH=o,        û?2H=o,         ...,         d'lH  =  o        (d»+iH^o) 
D.  14 
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où  dh  représente  la  diflérentielle  totale  d'ordre  Â,  et  qui  doivent 
être  vérifiées  identiquement,  c'est-à-dire  quel  que  soit  le  rap- 
port -j-  ;  en  d'autres  termes  :  la  fonction  H  devra  être  nulle  iden- 
tiquement, ainsi  que  toutes  ses  dérivées  partielles  Jusqu'à 
l'ordre  n  -4-  i ,  exclusivement. 

>-.  •   (  n  -+-  i  )  (  n  -+-  a  )  ,  •  •  ,  -i 

Un  trouve  ainsi conditions  de  contact;  il  reste  a 

i 

en   donner   l'interprétation    géométrique;    nous   ne    le    pourrons 

qu'après  avoir  défini  les  éléments  géométriques  qui  caractérisent 

une  surface  en  un  point  donné  (voir  Chap.  XV,  §  73). 
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CHAPITRE  XIII. 


APPLICATION  DE  LA  THEORIE  GÉNÉRALE 
A  DES  COURUES  PARTICULIÈRES. 


Hélices     cylindriques  ;     hélice     circulaire  ;      l'hélicoïde 

gauche    a   plan    directeur.   hélices    coniques;   hélice 

cylindroconique.   courbes   a   courbure    constante.   

Courbes  de  Bertrand. 

59.  Hélices  cylindriques.  —  L'hélice  générale  étant  par  défini- 
tion la  courbe  dont  la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  une 
direction  fixe(D),  une  telle  courbe  sera  complètement  déterminée 
quand  on  connaîtra  cet  angle  ainsi  que  la  section  droite  du 
cylindre  qui  l'admet  comme  directrice  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  (D).  Prenons  pour  axe  des  z  une  parallèle  à  (D) 
et  soient 

ar  =  X(0,        y  =  f*(  0, 

les  équations  de  la  section  droite,  projection  de  la  courbe  sur  le 
plan  des  xy;  t  étant  l'arc  indéfini  de  cette  projection,  si  l'on 
appelle  cp  l'angle  que  fait  sa  tangente  avec  OX,  on  aura  d'abord 
pour  l'hélice 

a  ds  =  X'(  t  )  dt  =  dt  coste  . 
3  ds  =  [x'(  t  )  dt  =  dt  sinct. 
Y  ds  =  ds  cos  i, 

en   conservant   toujours    les   notations  dont   nous    nous   sommes 
servi  jusqu'ici  et  en  désignant  par  i  l'angle  que  fait  avec  OZ  la 
direction  de  la  tangente. 
On  déduit  de  ces  relations 

ds  sin  i  =  dt, 
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et  pour  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente 

(i)  a  =  sint  coscp,         B  =  sint  sincp,         y  =  cosi, 

(2)  dt  =  ds  sini. 

Nous  pourrions  prendre  pour  a,  jB,  y  des  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  à  celles-ci;  adopter  les  formules  (1),  c'est,  comme 
nous  le  verrons  plus  loin,  supposer  l'angle  i  obtus  ;  quant  à  la 
formulera),  elle  suppose  qu'on  donne  le  même  signe  à  des  arcs 
correspondants  de  l'hélice  et  de  la  section  droite.  La  dernière 
équation  s'intègre  immédiatement  et  met  en  évidence  cette  pro- 
priété que  tout  arc  de  V hélice  est  dans  un  rapport  constant 
avec  sa  projection  sur  le  plan  de  la  section  droite.  Cette 
propriété  est  d'ailleurs  caractéristique  et  peut  servir  de  définition 
à  l'hélice. 

Normale  principale  ;  courbure.  —  Difïérentions  les  rela- 
tions (1)  en  tenant  toujours  compte  des  formules  de  Serret,  nous 
obtenons  ainsi 

a'  .   .  3'  .     . 

—  ds  = —  sim'sincp  rfa»,  -^-cfa  =  siru  cosçc?»,  y'=o. 

rt  '  n 

Donc,  la  normale  principale  est  constamment  parallèle  au 
plan  de  la  section  droite;  elle  coïncide,  en  direction,  avec  la 
normale  de  la  section  droite;  cette  propriété  est  encore  caractéris- 
tique, car  la  condition  y'=  o  est  équivalente  à  -j-  =  o  et  ne  peut 

être  satisfaite  que  si  y  a  une  valeur  constante;  donc,  toute  ligne 
dont  la  normale  principale  reste  parallèle  à  un  plan  fixe  est 
une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  perpendiculaire  à  ce  plan. 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  droite,  les  valeurs  de  %   et  (3'  prennent  la  forme 


,   a  .     .    .       dt  ,3'  .     ,  dt 

as—  =  —  sm  1  sino  — >  ds  ^r-  =  sm  1  cos  9  — 1 

K  '    /•  K  '   r 


d'où  enfin 


(3)  »'=  —  sin«,         !3'=cosœ, 

...  1        sin*  i 

(4) 


H  r 

liinormale.  Torsion.  —   Les  cosinus  directeurs  de   la   binor- 
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maie  se  déduisent  de  ceux  de  la  tangente  et  de  la  normale  princi- 
pale par  les  formules 

a"  =  pY'  _  Yp',         [5"  =  Ya'  —  ay\         y"  =  ap'—  (Ja', 
qui  deviennent,  d'après  les  formules  (i)  et  (3), 
<  ")  i  x*=  —  cosicos©,         P"=  —  cos  t  sintp,         Y*=smi" 

De  la  dernière,  on  déduit  cette  propriété  nouvelle  : 

Le  plan  oscillateur  de  l'hélice  fait  un  angle  constant  avec  le 
plan  de  la  section  droite. 

Il  est  visible  d'ailleurs  que  l'équation  y  =  const.  entraîne  y' =  o 
et  ne  peut  convenir,  d'après  ce  qui  précède,  qu'aux  hélices  ou  aux 
courbes  planes  qui  en  sont  un  cas  particulier  ;  donc,  réciproque- 
ment, toute  courbe  dont  le  plan  oscillateur  fait  un  angle  cons- 
tant avec  un  plan  fixe  est  une  hélice. 

Il  reste  à  calculer  la  valeur  absolue  ~  de  la  torsion;  le  signe  de  ■= 
sera  déterminé  par  la  disposition  de  l'hélice  (§  48).   Pour  avoir  =, 

appliquons  les  formules  de   Serret  aux  cosinus   directeurs  de  la 
binormale,  ce  qui  nous  donne 

y.'    ,  sinœ    ,  .    .       dt 

■=  as  = =r-  as  =  cos  i  sin  o  —  > 

I  T  '    r 


ou,  en  simplifiant, 

T 


i  sin  i  cosï 

(6) 


Cette  valeur  de  ™  devant  être  positive,  l'angle  i est  certainement 

obtus,  ainsi  que  nous  l'avions  prévu;  il  résulte  d'ailleurs,  de  la 
formule  (5),  que  la  binormale  fait  avec  OZ  un  angle  aigu,  égal 

;'i  i  —  -;  la  disposition  de  l'hélice  est  donc  sinistrorsum  dans 
1  hypothèse  où  nous  nous  sommes  placés,  et  la  torsion  —  est,  pav 

suite,  positive;  pour  la  disposition  contraire,  il  faudrait  changer 
de  signe  les  seconds  membres  des  formules  (i).  Des  formules  (5) 
et  (6)  on  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —    La    courbure  et   la    torsion    varient   l'une  et 
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ï autre,  quand  on  parcourt  l'hélice,  proportionnellement  à  la. 
courbure  de  la  section  droite. 

Corollaire.  —  Dans  toute  hélice  le  rapport  de  la  courbure 
à  la  torsion  a  une  valeur  constante. 

La  réciproque  est  exacte  et  l'on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  (Bertrand).  —   Toute  courbe  dont  la  courbure  et 
la  torsion  sont  dans  un  rapport  constant  est  une  hélice. 

On  a,  en  effet,  d'après  les  formules  générales, 

dz"  _  4^  _  df  _  R 
~d\  ~  ~dj  ~  7/y~  -  T  ' 

Si  ^  a  une  valeur  constante  À,  ces  trois  équations  s'intègrent  et 
l'on  a,  rt,  b,  c  étant  trois  constantes, 

a"  =  k  a  -+-  a,        $"  =  k  fi  -+-  b,        y"  —  k  y  -+-  c  ; 

d'où,  en  multipliant  par  a,  fâ,  y  et  ajoutant, 

k  ■+■  ara  -i-  b  (3  -+-  cy  =  o  ; 

cette  équation  exprime  bien  que  la  courbe  est  une  hélice,  puisque 
la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  la  direction  fixe  qui  a  pour 
cosinus  directeurs 


y/a2  -+-  6*  -f-  c2       ^a*-+-  b*-+-c*       \  «2    -62-+-c2 

T 
Remarquons  encore  que  légalité  rr  == —  tang/  nous  donne  pour 

l'angle  «la  valeur  que  nous  avons  trouvée  pour  l'inclinaison  d'une 
ligne  quelconque  sur  sa  droite  rectifiante,  d'où  l'on  conclut  que 
la  droite  rectifiante  d'une  hélice  coïncide  avec  la  génératrice 
du  cylindre  sur  laquelle  elle  est  tracée.  Cette  propriété  résulte 
d'ailleurs  de  ce  fait  que  le  plan  tangent  au  cylindre  est  perpen- 
diculaire à  la  normale  principale. 

Remarque.  —  Quand  on  passe  d'un  point  M  d'une  hélice  à  un 
point  M'  infiniment  voisin,  la  normale  principale  s'élève  d'une 
quantité  dz  au-dessus  du  plan  des  xy  et  tourne   en  même  temps 
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dz 
do 


dz 
autour  de  O;  d'un  angle  <-/cp.  Le  rapport  différentiel  -r-  est  ce  qu'on 


peut  appeler  le  pas  de  V hélice  au  point  M. 

La  valeur  nr  de  ce  rapport  se  calcule  sans  difficulté,  on  a 

.  .  dz        ds  cos  i  .  dt 

(7)  TTT  =  -=-  =  ; =  COt  l    -7-  =  /'  COU. 

do  do  do 

Ce  pas  varie  donc,  quand  \I  se  déplace,  en  raison  inverse  de  la 
courbure  de  la  section  droite.  Il  reste  constant  dans  un  cas  seule- 
ment, celui  où  la  section  droite  est  un  cercle. 

Hélice  circulaire.  —  Lorsque  la  section  droite  est  un  cercle, 
/■  a  une  valeur  constante  et  il  en  est  de  même,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, du  rayon  de  courbure  et  du  rayon  de  torsion.  Donc,  tout  le 
long  d'une  hélice  circulaire,  la  courbure  et  la  torsion  restent 
l'une  et  l'autre  constantes. 

Réciproquement,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  (Puiskux).  —  Toute  courbe  dont  la  courbure  et  la 
torsion  sont,  Vune  et  Vautre,  constantes  est  une  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  de  révolution . 

T 
En  effet,  le  rapport  -^  est  évidemment  constant  pour  une  telle 

ligne  ;  c'est  donc  une  hélice  d'après  le  théorème  de  Bertrand  ;  d'un 
autre  côté,  /•  doit  rester  constant  puisqu'il  varie  proportionnelle- 
ment à  R(ou  à  T)  qui  conserve  une  valeur  constante.  La  section 
droite,  étant  une  ligne  plane  à  courbure  constante,  est  donc  un 
cercle,  et  l'hélice  est  circulaire. 

Considérons,  relativement  à  cette  hélice  particulière,  la  surface 
gauche  formée  par  les  normales  principales.  Chacune  des  nor- 
males principales  a  pour  projection  sur  le  plan  de  la  section  droite 
le  rayon  correspondant;  cette  projection  passe  donc  par  un  point 
lîxe  qui  est  le  centre  de  la  section  droite.  Toutes  les  normales 
principales  rencontrent  donc  l'axe  du  cylindre  et  forment  par 
conséquent  un  conoïde  droit  auquel  on  donne  le  nom  d: hélicoïde 
gauche  à  plan  directeur. 

Le  pas  de  l  hélice  -s-  étant  constant  dans  le  cas  actuel,  la  aéné- 
1  do  '     ■  ° 

ralrice  de  l'hélicoïde  rencontre  l'axe  à  angle  droit  et  s'élève  le  long 
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de  cet  axe  en  tournant  autour  de  lui  d'un  angle  proportionnel  au 
déplacement  de  son  pied  sur  l'axe.  Ceci  posé,  cherchons  le  lieu 
d'un  point  M,  de  cette  droite  mobile,  situé  à  une  distance  con- 
stante r,  de  l'axe  O;.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont,  en  appe- 
lant h  la  distance  du  point  1\1,  au  plan  xOy, 

a?i  =  r|Sin<Bj        y\  =  — ri  çoscp,         z\  =  /i 

d'où  en  différentianl 

dx\  =  /'i  coscp  do.         dy\  =  i\  sincp  do,        .dz%  =  dh  =  w «<p, 

73  étant  le  pas  de  l'hélice  ;  d'où 


dsy  =  do  yr\ 

La  dernière  formule  donne  alors 

m 


/rf  -+-  w"- 

Le  lieu  du  point  M,  est  donc  une  hélice  ;  cette  hélice  appartient 
à  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  ()  z.  Son  pas  est  indé- 
pendant de  /•,  et  égal  à  rn.  L'angle  sous  lequel  elle  coupe  les  géné- 
ratrices du  cylindre  a,  d'après  la  formule  (-),  pour  tangente  —  et 

son  cosinus  est  bien  égal  à  la  valeur  ci-dessus  trouvée  pour  v.  On 
est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  génératrices  de  l'hélicoïde  gauche  sont 
les  normales  principales  d'une  infinité  d'hélices  de  même  pas 
et  de  même  axe,  Vaxe  commun  étant  celui  de  l'hélicoïde. 

(M).  Hélices  coniques.  —  Nous  appellerons  hélice  conique  la 
courbe  qui  coupe  sous  un  angle  constant  j  les  génératrices  d'un 
cône. 

Si  l'on  appelle  /  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
au  sommetS  du  cône,  on  a  évidemment 

dl  =  ds  cosy. 

G  est  tout  ce  qu'on  peut  dire  de  L'hélice  conique,  si  on  laisse 
à  la  définition  toute  sa  généralité.  Supposons  que  cette  même 
courbe  soit  encore  une  hélice  pour  un  second  cône  de  sommet  S*: 
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la  distance  /t  du  point  M  de  la  courbe  au  sommet  S,  satisfera  de 

même  à  la  relation 

dl\  =  ds  cosy  | , 

d'où  l'on  déduit,  h  riant  une  constante, 

/  cosy'i  —  l\  cosy  =  h. 

Si  donc  la  courbe  d'intersection  de  deux  cônes  S,  S4  coupe  sous 
un  angle  constant  les  génératrices  de  chacun  d'eux,  les  distances 
de  ciiaquc  point  de  cette  courbe  aux  deux  sommets  sont  liées  par 
une  équation  linéaire.  Autrement  dit,  toute  hélice  doublement 
conique  est  située  sur  une  surface  de  révolution  ayant  pour  axe  la 
droite  qui  joint  les  sommets  des  deux  cônes  et  pour  méridien  un 
ovale  de  Descartes. 

Lorsque  le  sommet  du  second  cône  St  s'éloigne  indéfiniment,  la 
courbe  est  une  hélice  ;'i  la  fois  cylindrique  et  conique.  On  lui 
donne  le  nom  d'hélice  cylindroconique.  Si  l'on  prend  le  sommet 
du  cône  dans  le  plan  xOy  de  la  section  droite,  la  relation  précédente 
devient,  en  revenant  aux  notations  du  paragraphe  précédent, 

/  cos  i  =  z  cos/. 

Or  -.  est  le  cosinus  de  l'angle  G  que  fait  avec  O^  la  génératrice 

S  M  du  cône;  cet  angle  est  donc  constant,  le  cône  est  de  révolution 

et  l'on  a 

cos  i 

COS')  =    :• 

cosy 

Il  est  aisé  de  voir  ce  qu'est  la  section  droite  du  cylindre.  On  a, 
en  effet,  en  appelant  c  le  rayon  vecteur  du  point  m,  projection 
de  IVt  sur  le  plan  de  la  section  droite, 

p  =  /sin8  =  ctangO, 
dp  =  ds  cos/  tangO  —  dt  tangO  cou 

et,  si  l'on  appelle  V  l'angle  sous  lequel  cette  section  droite  coupe 
le  rayon  vecteur  Om, 

dp  =  dt  cos  V  =  dt  langO  cou". 
L'angle  V  est  constant;  donc  : 
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Lorsqu'une  hélice  est  cylindroconique,  le  cône  qui  la  porte 
est  de  révolution;  la  section  droite  du  cylindre  est  une  spi- 
rale équiangle,  dont  le  point  asymptote  est  sur  Vaxe  du 
cône,  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

On  sait  que  le  rayon  de  courbure  de  la  spirale  logarithmique  esl 
une  fonction  linéaire  de  l'arc  ;  dans  le  cas  de  l'hélice  cylindro- 
conique /•  est  donc  une  fonction  linéaire  de  /;  et,  comme  le  rapport 

—  reste  constant  tout  le  loni;  de  la  courbe.  R  est  une  fonction 
/■  ° 

linéaire  de  t;  R  est  donc  une  fonction  linéaire  de  s  puisque  s  et  t 
sont  dans  un  rapport  constant. 

Réciproquement,  si  R  est  une  fonction  linéaire  de  s  sur  une  hélice 

donnée,  le  rapport  -r-  conservera    une    valeur    constante;    il    en 

dr 
sera  de  même  de  -t-j  puisque  R  et  s  sont  proportionnels,  l'un  à  /■, 

l'autre  à  t.  La  section  droite  sera  donc  une  spirale  logarithmique 
et,  par  suite,  l'hélice  en  question  sera  cylindroconique,  d'où  ce 
théorème  : 

Pour  qu'une  hélice  soit  cylindroconique,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  rayon  de  courbure  soit  une  fonction  linéaire  de 
l'arc. 

Remarque.  —  On  peut  évidemment,  dans  cet  énoncé,  rem- 
placer le  rayon  de  courbure  par  le  rayon  de  torsion,  puisque  leur 
rapport,  pour  une  hélice  quelconque,  a  une  valeur  constante. 

Les  propriétés  de  l'hélice  cylindroconique  ont  une  grande  ana- 
logie avec  celles  de  la  spirale  logarithmique.  Cherchons,  par 
exemple,  le  lieu  du  centre  de  courbure  de  l'hélice.  L'abscisse  x{ 
du  centre  de  courbure  est,  pour  une  courbe  gauche  quelconque, 
donnée  par  l'équation 

(8)  r,  =  .r— Rot'; 
d'où,  en  différentiant, 

/*        »'\n  j  .   ,„        i  ,dR         „  R\    . 

(9)  «!  dsy  =  a  ds  —  I  —  -f-  7?r  )  R  as  ■+■  x  </R  =  (  a  —  —  a  —  I  ds, 

et  l'on  aurait  deux  relations  semblables  pour  déterminer  (3,  et  y, .  (  )r 

—r  et  —  sont  des  constantes  si  la  courbe  est  une  hélice  cylindro- 
ds         T  .    J 


i    dR 

R     , 

i    t/R 

R   ds  a 

fia" 

T    ds 
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conique;  on  en  conclut,  en  ajoutant  les  carrés  de  ces  trois  équa- 
tions, que  -7-  est  une  constante  que  nous  appelons  K.  Si  l'on  ajoute 

d'autre  part  Jes  équations  précédentes  multipliées  par  a,  (3,  y,  il 
vient 

les  tangentes  en  des  points  correspondants  de  l'hélice  et  de  la 
courbe  cherchée  sont  donc  rectangulaires.  JNous  avons  d'ailleurs, 
en  prenant  l'axe  des  z  parallèle  à  celui  de  l'hélice, 

R  .  R    .    . 

Kyi  =  —  ^7  =— ^sini, 

d'où  y',  =  o.  Le  lieu  cherché  est  donc  une  hélice  ayant  même  plan 
directeur  que  la  proposée.  Si  maintenant  on  différence  a,,  ,3,,  y, 
pour  avoir  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale,  on  a 
trois  formules  analogues  à  la  suivante  : 

K^  = 

les  trois  coefficients  de  a,  a',  a",  au  second  membre,  sont  évi- 
demment proportionnels  à  ^«  On  conclut   de   là   que  le  rapport 

r> 

-=i  reste  constant;  dès  lors,  R  étant  une  fonction  linéaire  de  s,  qui 
R 

est  lui-même  une  fonction  linéaire  de  s<,R(  est  une  fonction 
linéaire  de  s,;  donc  enfin  la  seconde  hélice  est  cylindroconique  ('). 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  se  détermine  de  la 
même  manière. 

L'abscisse  d'un  point  quelconque  se  déduit  de  celle  de  l'hélice 
donnée  par  la  formule 

D    ,      -dR    „ 

x<>  =  .r  -t-  R  a  —  1  — i-  y.  . 
ds 

On  en  déduit,  en  différentiant, 

a2  ds2  =  a  ds-R(-  +  ^  j  ds-*\  _  =  -  (a  _  +  -a  j  ds. 

Cette  formule,   absolument   semblable  à  la  formule  (9),  con- 
(')  Tissot,  Nouvelles  Annales,  i852,  p.  J55. 
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du  irait  aux  mêmes  conséquences;  nous  pouvons  donc  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  hélice 
cylindroconique  et  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices 
sont  des  hélices  cylindroconiques  ayant  même  plan  directeur 
que  la  proposée. 

61.  Courbes  à  courbure  constante.  —  L'hélice  cylindroconique 
est  un  cas  particulier  des  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  est 
une  fonction  linéaire  de  l'arc.  Parmi  ces  courbes,  celles  dont  la 
courbure  est  constante  partagent  avec  les  lignes  sphériques  la  pro- 
priété d'avoir  une  sphère  osculatrice  de  ravon  constant  (§  50). 
Cherchons  les  relations  qui  existent  entre  une  courbe  à  cour- 
bure  constante  (C)  et  le  lieu  géométrique  (C()  de  son  centre  de 
courbure. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  données  par  les 
formules 

a?,  =  x  -t-  Ra',        jl=y-\-R^',         s1=*-4-Ry', 

d'où,  en  différentiant  et  en  tenant  compte  de  la  condition  </R  =  o, 

a'  _  Pi  _  Y'  _       R   ds 
a"        3"        y"  T  dsi' 

la  courbe  (C,)  est  donc  tangente  à  l'axe  du  cercle  de  courbure, 
ce  que  nous  savions  déjà,  cette  propriété  ayant  été  démon- 
trée (§  50)  pour  toute  ligne  à  double  courbure.  Si  maintenant 
nous  prenons  pour  sens  du  mouvement  sur  (Ct)  celui  qui  corres- 

ds 
pond  au  sens  du  mouvement  sur  (G),  en  sorte  que  -j—  soit  positif, 

nous  pourrons  mettre  les  relations  précédentes  sous  la  forme 
o  Q,  .  dsx        R 

(io)         «,  =  —  «,       pi= — p  j       vi  =  —  v-       "57  =  T' 

I  )illt  rentions  ces  équations;  nous  obtenons,  pour  déterminer 
la  normale  principale  de  (C,)  et  sa  courbure  : 


ÏÏT^'=-T^ 


d'où 


v'   ~~  R  ' 
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Donc,  les  normales  principales  sont  parallèles  et  de  sens 
contraire  pour  les  deux  courbes  (G)  et  (G,);  les  courbures  sont 
égales;  ces  deux  propriétés  sont  contenues  dans  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Une  ligne  à  courbure  constante  et  le  lieu  'le 
ses  centres  de  courbure  sont  des  courbes  réciproques  ;  en 
d 'autres  termes,  la  première  est,  à  son  tour,  le  lieu  géomé- 
trique des  centres  de  courbure  de  la  seconde. 

Passons  à  la  hinormale  et  à  la  torsion  de  (C,).  On  a,  soit  endii- 
férentiant  les  formules  générales,  soit  en  tenant  compte  de  la  réci- 
procité des  deux  courbes, 

a",   _   $'[  _  y'i   _  d*_  _  J^_ 

""  T  ~  "p"  ~  Y  ~       ''  dst  ~  T,  " 

D'où,  en  multipliant  membre  à  membre  la  dernière  des  formules 
(10)  et  la  dernière  des  formules  (i  i) 

(12)  R*=T.Tt. 

Toutes  ces  propriétés  se  résument  dans  l'énoncé  suivant  : 

i°  Les  courbes  (G)  et  (G,)  ont  même  courbure  constante  ; 

2°  Elles  se  correspondent  point  par  point,  de  telle  sorte  que 
chaque  point  M  de  l'une  soit  le  centre  de  courbure  de  Vautre 
relatif  au  point  correspondant  M,  ; 

3°  La  tangente  en  un  point  de  l'une  est  parallèle  à  la  binor- 
male  au  point  correspondant  de  l'autre  et  dirigée  en  sens 
contraire  ; 

4"  Le  produit  des  torsions  des  courbes  (G),  (G,)  en  des  points 
correspondants  est  constant  et  égal  au  carré  de  la  courbure 
commune. 

6!2.  Courbes  de  Bertrand.  —  Gomme  dernière  application, 
cherchons  à  quelles  conditions  une  courbe  (C)  admet,  comme 
normales  principales,  les  normales  principales  d'une  seconde 
courbe  (C,).  Soient  M,  M,  deux,  points  correspondants  sur  les 
deux  lignes  (G)  (C,),  /  la  longueur  évidemment  constante  du 
vecteur  MM,;  les  coordonnées  de  ces  deux  points  satisfont  alors 
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aux  trois  équations 

a?i  =  a*.4-a7,        yi  =  y-±-  fi'/,         zi  =  z  ■+■*('!, 
qui  donnent,  par  la  difterentiation, 

ds,  /  /  \         J 


et  deux  formules  analogues.  Si  nous  posons 

/  .  /        ,    .    . 

(12)  i———hco?,i.         Y=/lsint' 

ces  trois  formules  deviennent 

{  a1t=acos«  — a"sini,       pt  =  (îcosi  —  {3'sios,       71  =  7  cos e  —  ysini, 
I  dsi=  h  ds 

et  l'on  voit  que  la  tangente  à  (G,)  fait  avec   la   tangente  à  (G)  un 
angle  précisément  égal  à  cet  angle  /. 

Difiérentions   les    formules  (i3)   en  tenant   compte  de  ce  que 

y.\  =  a',  [j[  =  ,3',  y<  =  Y''  il  vient  alors 

,  h         et'         .       a' „         ..  di 

a'  —  =  -5-cosî  —  —  sin*  — (  a  sin?  -f-  a" cosj)-j-> 
Kl         n  l  ds 

et  des  formules  analogues;  les  coefficients  de  a,  a',  a!'  doivent  être 
nuls  tous  trois,  ce  qui  donne 

(i4) 

V angle  i  doit  donc  être  constant;  la  condition  cherchée  s'obtient 

en  éliminant  h  entre  les  relations  (12)  et  peut  s'écrire,  en  posant 
/ 

s  i  1 1  i 

sinï        cost         1 

La  condition  cherchée  est  donc  que  la  courbure  et  la  torsion 
de  (G)  satisfassent  à  une  équation  linéaire  ;  deux  points  cor- 
respondants sont  à  une  distance  constante  l'un  de  Vautre;  les 
tangentes  aux  deux  courbes  conjuguées  (C),  (G,)  en  deux  points 
homologues  font  un  angle  constant  ('). 

T 

(')  La  relation  (i3)  se  réduit  à  -  =  —  cot  i  lorsque  /  est  infini.  La  courbe  (C) 

est  alors  une  hélice  d'après  le  théorème  de  Bertrand  et  la  courbe  (C,)  se  réduit 
à  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la  section  droite  avec  le  plan  de  l'infini. 


di 

h 

COSl 

sin  i 

Ts  =  °- 

R.  = 

~FH 

^F 
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On    obtient,    ensuite    les    cosinus    directeurs   de   la   binorinale 
de  (G))  par  les  formules 

»?  =  PiY'  -YtPS 
a','  =  y'(  ^  cosi  —  'f  sint)       [il  ■;  cos«  —  y"  sin  î)  =  a"  cos/  -+-  a  sin  t. 


Enfin  la  torsion  =-  est  donnée  par  la  formule 

a'i   ,        '■>■  .       a'    .     . 

îrA  =  Tcos.+  T«n,l 

ou,  en  simplifiant, 

h    _  cosï        sint        sin/        i 
Ti  T  R  la 


i        i 


On  en  déduit  immédiatement  que  le  produit  des  torsions  „  > 
est  constant  et  donné  par  les  formules 


i  sin'-r  i 

tt7  =  ~F~  =  ^ 


Remarque.  —  Si  les  normales  principales  de  (C)  devaient  être 
normales  principales  de  deux  autres  lignes  (Gt),  (C2),  deux  équa- 
tions de  conditions  telles  que  (  i5)  devraient  être  vérifiées  en  même 

temps;  -i  —  seraient  donc  l'une  et  l'autre  constantes,  et  la  courbe 

serait  une  hélice  circulaire;  les  normales  principales  formeraient 
un  hélicoïde  réglé  et  seraient  alors  normales  principales  de  toutes 
leurs  trajectoires  orthogonales  {cf.  première  Partie,  p.  1 14)- 

Signalons  enfin  une  propriété  intéressante  des  courbes  définies 
par  l'équation  intrinsèque  (i5);  cette  propriété,  qu'on  vérifiera 
sans  peine  et  que  nous  nous  abstiendrons  de  démontrer,  consiste 
dans  le  théorème  suivant  (Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences,  avril  1888). 

Théorème.  —  Si  de  chaque  point  d*1  une  courbe  définie  par 
V équation  (i5)  on  décrit  un  cercle  de  rayon  a  dont  le  plan 
contienne  la  normale  principale  et  soit  incliné  d' un  angle  i 
sur  le  plan  oscillateur,  toutes  les  trajectoires  sous  l'angle  i  de 
cette  famille  de  cercles  seront  des  courbes  de  Bertrand,  aux 
mêmes  paramètres  que  la  première. 
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CHAPITRE  XIV. 


SURFACES  DÉVELOPPABLES. 
DÉVELOPPÉES  DES  COURBES  GAUCHES. 


Généralités  sur  les  surfaces  développables;  condition 
pour  qu'une  droite  mobile  reste  tangente  a  une  courbe. 
—  Directrices  d'un  déplacement  a  un  paramètre,  déve- 

loppable    isotrope.   llgnes   tracées    sur   une    surface 

développable;     courbure    tangentielle.    —    Développe- 
ment DE   LA  SURFACE. DÉVELOPPÉES   d'uNE   LIGNE  A  DOUBLE 

courbure;   développement   de    LA   surface   polaire. 

63.  Surfaces  développables.  —  On  appelle  surface  dévelop- 
pable le  lieu  des  intersections  successives  d'un  plan  mobile  donl 
l'équation  dépend  d'un  paramètre;  nous  avons  vu  que  la  tangente 
en  un  point  quelconque  d'une  ligne  à  double  courbure  coïncide 
avec  la  caractéristique  du  plan  osculateur  en  ce  point  et  que,  réci- 
proquement (§57),  tout  plan  mobile  à  un  paramètre  reste  de  même 
osculateur  à  la  courbe  décrite  par  son  point  de  rebroussement  ;  une 
surface  développable  n'est  donc  autre  chose  que  le  lieu  des  tan- 
gentes à  une  courbe  gauche  et  c'est  à  ce  dernier  point  de  vue  que 
nous  nous  placerons  pour  étudier  les  propriétés  d'une  telle  sur- 
face. L'utilité  d'une  pareille  étude  résulte  de  ce  qu'une  ligne  quel- 
conque et  une  surface  développable,  considérées  dans  toute  leur 
généralité,  sont  deux  ligures  corrélatives,  de  telle  sorte  qu'à  toute 
ligne  tracée  sur  une  surface  donnée  correspond,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  dualité,  une  développable  circonscrite  à  la  surface  corré- 
lative. 

Condition  pour  qu'  une  droite  mobile  reste  tangente  à  une 
courbe  fixe.  —   Cherchons  d'abord  dans  quel  cas  la  droite  qui  a 
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pour  équations 

P  —  a\      f-6Y  +  cZ+A=0,  |'|-     r/,.\      :-i1V+('1Z  +  //|  =  0, 

«,  b1  cà,  (( i ,  />i ,  C{  h i  ciant  fonctions  d'un  paramètre  £,  reste  tangente 
à  une  courbe  fixe.  Si  cela  a  lieu,  les  coordonnées  x, y,  z  du  point  de 
eontactetle  paramètre  /  sont  quatre  quantités  variables  satisfaisant 
identiquement  aux  deux  équations 


... 

(2) 


I*   =  a.r  h  y  C3  +  h    =  o, 

1*1  =  </,  .r  M-  6]^  -+-  C\Z  -+-  h\  =  O, 


qui  expriment  que  le  point  de  contact  appartient  à  la  droite  donnée, 
et  aux  deux  suivantes 


(3) 


a  dx  -+-  b  dy  -+-  c  dz 


«i  dx  -H  6|  t/y  +  c,  rf;  =  o, 


qui  expriment  que  le  déplacement  de  ce  point  est  parallèle  à  chacun 
des  plans  P  =  o,  Q  =  o.  Ceci  posé,  différentions  totalement  les 
deux  identités  (i)  et  (2)  en  tenant  compte  des  deux  identités  (3), 
ce  qui  nous  donne,  les  accents  désignant  des  dérivées  prises  par 
rapport  à  t, 


(O 

1  2'  I 


P'  =  a' x  -+-  b' y  ■+-  c'z  -+-  k'  =  o, 
P',  =  a\  x  -\-  b\  y  H-  c\z  -+-  h\  =  o  : 


a 

6 

c 

h 

a' 

// 

c 

h' 

«1 

6, 

C\ 

/'. 

«1 

b\ 

c\ 

h\ 

d'où,  en  éliminant  .r,  y,  ;  entre  (1  ),  (2),  (1')  et  (2'), 


•4) 


Cette  équation  (4)  exprime  une  condition  nécessaire  pour  que 
la  droite  reste  tangente  à  une  courbe  fixe;  cette  condition  est 
d'ailleurs  suffisante  car,  en  la  supposant  remplie,  les  équations  (V), 
(2'),  (1),  (2)  sont  compatibles  et  donnent  pour  x,  y,  z  des  valeurs 
qui  sont  fonctions  de  /  ;  ce  qui  définit  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  en  fonction  du  paramètre  t.  On  peut 
énoncer  ce  résultat,  sous  forme  géométrique,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Théorème.  —  Pour  qu'une  droite  mobile,  à  un  paramètre, 

D.  ir-> 
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demeure  constant  ment  tangente,  à  une  courbe.,  il  faut  et  a 
suffit  que  chaque  position  de  la  droite  soit  dans  un  même  plan 
avec  la  position  infiniment  voisine. 

On  peut  encore  présenter  la   condition  sous  une  aulre  forme. 
Supposons  les  équations  (i)  et  (2)  mises  sous  la  forme 

X  =  aZ  -h p,         Y  =  b Z  ■+-  q, 

ce  qui  réduit  la  condition  (4)  à  la  forme  suivante  : 
(5)  a  q' —  b'p'  =  o. 

Or  la  plus  courte  distance  0  entre  les  deux  droites  D,  D, 

(  D  )  X  =  a  Z  -+-  p ,  Y  =  b  Z  -h  q , 

<1>,)  X  =  a1Z-t-_p1,         Y  =  btZ-+-  qx 

est  donnée  par  la  formule 

(ai—a)(qi—q)  —  (bl  —  b)(pi  —  p) 

y\  «i  —  a  v!->~  (  b{ —  6)2-f-  (  at>{  —  bai)1 

qui  devient,  en  supposant  /,  —  t  infiniment  petit,  égale  à  dt 


a'q' —  b'p' 


y/«'2  -t-  6'2-i-  (  ab' —  bi 


cit. 


Pour  que  la  condition  (5)  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  0 
soit  d'ordre  supérieur  à  un  ;  donc  : 

Pour  qu'une  droite  mobile  demeure  tangente  à  une  courbe, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  /dus  courte  distance  entre  deux  posi- 
tions infiniment  voisines  de  cette  droite  soit  constamment  d'un 
ordre  supérieur  au  premier. 

Remarquons  encore  cette  propriété  intéressante  dune  suite  de 
droites  que  si  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  successives 
n'est  pas  du  premier  ordre,  elle  est  toujours  au  moins  du  troisième 
(Bouquet). 

64.  Directrices  du  déplacement  à  un  paramètre.  —  Lorsque 
les  coefficients  de  l'équation  d'un  plan  mobile  sont  liés  par  une 
condition  analytique  déterminée,   cette   relation  peut  toujours   se 
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traduire  par  l'obligation  pour  le  plan  de  rester  tangent  à  une 
courbe  ou  à  une  surface  donnée.  Il  est  important  de  remarquer 
que  la  caractéristique  du  plan  mobile  contient  toujours  le  point 
de  contact  du  plan  avec  cette  courbe  ou  surface  directrice. 

Soil  en  effet  M(.r,  y}  z),  le  point  de  contact  du  plan  mobile  avec 
la  courbe  ou  la  surface.  L'équation  de  ce  plan  peut  s'écrire 

(11  Ai  X—  a?j  +  B(Y  -7)  +  C(Z-  z)  =  o. 

Sa  caractéristique  est  déterminée  par  l'équation  (i  )  et  la  sui- 
vante 

(,,     V(X-»)  +  B'(ï-/)  +  C'(Z-,)  =  a|+b|  +  C§. 

Mais  que  le  point  M  se  meuve  sur  une  ligne  ou  sur  une  surface 
tangente  en  M  au  plan  (i),  son  déplacement,  dont   les  coefficients 

Ci  ~F         CI  V         Ci  S 

de  direction  sont  -j-,  —  >  -t->  s'effectue  à  partir  de  M  parallèle- 
ment au  plan  (i),  en  sorte  que  le  second  membre  de  (2)  est  nul, 
ce  qui  démontre  la  proposition. 

Courbe  de  distance  nulle.  Développable  isotrope.  —  L'équa- 
tion d'un  plan  mobile  dépendant  de  trois  paramètres,  il  faut,  pour 
qu'un  seul  reste  variable,  assujettir  ce  plan  à  deux  conditions  ;  ces 
deux  conditions  seront  de  rester  tangent  à  deux  directrices  fixes 
qui  pourront  être  deux  surfaces,  ou  deux  courbes,  ou  bien  une 
courbe  et  une  surface. 

Un  cas  particulier  important,  bien  qu'il  ne  concerne  que  des 
courbes  et  des  surfaces  imaginaires,  est  celui  où  l'une  des  deux 
directrices  est  le  cercle  de  l'infini,  la  surface  des  caractéristiques 
prend  alors  le  nom  de  développable  isotrope  ou  de  développable 
focale,  et  l'équation  du  plan  mobile  étant 

«X  +  iY  +  cZ  +  ^  =  0, 

l'une  des  deux  conditions  imposées  à  ses  coefficients  est  de  satis- 
faire à  l'équation 

(6)  a--\-  b2-h  c-  =  o. 

Les  propriétés  spéciales  d'une  telle  développable  découlent 
immédiatement  de  la  relation  (6). 
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i°  Les  caractéristiques  sont  des  droites  isotropes.  —  Cela 
résulte  du  théorème  démontré  plus  haut,  relativement  à  un  plan 
mobile  assujetti  à  toucher  constamment  une  courbe  fixe. 

a0  L'arête  de  rebroussement  est  une  ligne  de  distance  nulle.  — 
Les  variations  d.v,  dy,  dz  des  coordonnées  du  point  de  rebrousse- 
ment sont  en  effet  proportionnelles  aux  coefficients  de  direction  de 
la  caractéristique  et  satisfont,  par  suite,  à  la  condition 

dx2  -+-  dy2  -+-  dz-  =  ds-  =  o. 

3°  La  normale  en  un  point  quelconque  coïncide  avec  la 
caractéristique  qui  passe  par  ce  point.  —  On  peut,  en  effet, 
mettre  l'équation  (6)  et  sa  dérivée  sous  la  forme 

a.a-\-b.b->r-c.c  =  o         aa  -+-  bb'  -+-  ce'  =  o. 

La  perpendiculaire  au  plan  mobile  est  donc  parallèle  à  la  fois  à 
ce  plan  et  au  plan  infiniment  voisin;  elle  a  donc  même  direction 
que  la  caractéristique. 

4°  Toute  ligne  tracée  sur  une  développable  isotrope  est  une 
trajectoire  orthogonale  de  ses  génératrices.  —  Cette  propriété 
ne  diffère  de  la  précédente  que  par  la  manière  dont  nous  l'énon- 
çons. 

5°  On  peut  encore  donner  à  cet  énoncé  une  autre  forme  :  nous 
avons  (§  36)  appelé,  en  général,  normalie,  la  surface  réglée,  lieu 
des  normales  à  une  surface  (S)  dont  le  pied  est  sur  une  courbe 
donnée  (C);  on  nomme  ligne  de  courbure  de  (S)  toute  courbe  (G) 
dont  la  normalie  est  développable.  Lorsque  (S)  est  une  dévelop- 
pable isotrope,  la  normalie  dune  courbe  quelconque  tracée  sur  S 
se  réduit  à  cette  surface  elle-même;  donc,  toute  ligne  tracée  sur 
une  développable  focale  est  une  ligne  de  courbure.  Cette  pro- 
priété qui  est  évidente  pour  le  plan  et  pour  la  sphère  n'apparlient, 
en  dehors  de  ces  deux  surfaces,  qu'aux  développables  isotropes. 

Nous  verrons  plus  loin  une  application,  à  la  théorie  des  déve- 
loppées, de  ces  développables  particulières,  qui  interviennent 
d'ailleurs  utilement  dans  bien  des  questions  relatives  à  la  théorie 
générale  des  courbes  et  des  surfaces. 

6o.  Lignes  tracées  sur  une  surface  développable.  —  Soit  (G) 
l'arête  de   rebroussement  (  ftg.  84),  MT  la  tangente  au   point    M 
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ÏZ(J 


défini  par  son  abscisse  curviligne  s  comptée  à  partir  d'un  point 
fixe  A.  Un  point  M,  <[uelconque  de  la  surface  est  défini  par  deux 
coordonnées  curvilignes  dont  l'une  est  cet  arc  A  M  =  s,,  l'autre  le 
segment  MM,  =  /;  toute  équation  de  la  forme  /=cp(s)  définit 
une  courbe  située  sur  la  surface.  Les  coordonnées  .r,,  Vi,  3|  du 


(C) 


point  M,  sont  liées  à  celles  du  point  M  par  trois  équations  dont 
nous  écrivons  seulement  la  première 

,rj  =  x  -+-  /a; 

dérivons  en  appliquant  les  formules  de  Serret   et  en  conservant 
nos    notations    habituelles,    nous    aurons    le    long    de    la   courbe 

a,  d.Si  =  a  f(  i  -i-  a>'(  s  )\  ds  ■+-  l  — •  ds  ; 

ajoutons  les  carrés  de  cette  équation  et  des  deux  équations  ana- 
logues et  posons 


(7) 

il  vient 

(8) 

(9) 


i  -+-  o'(s)  —  h  cosi,  ^  =  h  sin  i, 


dsi  =  hds\ 

ai  =  acost  -+-  a'  siru, 
pi  =  ^cosf  -i-  P'  sini, 
Y  i  =  y  cos  i  ■+■  y'  sin  i . 


On  déduit  des  équations  (9)  les  deux  relations 

««1  ■+•  PPi  H-  YYi  —  cos  h        ai *"  -+-  rh  fP"  ■+■  ïi  ï"  =  °  5 
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la  première  nous  donne  le  sens  géométrique  de  l'angle  i  :  c'est 
l'inclinaison  de  la  ligne  C|  sur  la  génératrice  MM,  de  la  surface; 
quant  à  la  seconde,  elle  exprime  que  la  tangente  à  une  courbe 
quelconque  (C,)  passant  en  M,  est  située  dans  le  plan  oscillateur 
de  l'arête  de  rebroussement  au  point  M  ;  en  d'autres  termes,  que  le 
plan  tangent  à  la  surface  coïncide,  tout  le  long  de  chaque 
génératrice,  avec  le  plan  oscillateur  de  V arête  de  rebrousse- 
ment. 

Normale  principale.  Courbure.  —  La  normale  principale  et 
le  rayon  de  courbure  de  (C,)  se  déduisent  des  formules  (9)  par  une 
dérivation  et  l'on  obtient  ainsi 

,   a',         a'  .        /a         a" \    .     .        .    .         .  .     .    di 

(10)  //  — i-  =  —  cost  —  I  -Tj  -+-  —  )  sini  -+-  (a  cosi  —  a  sini)-j- 

,         .  .     .    I  di         \   \        a"    .     . 

=  (a  cost  —  a  sini)  I  -z — h  -g-  I  —  —  sin  1 

et  deux  autres  relations  analogues.  La  somme  des  carrés  de  ces  trois 
équations  donne  l'expression  de  la  courbure 

,     .  I  h  Y2       sin2î        /  1         di 


T^  \K        ds 


En  portant  cette  valeur  dans  les  équations  (10),  on  obtiendrait 

«i»  Pi»  Y'.- 
Connaissant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  et  de 

la  tangente,  on  aura  immédiatement  ceux  de  la  binormale,  et  l'on  en 
déduira,  en  dérivant  encore  ces  derniers  par  rapport  à  \,.  la  tor- 
sion de  la  courbe  (G,  ). 

Courbure  tangentielle.  —  On  appelle,  en  général,  courbure 
tangentielle  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  quelconque  le  pro- 
duit de  la  courbure  propre  -^  de  cette  ligne  au  point  M  par  le  cosi- 
nus de  l'angle  5  que  fait  le  plan  osculateur  de  la  courbe  avec  le  plan 
tangent  à  la  surface.  Proposons-nous  de  trouver  la  courbure  tan- 
gentielle de  la  ligne  (C,)  située  sur  la  surface  développable  dont 
l'arête  de  rebroussement  est  (C).  Soit  M|N,  {fig.  84)  la  normale 
principale  de  cette  courbe,  M,T|  est  l'arête  du  dièdre  S  formé  par 
le  plan  osculateur  et  le  plan  tangent.   On  a  donc,  dans  le  trièdre 
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M  ,Trr  i  î\ ,  qui  présente  une  lace  rectangulaire  \,\I,T,. 

cosTMj  Nj  =  sin  i  cos^  =  aa,  --  fâ\  -t-  yy',  ; 

ajoutons  alors  les  équations  (10)  multipliées  par  a,  (3,  y  et  divisons 
par  //  sin/.  il  vient 

66.  Développement  de  la  surface.  —  Considérons  deux  sur- 
faces développahles  dont  les  arêtes  de  rebroussement  soient  défiâ- 
mes par  une  même  équation  intrinsèque  relative  à  la  courbure, 
celle  qui  se  rapporte  à  la  torsion  différant  de  lune  à  l'autre  ;  con- 
sidérons comme  se  correspondant  sur  ces  deux  surfaces  les  deux 
points  qui  correspondent  sur  chacune  d'elles  à  un  même  système 
de  valeurs  de  s  et  de  /;  la  quantité  h  qui  ligure  dans  les  équations  (7) 
prend  alors  des  valeurs  égales  sur  les  deux  surfaces  et  donne, 
par  suite,  une  même  valeur  de  l'arc  ds,  :  la  distance  de  deux  points 
infiniment  voisins  situés  sur  l'une  des  deux  surfaces  est  donc 
égale  à  la  distance  des  deux  points  correspondants  de  la 
seconde.  Cette  inégalité  s'étend  évidemment  à  deux  arcs  finis 
correspondants. 

Lorsque  deux  surfaces  sont  telles  qu'on  puisse  établir  entre  elles 
une  correspondance  ponctuelle  de  cette  nature,  on  dit  que  ces 
deux  surfaces  sont  applicables  lune  sur  l'autre;  d'où  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Deux  surfaces  développahles  sont  applicables 
l' une  sur  V autre  lorsque,  sur  leurs  dette  arêtes  de  rebrousse- 
ment, la  courbure  est  une  même  fonction  de  l'arc. 

Pour  déformer  une  surface  développable  d'une  manière  con- 
tinue, <le  telle  sorte  qu'elle  reste  constamment  applicable  sur  elle- 
même,  il  suffit  d'agir  sur  son  arête  de  rebroussement  de  manière  à 
en  faire  varier  en  chaque  point  la  torsion  d'une  manière  continue, 
sans  en  modifier  la  courbure;  on  pourra  arriver  ainsi  à  planifier 
l'arête  de  rebroussement  et  nous  avons  vu  qu'une  courbe  plane  est 
complètement  définie,  intrinsèquement,  par  une  relation  donnée 
entre  sa  courbure  et  son  arc.  Une  surface  développable  quelconque 
est  donc  applicable  snr  un  plan. 
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Lignes  géodésiques.  Courbure  géodésique.  —   Les  formules 

(-)  et  (12)  montrent  que  les  valeurs  de  i  et  de  — ^—  correspondant 

à  une  même  valeur  de  s  ne  sont  pas  altérées  par  la  déformation 
que  nous  venons  de  définir.  On  eu  conclut  immédiatement  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  [Jongle  sous  lequel  se  coupent  deux  lignes  tra- 
cées sur  une  surface  développable  est  égal  à  celui  sous  lequel 
se  coupent  les  deux  lignes  dans  lesquelles  elles  se  transforment 
quand  on  développe  la  surface  sur  un  plan. 

Théorème.  —  La  courbure  tangentielle,  en  un  point  donné 
d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  une  développable,  est  égale 
à  la  courbure,  au  point  correspondant,  de  la  ligne  plane  cor- 
respondante. 

On  appelle,  en  général  (§  3o),  ligne  géodésique  d'une  surface 
une  ligne  sur  laquelle  se  mesure  le  plus  court  chemin  sur  cette 
surface  entre  deux  quelconques  de  ses  points.  11  est  évident  que 
les  lignes  géodésiques  ainsi  définies  restent  géodésiques  quand  on 
déforme  la  surface  en  la  laissant  applicahle  sur  elle-même. 

Dans  le  cas  où  cette  surface  est  développable  si  on  l'applique  sur 
un  plan,  ses  lignes  géodésiques  se  transforment  en  lignes  droites 
et  jouissent  seules  de  cette  propriété.  On  en  déduit  immédia- 
tement les  propriétés  suivantes  qui  appartiennent,  comme  nous  le 
verrons,  aux  ligues  géodésiques  d'une  surface  quelconque  : 

1"  Par  deux  points  situés  sur  une  même  nappe  de  surface 
développable,  on  peut  faire  passer  une  ligne  géodésique  et  une 
seule; 

i°  Toute  courbe  tracée  sur  une  surface  développable  admet. 
en  chacun  de  ses  points,  une  ligne  géodésique  tangente; 

3°  La  courbure  tangentielle  d'une  courbe  (C)  tracée  sur  une 
surface  développable  en  un  point  M  est  égale  au  rapport  de 
l'angle  de  contingence  géodésique  à  la  différentielle  de  l'arc. 

Nous  appelons  angle  de  contingence  géodésique  en  un  point  M  , 
l'angle  £  sous  lequel  la  ligue  géodésique,  tangente  en  ce  point  à  la 
courbe  (C),  coupe  la  ligne  géodésique  tangente  en  un  point  M' 
infiniment  voisin  de  Al  (Jig.  2  ). 
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Envisagée  à  ce  nouveau  point  de  vue,  la  courbure  tangent  iel  le 
prend  le  nom  de  courbure  géodésique,  sous  lequel  on  la  désigne 
le  plus  ordinairement. 

Lignes  de  courbure.  —  Les  normales  à  la  développable  le  long 
de  chaque  génératrice  étant  situées  dans  un  même  plan,  les  géné- 
ratrices forment  un  système  de  lignes  de  courbure,  d'après  la  défi- 
nition donnée  dans  le  paragraphe  précédent.  Cherchons,  en  dehors 
de  ces  génératrices,  dans  quel  cas  la  normalie  relative  à  la  courbe 
(C,)  i  fig.  84)   sera  développable.  La  normale  en  M|   est  située 

Fie.   85. 


à  la  fois  dans  le  plan  rectifiant  de  l'arête  de  rebroussement  dont 
l'équation  est 

(r3)  x'(X  —  a?)  +  fi'(Y  —  y)  -+-  y'(  Z  —  z)  =  o 

et  dans  le  plan,  mené  en  M,  perpendiculairement  à  la  génératrice, 
qui  a  pour  équation 

(14)  ot(X  — a?)  -H  p(  Y  —  y)  -t-  y(Z  —  z)  -  I  =  o. 

On  aura  la  condition  cherchée  en  écrivant  que  ces  deux  équa- 
tions sont  compatibles  avec  celles  qu'on  obtient  en  les  dérivant 
par  rapport  à  s.  Or  si  l'on  dérive  l'équation  (i  4),  en  tenant  compte 

de  (i3),  on  a  simplement 

<U 

i  -i — =-  =  o. 
as 

Cette  relation  étant  indépendante  des  coordonnées  x, y,  z  exprime 
la  condition  pour  que  (C|)  soit  une  ligne  de  courbure  ;  en  se  repor- 
tant à  l'équation  (7),  on  voit  que  l'angle  i  doit  alors  être  égal  à  —  • 

Les  lignes  de  courbure  dune  surface  développable  sont  donc 
les  trajectoires  orthogonales  de  ses  génératrices. 
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67.  Développées  et  développantes.  —  L'arête  de  rebrousse- 
ment  dune  développable  et  une  trajectoire  orthogonale  quelconque 
de  ses  génératrices  ont  les  mêmes  propriétés  relatives  que  le  sys- 
tème formé  par  une  courbe  plane  et  l'une  quelconque  de  ses  déve- 
loppantes. Par  exemple,  toute  ligne  de  courbure  peut  être  engen- 
drée par  l'extrémité  d'un  fil  qui  s'enroulerait  sur  l'arête  de  rebrous- 
sement  en  restant  constamment  tendu.  D'une  manière  générale, 
nous  appellerons  développée  d'une  ligne  (C|)  une  seconde  ligne 
(G)  dont  les  tangentes  rencontrent  toutes  la  courbe  (C,)  et  la  ren- 
contrent à  angle  droit;  (C|)  est  dite  inversement  une  dévelop- 
pante  de    (--C).    Si   dans    les    formules    (9)    on    fait    i  =  —  >   elles 

deviennent 

%i=  y.'.        p,  =  p',        yi=  Y'- 

La  tangente  à  la  développante  est  donc  parallèle  à  la  normale 
principale  de  la  développée  ;  par  suite,  le  plan  rectifiant  de  cette 
dernière  coïncide  avec  le  plan  normal  de  la  développante.  On  en 
conclut  que  la  caractéristique  de  ce  plan  normal  n'est  autre  que  la 
droite  rectifiante  de  la  développée  et  passe  par  conséquent  par  le 
point  M.  Toute  développée  d'une  ligne  à  double  courbure  appar- 
tient donc  à  la  surface  polaire  de  cette  ligne.  En  outre,  le  plan 
oscillateur  de  la  développée  est  évidemment  perpendiculaire  à  son 
plan  rectifiant  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  développée  est  une  ligne 
géode sique  de  la  surface  polaire. 

Les  développées  d'une  ligne  à  double  courbure  forment  donc 
une  famille  de  lignes  géodésiques  de  la  surface  polaire.  11  en  résulte, 
ainsi  que  nous  l'avons  vu  (§  34),  que  toutes  ces  géodésiques  se 
transforment  quand  on  applique  cette  surface  sur  un  plan  en  un 
système  de  droites  concourantes;  que,  de  plus,  le  lieu  des  centres 
de  courbure  devient  la  podaire  du  point  de  concours  de  toutes 
ces  droites,  par  rapport  à  la  courbe  transformée  de  l'arête  de 
rebroussement. 

Détermination  analytique  des  développées.  —  Lue  déve- 
loppée quelconque  est  l'arête  de  rebroussement  d'une  développable 
dont  la  développante  est  une  ligne  de  courbure.  Un  plan  langent 
à  la  développante  (C)  a  pour  équation,  en  faisant  usage  de  nos 
notations  ordinaires, 

(1 5)     (  sc'+  Xa"  )  (X  —  x)  -+-  (  P'-H  Xp'  )(  Y  —  y)  -+-  (  7'  -  À  7  ')  (Z  —  z)  =  o. 


CHAPITRE    XIV.    —    SURFACES    DÉVELOPPABLES.    COURBES   GAUCIIHS.         235 

A  élant  une  fonction  de  s\  il  faut  déterminer  cette  fonction  X  <lc 
telle  sorte  que  la  caractéristique  de  ce  plan  et  la  tangente  à  (G) 
au  point  (xyz)  soient  rectangulaires,  c'est-à-dire  en  appelant 
\.  B,  C  les  coefficients  de  l'équation  (i5)  de  telle  sorte  qu'on 
ait 

(16)  A'(Hv  —  G  3.)-+-  B'(Ca  — Ay)-4-G'(AS  — Ba)  =  0, 

les  accents  désignant  ici  les  dérivées  prises  par  rapport  à  s\  à 
chaque  fonction  \  ainsi  déterminée  correspondra  un  plan  mobile 
dont  l'arête  de  rebroussement  sera  une  développée  de  la  courbe 
(C).  Or  le  premier  terme  de  l'équation  (16)  a  pour  valeur 


—  =  o, 


et  cette  équation  (i(3)  se  réduit  à 

—  A  -+-  —  —  _  —      -t 

d'où 

,       r  ds 

arc  tangA  =       —. 

Les  développées  d'une  ligne  à  double  courbure  quelconque 
s'obtiennent  donc  toujours  à  l'aide  d'une  quadrature.  On  voit, 
comme  on  pouvait  s'y  attendre,  que  si  deux  courbes  différentes 
ont  la  même  équation  intrinsèque  relativement  à  la  torsion, 
elles  ont,  au  point  de  vue  analytique,  le  même  système  de  déve- 
loppées. 

Remarque.  —  La  méthode  précédente  peut  être  appliquée  à  la 
solution  d'un  problème  un  peu  plus  général.  Considérons  une 
droite  mobile  ayant  pour  équations 

(171  a?  =  a  z  -t-  jo,  y  =  bs  -4-  q , 

a,  b,  />,  q  étant  fonctions  d'un  paramètre  t  et  cherchons  une 
courbe  telle  que  chacune  de  ses  tangentes  rencontre  à  angle  droit 
l'une  des  positions  de  cette  droite  mobile  qui  n'est  plus  dès  lors 
assujettie. à  décrire  une  surface  développable.  La  courbe  cherchée 
peut  encore  être  considérée  comme  l'arête  de  rebroussement  de 
la  développable  engendrée  par  le  mouvement  d'un  plan  ayant  pour 
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équation 

08  )  .)■  —  ((  z-  —  />  —  a  i  y  —  bz  —  q  )  =  o. 

).  est  alors  une  fonction  de  /  et  Ton  doit,  comme  ci-dessus,  la  déter- 
miner par  la  condition  que  la  caractéristique  soit  perpendiculaire  à 
la  droite  (17). 
On  trouve  ainsi 

(191  /.'(«-  —  b-  —  r-  1  —  ab'\-  —  (  bb' —  aa'  )X  —  ba'  =  o. 

On  sait  que  toute  équation  de  cette  forme  peut  être  intégrée 
pur  une  seule  quadrature  quand  on  en  connaît  deux  solutions  par- 
ticulières. Or  c'est  précisément  ce  qui  arrive  ici.  Le  plan  (18) 
devient  en  effet  isotrope  si  l'on  prend  pour  A  l'une  des  deux  racines 
de  L'équation  du  second  degré. 

(20)  a2  -f-  1  -h  (a  -+-Xô)»  =  o. 

Si  la  droite  (17)  reste  tangente  à  une  courbe  donnée,  la  dévelop- 
pable  engendrée  par  chacun  de  ces  deux  plans  isotropes  admet 
cette  courbe  comme  ligne  de  courbure  et  son  arête  de  rebrousse- 
ment  donne  bien  une  solution  de  la  question  proposée.  Si  la  droite 
mobile  engendre  une  surface  réglée  de  l'espèce  la  plus  générale, 
la  même  conclusion  subsiste  :  les  équations  (19)  et  (201  étant, 
l'une  et  l'autre,  indépendantes  de  p  et  de  q.  On  peut  d'ailleurs 
vérifier  directement  que  chacune  des  deux  fonctions  définies  par 
l'équation  (19)  satisfait  à  l'équation  (18). 
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TROISIEME  PARTIE. 

THÉORIE  DES  COURBES  TRACÉES  SI  R  UNE  SURFACE. 


CHAPITRE  XV. 

ÉTUDE  DE  LA  SURFACE 
AUTOUR  D'UN  POINT  QUELCONQUE. 


Définitions  et  notations;  normale  et  plan  tangent.  — 
Disposition  de  la  surface  par  rapport  a  son  plan  tan- 
gent; DIRECTIONS  ASYMPTOTIQUES,  DIRECTIONS  PRINCIPALES.  

Courbure  des  sections  normales;  indicatrice  de  Dupin.  — 
Mouvement  de  la  normale;  propriétés  caractéristiques 
des  directions  principales;  formules  d'O.  Rodrigues; 
surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics.  —  Calcul 
des  éléments  de  l'indicatrice  en  un  point  quelconque 
de  la  surface.  —   Ordre  de  contact  de  deux  surfaces. 

68.  Définitions  et  notations.  —  Une  surface  est,  par  définition, 
le  lieu  des  points  M  dont  les  coordonnées  a?,  r,  ^  vérifient  une 
équation  unique 

(i)  f(x,y,z)  =  o. 

Nous  supposerons  en  général  les  coordonnées  x,  y,  z  rectangu- 
laires; nous  supposerons  de  plus  que,  dans  la  portion  de  surface 
que  nous  étudierons,  la  fonction^* soit  continue  et  admette  des 
dérivées    partielles    d'ordre    quelconque    également    continues; 

o     i  •    j  '  •    -        i  •  i       àf    df    ôf  , 

uu  enfin  les  trois  dérivées  du   premier  ordre   -=->  —-f  —  ne  s  an- 
1  r  ox     oy     az 
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îmlent  pas  toutes  les  trois  en  un  même  point,  c'est-à-dire  pour  un 
même  système  de  valeurs  de  x,  y,  z;  celte  circonstance  ne  peut 
d'ailleurs  se  produire  que  sur  des  surfaces  particulières  et  en 
des  points  particuliers  dune  telle  surface,  qu'on  nomme  points 
singuliers. 

D'après  cela,  l'équation  f=  o  est  résoluble  par  rapport  à  l'une 
au  moins  des  trois  variables,  par  exemple  par  rapport  à  z,  qui  est 
alors  une  fonction  régulière  des  autres  x,  y.  Il  est  d'usage  de 
représenter  par  p,  q,  r,  s,  t  les  dérivées  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  de  z  supposé  exprimé  explicitement  en  fonction 
de  x  et  dey,  ce  qui  revient  à  poser 

dz  dz 

~dx  ~p'        ~ày  ~  q' 

(2)  <j    d*-z  _  dp  &*z      _  dp  _  dq  d"- z  _  dq  _ 
1    dx2        dx                     ôx  dy        dy        c)x  dy2        ôy 

f   dz  =  p  dx  -+-  q  dy,         dp  =  r  dx  -f-  s  dy,         dq  =  s  dx  ■+-  t  dy. 

Normale  et  plan  tangent.  —  D'après  les  conditions  imposées 
à  la  fonction  f  (x,y,  5)  la  fonction  implicites  peut  être  développée 
par  la  série  de  Taylor  et  l'équation  de  la  surface  peut  être  mise 
sous  la  forme 

(3)  z  —  z{}=p(x  —  x0)-h  q(y—y0) 

-h  -  [r(x  —  x0)--+-  is(x  —  x0)  (y—yo)  -+-  t(y—y0y] •+-..., 

p,  q,  /•,  s,  t  étant  les  valeurs  que  prennent  les  dérivées  partielles 
au  point  x0y0  z0.  Supposons  qu'on  passe  du  point  M0  au  point  INI 
en  suivant,  sur  la  surface,  une  courbe  donnée  (G);  en  appliquant 
à  cette  courbe  les  notations  que  nous  avons  adoptées,  en  général, 
pour  les  lignes  à  double  courbure  et  désignant  par  /  la  longueur  de 
l'arc  M0M,  nous  aurons 


(4) 


et  des  formules  analogues  pour  y — y0,  z —  z0.  Si  nous  portons 
dans  l'équation  (3)  ces  valeurs  de  x  —  x0,  y — y0,  z — z0,  elle 
doit  se  réduire  à  une  identité  et  les  coefficients  d'une  même  puis- 
sance de  /doivent  être  égaux  dans  les  deux  membres;  nous  avons, 
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en  égalant  les  coefficients  de  /, 

i  ,  i  y  —  1>'J-    -  'l'P- 

el  en  égalant  les  coefficients  de  I- 

{ 6  )  1 '— '-^-  =  ra«  -4-  iszli  ■+■  /  p«. 

Nous  interpréterons  plus  loin  l'équation  (G)  ;  quant  à  l'équa- 
tion (5),  elle  exprime  que  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  tracée 
sur  la  surface,  et  passant  par  le  point  M0,  est  perpendiculaire  à  la 
droite  lixe  dont  les  coefficients  de  direction  sont  — /?0,  — qn,  +i. 
Celte  droite  est  la  normale  au  point  M0  ;  le  plan  tangent  qui 
contient  tous  les  déplacements  infiniment  petits  qu'on  peut  effec- 
tuer sur  la  surface  autour  du  point  M0  est  perpendiculaire  en  ce 
point  à  la  normale  et  a  pour  équation 

i  7)  pi*  —  xo)-+  qiy—y»)  —  (*— ■  z9)  =o. 

Disposition  de  la  surface  par  rapport  au  plan  tangent.  — 
Prenons  pour  origine  le  point  M0  et  pour  axe  des  z  la  normale  en 
ce  point;  dans  l'équation  (3)  de  la  surface  nous  devons  faire 
r„  =  j'n  =  z0  =  />,)  =  '/o  =  o  et  cette  équation  devient 

(8)     'i.z  =  (rx-  —  -isxy  -+-  ty%  >  -t-  («.r3-H  îbx-y  -t-  3cxy*-h  gyh)  -+-. . . . 

La  surface  coupe  donc  le  plan  tangent  en  O  suivant  la  courbe 
qui  a  pour  équation  dans  le  plan  des  xy 

O  =  rx'1^-  isxy  -+-  ty-  -+-  ax:i-h  ibx-y  -+-  icxy2-h  gy3-^ ■  ■  • , 

et  l'on  voit  que  la  section  a  l'origine  O  pour  point  double  ;  on  en 
conclut  que  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  tan- 
gent en  un  point  quelconque  admet  ce  point  comme  point 
double.  Les  tangentes  au  point  double  peuvent  être  réelles  ou 
imaginaires  conjuguées;  dans  tous  les  cas  elles  admettent  un  sys- 
tème, au  moins,  de  bissectrices  réelles,  perpendiculaires  entre 
elles,  que  nous  appellerons  les  deux  directions  principales  et 
que  nous  pourrons  prendre  pour  axes  des  x  et  des  y;  dans  ces 
conditions,  l'équation 

/■.r2-f-  ■t.sxy  -+-  ty-  =  o, 

qui  détermine  les  deux  tangentes  au  point  double  ne  doit  plus 


a.io 
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contenir  do  termes  en  xy  ;  on  aura  donc  s  =  o  et  l'équation  de  la 
surface  de\iendra 


(9) 


2  z  =  rx-  -+-  ty2  -+-  ax3  -h  3bx-y 


Prenons  maintenant  sur  la  surface  un  point  M  voisin  du  point  O  ; 
soient  /  la  distance  OM,  es  l'angle  que  fait  avec  OX  la  projec- 
tion OP  de  OM  sur  le  plan  XOY;  l'équation  (g)  peut  s'écrire,  en 
remarquant  que  MO  et  OP  sont  des  infiniment  petits  équivalents, 

(io)    ïMP  =  (/■  cos2cp  -+-  t  sin2cp)/--+-  (a  cos3cp  -+-  >b  sincç  cos2o  -i-...)/3-i-.... 

Si  donc  /  est  infiniment  petit,  la  distance  MP  est  en  général  du 

Fis.  86. 


deuxième  ordre;  elle  s'élève  au  troisième  ordre  lorsque  (  >P  coïn- 
cide avec  une  des  tangentes  au  point  double  ;  nous  appellerons 
directions  asymptotiqu.es  les  directions  de  ces  tangentes:  la  dis- 
position de  la  surface  par  rapport  à  son  plan  tangent  dépend  de  la 
nature  des  directions  asymptotiques  ;  nous  distinguerons  les  cas 
suivants  : 

i"  /•  et  t  sont  de  même  signe;  les  directions  asymptotiques  sont 
imaginaires,  le  point  O  est  par  conséquent  un  point  isolé  de  la  sec- 
tion ;  le  terme  en  l-  de  l'équation  (io)  ne  s'annule  pour  aucune 
valeur  de  o,  MP  conserve  un  signe  constant  pour  de  petites 
valeurs  de  /,  donc  les  points  voisins  de  O  sont  tous  d'un  même 
coté  du  plan  tangent  en  O;  la  surface  est  alors  disposée  par   rap- 
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porta  ce  plan  comme  le  serait  un  ellipsoïde;  le  point  G  est   dil 
elliptique. 

2°  /•  et  t  sont  «le  signes  contraires;  les  directions  asymptotiques 
sont  réelles;  le  point  O  est  un  point  double  de  la  section,  à  tan- 
gentes distinctes;  ces  tangentes  partagent  le  plan  tangent  en 
quatre  régions  {fig.  ^~  i.    Les  valeurs  de  MP  ont  le   même  signe 

Fig.  87. 


pour  les  points  M  qui  se  projettent  dans  les  régions  (i)  et  (.3); 
elles  ont  un  signe  contraire  au  précédent  si  M  se  projette  dans 
l'un  des  deux  angles  (2),  (4).  La  surface  est  donc,  au  pointO,  tra- 
versée par  son  plan  tangent  et  se  comporte  comme  un  parabo- 
loïde  hyperbolique  ;  le  point  O  est  dit  hyperbolique. 

3°  L'un  des  coefficients  r,  t  est  égal  à  zéro.  Les  directions  asymp- 
totiques se  confondent  avec  l'une  des  directions  principales,  OX 
par  exemple  ;  les  deux  branches  de  la  section  se  touchent  en  ce 
point;  la  distance  MP  est  constamment  du  second  ordre,  sauf  le 
cas  où  M  se  projette  sur  la  droite  OX.  La  disposition  de  la  sur- 
face par  rapport  au  plan  XOY,  dans  le  voisinage  du  point  O, 
présente  la  même  indétermination  que  celle  d'une  surface  déve- 
loppable,  dans  le  voisinage  d'un  point  de  son  arête  de  rebrousse- 
nient;  le  point  O,  dans  ce  cas,  est  dit  parabolique. 

69.  Courbure  des  sections  normales.  —  Si  le  point  O  est  ellip- 
tique, tous  les  points  voisins  sont  situés  du  même  côté  du  plan 
tangent;  la  région  de  l'espace  qui  les  contient  s'appelle  la  région 
de  la  concavité;  nous  conviendrons  de  prendre  pour  direction  de 
la  normale  au  point  O  celle  dune  demi-droite  qui  irait  du  point  O 
dans  la  région  de  la  concavité  ;  si  le  point  est  hyperbolique,  les 
deux  plans  menés  par  la  normale  et  chacune  des  directions 
asymptotiques  coupent  la  surface  en  deux  segments  dont  les  con- 
cavités sont  tournées  en  sens  contraires;  il  y  a  lieu  de  distinguer 
alors  des  directions  opposées  pour  la  normale,  suivant  que  le 
D.  16 
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déplacement  OY1   aura  lieu  sur  l'un  ou  l'autre  de  ces  segments. 

Si  l'on  imagine  un  plan  sécant  tournant  autour  de  la  normale  OZ, 

la   courbure   de  la  section  faite    par  ce  plan  dans  la  surface  est 

une   fonction  donnée  de  l'angle  o,   le  rayon  de  courbure  R  est 

égal  à  la  limite  du  rapport  ;  on  a  donc,  en  appliquant  la  for- 

mule (10), 

—  =  /•  cos2o  -i-  t  sin2c. 

Nous  appellerons  sections  principales,  les  sections  normales 
menées  parles  directions  principales;  courbures  principales,  les 
courbures  des  sections  principales  ;  nous  aurons  alors,  en  fai- 
sant dans  l'équation  précédente  o  =  o  ou  cp  =  -  et  désignant  par 
rr-  et  ■=-  les  courbures  correspondantes, 

et,  pour  une  section  normale  d'azimut  <p, 
(12)  -  =  ^-cos*<p-i-  p-sin8<p. 


Cette  relation  détermine  de  la  manière  la  plus  nette  la  forme  de 
la  surface  dans  le  voisinage  d'un  point  donné  ;  on  en  déduit  immé- 
diatement les  conséquences  suivantes  : 

i°  La  courbure  s'annule,  il  y  a,  autrement  dit,  une  inflexion 
au  point  O  pour  chacune  des  deux  sections  normales  menées 
par  les  directions  asymptotiques  ; 

i°  La  courbure  d'une  section  normale  atteint  sa  plus  grande 
et  sa  plus  petite  valeur  quand  le  plan  sécant  passe  par  l'une  ou 
Vautre  des  directions  principales  ; 

3°  La  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  rec- 
tangulaires est  constante  et  égale  à  la  somme  des  courbures 
principales. 

Remarque.  —  La  lettre  R  représente  ici,  non  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  qui  est,  par  définition,  essentiellement 
positif,  mais  la  projection  de  ce  rayon  de  courbure  sur  l'axe  OZ; 
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or  cet  axe  OZ  peut  avoir  même  direction  que  la  normale  intérieure 
ou  la  direction  opposée  ;  nous  devrons  donc,  dans  l'étude  des  sec- 
tions normales  d'une  surface,  considérer  la  courbure  comme 
pouvant  prendre  des  valeurs  positives  ou  négatives,  suivant  les 
cas. 

Indicatrice  de  Dupin.  —  Les  propositions  relatives  à  la  cour- 
bure des  sections  normales  peuvent  se  résumer  de  la  manière  sui- 
vante ;  appelons  indicatrice  la  conique  qui  a  pour  équation  dans 

le  plan  des  xy 

rx--\-  ty"1  =  i, 

et  soient  £,  yj  les  coordonnées  du  point  u.  de  cette  conique  qui 
correspond  à  l'angle  o,  en  sorte  qu'on  aurait 

\  =  O  ijl  cos  q,         •»)  =  O  \±  si  il  cp  ; 

on  a,  en  exprimant  que  le  point  est  sur  l'indicatrice, 

O  u2  =  l- = =  R, 

r  cos2cp  -+-  t  sinzcp 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  d"1  une  section  normale 
i/uelconque  est  égal,  en  grandeur  et  en  signe,  au  carré  du 
rayon,  réel  ou  imaginaire,  correspondant  de  V indicatrice. 

Ombilics.  —  Lorsque  l'indicatrice  est  un  cercle,  le  point  O 
prend  le  nom  d'ombilic  ou  de  point  circulaire  ;  en  un  ombilic, 
les  courbures  principales  sont  égales;  toutes  les  directions  sont 
des  directions  principales  et  les  directions  asjmptotiques  sont 
isotropes. 

70.  Mouvement  de  la  normale.  —  Cherchons  maintenant  com- 
ment varie  la  direction  de  la  normale  à  la  surface  quand  on  passe 
d'un  point  M  au  point  M'  infiniment  voisin.  Nous  prendrons  pour 
ces  directions  de  la  normale  en  M  les  trois  quantités 

(.3;  >=T'        <x=:ïr'       V==ÏT 

H  étant  défini  par  la  valeur  arithmétique  du  radical 

"  i  »  H  =  v/i-h/^-t-?2. 
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Lorsqu'on  passera  de  M  en  M',  ces  cosinus  prendront  les  accrois- 
sements suivants  : 


dl  =- 

r  a.  ■+■  s  6  . ,  dU 
~        H        cU^Pu>> 

dv.  =  - 

s<x  -+-  t[i  ,.  dli 
~        H        ^  +  ?H*' 

d>  =- 

rfH 

(  H  dU  =  p  dp  -+-  g  dq  ) . 

Si  maintenant  nous  prenons  pour  origine  des  coordonnées  le 
point  M,  pour  axes  des  x  et  desyles  directions  principales  corres- 
pondantes, nous  devrons  faire 

/   x  =  y  =  z=p  =  q  =  s  =  o,      a  =  coscp,      [3  =  sina,      H  =  i,      dU  =  o, 
(i5)  i 

et  nous  aurons  pour  les  accroissements  des  cosinus  directeurs  de 
la  normale,  correspondant  à  ce  déplacement  dl  de  M  : 

coscp  sincp 

«À  = — L  a/,  au  = — —  «/,  av  =  o. 

Ri  t\2 

On  en  déduit  d'abord  pour  l'angle  des  deux  normales  en  M,  (  ) 

(nn')2     /cos2°      sin2<3 


(l6)  VNNV=^__,  +  _X^^. 

Cherchons  maintenant  la  direction  de  la  perpendiculaire  com- 
mune aux  deux  normales,  leur  plus  courte  distance  et  le  point 
central. 

La   projection  de  la  normale  en  M  sur  le  plan  des  x,  y  a  pour 

équation 

sincp  coscp 

x,  y  étant  les  coordonnées  du  point  P  {Jig-  86)  ont  pour  valeurs 
dl  cosz>,  dlsino;  cette  équation  peut  donc  s'écrire  : 

X  sincc        Ycoscc        /   i  i  \    .  ., 

d'où,  en  appelant  o  la  plus  courte  distance  des  deux   normales  et 
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tenant  compte  de  l'équation  (16) 

tir-  t  i 
/\ 


dl'1  l   '  I  \    , 

o  «_(_--- j,,n?coiT. 


Enfin,  le  Z  1I11  point  central  de  la  normale  du  point  O  est  donné 
par  la  formule 

cos2'^         si n2  ci 
(19)  Z  = 


cos"-<p        sin-o 


Les  formules  (16),  (17)  et  (18)  font  connaître  tout  ce  qui  con- 
cerne deux  normales  infiniment  voisines  ;  quand  le  déplacement  a 
lieu  suivant  une  direction  pi^incipale,  elles  mettent  en  évidence 
certaines  propriétés  très  importantes  dont  chacune  caractérise  cette 
direction  et  peut  lui  servir  de  définition. 

Cherchons,  par  exemple,  dans  quel  cas  la  plus  courte  dis- 
tance 0  sera  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier  et, 
par  suite,  du  troisième  ordre  au  moins,  d'après  le  théorème  de 
Bouquet. 

D'après  la  formule  (  17),  il  faut  pour  cela,  si  le  point  O  n'est  pas 

un  ombilic  (-^ -  =  —  )■,  que  l'angle  <p  soit  égal  à  zéro  ou  —  >  cette  con- 
dition est  d'ailleurs  suffisante;  donc,  pour  que  la  plus  courte  dis- 
tance de  deux  normales  en  des  points  infiniment  voisins  M,  M' 
soit  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  au  premier,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  déplacement  MM/  ait  lieu  suivant  une  direction 
principale.  Une  autre  proposition  caractéristique  consiste  en  ce 
que,  pour  un  déplacement  effectué  suivant  une  direction  princi- 
pale, le  point  central  de  la  normale  coïncide  avec  le  centre  de 
courbure  de  la  section  normale  correspondante. 

Si,  en  efîet,  on  remplace  Z  par  R  dans  l'équation  (19)  en  tenant 
compte  de  l'équation  (12),  on  a,  après  simplification  : 


iib-ïb 


ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  cp  =  o,  à  moins  que  le  point  O 
ne  soit  un  ombilic,  c'est-à-dire  que  toutes  les  directions  ne  soient 
des  directions  principales. 
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Théorème  d^O.  Rodrigues.  —  Soient  D  une  direction  lixe 
quelconque,  mm!  la  projection  d'un  déplacement  MAI'  sur  cette 
direction,  N,  N'  les  directions  des  normales  en  M  et  en  VI':  nous 
aurons,  en  appelant  £,  rn  Ç  les  cosinus  directeurs  de  D, 

cosyND  )  =X£  -+-  [jw,  -+-  vÇ, 

cos(N'D)  —  cos(N,  D)  =  \  dk  -+-  ï)  rfjjL  -+-  Ç  rfv, 

mm1  =  (ajj  -+-  fi-rj  -+-  y£)  flM, 


d'où 


)S  (n'DJ  —  COS  (  ND  )  ;  rf>.  -+-  ïj  C?{i 


(  a£  -T-  Bn  —  vC  >  «M 


ou,  en  simplifiant  par  le  choix  des  axes  de  coordonnées  et  l'appli- 
cation des  formules  (io), 

t  coscp  sincp 

rfcos(ND)  Î_RT    ^"TÏT 


i  coso  -1-  7]  sino 


Pour  cjue  le  second  membre  soit  indépendant  de  Ja  direction  D, 
c'est-à-dire  de  \  et  de  rn  il  faut  et  il  suffit,  si  coss  sinç  est  diffé- 
rent de  zéro,  qu'on  ait -jt-  =  tt-j  c'est-à-dire  que  le  point  O  soit  un 

ombilic  ;  d'ailleurs,  si  o  est  égal  à  zéro  ou  à  -»  ce  rapport  se  réduit  à 


1  1 


—  5-  ou  —  —  •   Les  directions  principales  sont  caractérisées  par 
Ki  K2 

p  •              1                      o?cos(  ND)  ,  ,  ,  1     1      j- 

ce  fait  que  le  rapport  ; —  est  indépendant  de  fa  direction 

fixe  D;  on  voit,  d'autre  part,  que  ce  rapport  est  égal  et  de  signe 
contraire  à  la  courbure  principale  correspondante. 

Si  nous  revenons  à  des  axes  quelconques  et  que  nous  appli- 
quions le  théorème  aux  trois  directions  fixes  OX.  0\  ,  OZ,  nous 
aurons,  pour  tout  déplacement  effectué  suivant  une  direction  prin- 
cipale, 

dï.       d\x       dv  _         1 

dx        dy        dz  K 

ce  sont  les  formules  dues  à  O.  Kodrigues. 

Comme  application,  cherchons  quelle  est  la  surface  dont  tous  les 

points  sont  des  ombilics.  Pour  cela,  supposons  X,  u.,  v,  tt  exprimées 

à  l'aide  des  variables  x  ely,  nous  aurons,  d'après  la  première  for- 
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mule  (i  9), 


on  en  conclut 


-  dx   \ dy  ■=■  —  77  dx, 

dx  dy    ■  R       ' 


<)\  (/A    _  1 

dy  ~~  dx  R 


A  se  réduit  donc  à  une  fonction  de  la  variable  .r  et  —  77  est  indé- 

n 

pendant  de  )'.  On  verrait  de  même,  en  parlant  de  la  seconde  équa- 
tion (19)  que  —  -rr  est  indépendant  de  r,  c'est  donc  une  simple 
constante   que   nous   représenterons  par ;  les  équations  (19) 

s'intègrent  alors  immédiatement  et  l'on  a,  a;,),  r0,  s0  étant  des  cons- 
tantes, 

x  =  ./„-  «X,         y  =  y0  -+-  a  \j.,  5  =  i0+av, 

d'où 

(x  —  x^y-h  (y—yo)2-+  (z-r-  2o)2=  a*        ^--^  f*2-t-v2  =  1 1. 

La  sphère  est  donc  la  sente  surface  réelle  dont  tons  les 
//oints  sont  des  ombilics. 

Remarque.  —  Les  ombilics  d'une  surface  sont,  en  généra],  des 
points  isolés  les  uns  des  autres;  cela  tient  à  ce  qu'il  faut  écrire 
deux  relations  entre  les  coefficients  de  l'indicatrice  pour  exprimer 
qu'elle  se  réduit  à  un  cercle;  il  peut  arriver  cependant  que  les 
deux  équations  ainsi  trouvées  se  réduisent  à  une  seule  en  vertu  de 
l'équation  de  la  surface;  dans  ce  cas,  il  y  aurait,  non  plus  des 
ombilics  séparés,  mais  des  lignes  d'ombilics. 

71.  Détermination  de  lindicatrice.  —  D'après  ce  qui  précède, 
on  connaîtra  toutes  les  propriétés  de  la  surface  en  un  point  quel- 
conque si  l'on  sait  déduire  de  l'équation  de  la  surface  les  direc- 
tions principales  en  ce  point  et  les  rayons  de  courbure  principaux; 
pour  cela,  nous  définirons  d'abord  ce  qu'on  entend  par  directions 
conjuguées. 

Considérons  deux  points  M,  M  infiniment  \oisins;  le  plan  lan- 
gent en  M'  coupe  le  plan  tangent  en  M  suivant  une  droite  qui  a 
pour  limite  la  caractéristique  du  plan  tangent  en  M  lorsque  M'  se 
rapproche  indéfiniment  de  M.  Soient  \)  la  direction  de  l'élément 
MM',  A  celle  de   la  caractéristique.  0  et  'l  les  angles  que  font  ces 
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deux  directions  avec  lune  des  directions  principales  au  point  M, 
A  ('tant  évidemment  perpendiculaire  aux  deux  normales  en  M  et 
en    M'.  Le  coefficient  angulaire  de  cette  dernière  étant,   d'après 

l'équation  (17).   égal   à— 'tangcp,  on  a  entre  les  angles  z>  et  'l  la 

relation 

Ri 

tang'f  tang^=— — . 

On  voit,  d'après  la  symétrie  de  celte  relation,  que  les  droites  D 
et  A  sont  réciproques  l'une  de  l'autre;  pour  cette  raison,  on  leur 
donne  le  nom  de  directions  conjuguées  ;  elles  sont  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  ;  une  direction 
variable  D  et  sa  conjuguée  A  engendrent  par  conséquent  deux  fais- 
ceaux en  involution  ayant  pour  rayons  doubles  les  directions 
asymptotiques  ;  un  pareil  faisceau  admet  un  couple  de  rayons  rec- 
tangulaires qui  sont  ici  les  directions  principales  ;  un  ombilic  est 
un  point  autour  duquel  toute  direction  est  perpendiculaire  à  la 
direction  conjuguée. 

i°  Directions  conjuguées.  —  Désignons  par  d  un  accroissement 
dû  à  un  déplacement  effectué  suivant  la  direction  I);  par  0  un 
accroissement  résultant  d'un  déplacement  effectué  suivant  la  direc- 
tion conjuguée  A;  par  A,  B,  C,  trois  coefficients  de  direction  de  la 
normale  au  points.  >',  z,  le  déplacement  0  étant  perpendiculaire  à 
la  normale  en  M  et  à  la  normale  en  M',  on  a 

A  Sa-  -+  B  ûj  +  Go-  =  o,        (A  +  dA)8a?+(B-hrfB)8^-+-(C-+-rfC)8,s  =  o; 

la  condition  pour  que  les  deux  déplacements  aient  lieu  suivant  des 
directions  conjuguées  est  par  conséquent 

(21)  dk  oJ  +  rfBo/  +  rfGo;  =  o, 

qu'on  peut  écrire,  puisqu'il  y  a  réciprocité, 

(21  )  8A  <lx  -+-  oB  dy  -4-  oC  dz  =  <>. 

Si  L'équation  de  la  surface  est  f(  .r.  y,  z)  =  o,  on  peut  prendre 

pour  A,  B,  C  les  dérivées  partielles  —  <  —  >  —  ;  si  cette  équation  est 

1  *  ii.i-    oy    Oz'  * 

supposée  résolue  par  rapport  à  s,  il  convient  de  prendre />,  q,  —  1 
pour  coefficients  de  direction.   La  relation  (21)  se  simplifie  alors 


(  Il  IPITRE    W 

et  do  vie  ni 
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dp  or  ■+-  dq  oy  =  o, 

ce  (|iu  peul  encore  s'écrire 

(  :>>  l  /'  dx  8x  -T-  SI  dy  o  r  -+-  oy  d.r)  -h  t  dy  or  =  6. 

Cette  forme  met  en  évidence  la  réciprocité  des  deux  directions 
conjuguées. 

2°  Directions  asympto tiques.  —  Une  direction  asymptotique 
coïncide  avec  la  direction  conjuguée.  Nous  aurons  donc  ces  direc- 
tions en  remplaçant  dans  les  formules  (ai)  et  (22)  les  0  par  desrf, 
ce  qui  donne 

dX  dx  4-  dB  dy  4-  </C  dz  =  o, 
r  dx'1  -t-  2 s  dx  dy  4-  t  dy'1  =  o, 

ou,  en  remplaçant  dj\  dy,  dz  par  les  cosinus  directeurs  qui  leur 
sont  proportionnels. 


(•>!, 


K   >\  I 


dk  dB  _         dC  /dB        dC\  0 

dx  dy  r         dz  '         \  de         djK/ 

dC       âk\  /dk       dB\    a 

A  a  -t-  B[3  -t-  G  y  =  o, 
r  y.1  —  2sx(j  -h  /  B2  =  o,         y  — ^a  —  9$  —  °* 


3°    Directions  principales.    —    Pour  que  deux   déplacements 
conjugués  soient  rectangulaires,  il  faut  qu'on  ail 

ox  dx  -t-  oy  dy  -+-  oz  dz  =  o. 

Si  l'on  élimine  oa?,  01',  oc.  entre  cette  équation  et  les  suivantes  : 
A  Sx  -^  B  0/  -+-  G  o.r  =  o,         dk  ox  -+-  dB  dy  -t-  dC  oz  =  o. 
il  vient,  pour  l'équation  des  directions  principales, 


(  2  >  > 


c/.r  rfy  f/e 
A  B  G 
dk     dB     dC 


Cette  équation  est  homogène  et  du  second  degré  par  rapport 
à  dx,  dy.  dz  qu'on  y  pourra  remplacer  par  les  cosinus  directeurs 
a,  P,  Y- 
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Si  nous  faisons,  dans  l'équation  (25),  A  =/>,  B  =  <y,  C  =  —  i , 
elle  devient 

dp(dy  -+-  q  dz)  —  dq ( dx  -t-  p  dz )  =  o, 

ou,  en  remplaçant  dx,  dy,  dz  par  a,  [3,  y  et  y  par  p  a. -\-  q  $ , 

(  n  -h  *P)  [  ^  (  i  -h  ?2  )  +/??  a]  —  (  5a  -+-  *8  )  [a(  1  +  />2  )  h-  />£  p]  =  o. 

ou  enfin 

(■26)       a*|>srr-s(H-/>2)] 

-f-ap[(H-gr»)r  —  (H-/>2)<]-+-  P2[(l4-  ?2)  5—  />£*]  =0. 

4°  Ombilics.  —  On  peut  obtenir  de  plusieurs  manières  les  équa- 
tions des  ombilics;  si  l'on  exprime  que  l'équation  (26)  est  vérifiée, 

quel  que  soit  le  rapport— 5  on  a 

r  s  t 

l -h  p'2         pq         1  -4-  q'1 

On  obtient  ces  mêmes  équations  en  écrivant  que  les  directions 
asymptotiques  correspondent  avec  les  directions  isotropes  du 
plan  tangent  ;  celles-ci  sont  en  effet  définies  par  l'équation 

a2-+-  fi* -l- (/>a-|- 7  P)S=o, 

et  si  l'on  écrit  qu'elle  a  les  mêmes  racines  que  l'équation  (24),  on 
retrouve  bien  les  équations  (27). 

5°  Courbures  principales.  —  Désignons  par  R  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale  dont  le  plan  contient  la  direction 
D(ajiJy)  ;  R  s'obtient  en  faisant  dans  la  formule  (6) 


d'où 


L         w-  —  l        v»  -  - 

H'  p  II'  '        h 


II 

—  =  /-a2-f-  isafi  -+■  t$-. 
R 


H  1 

Si  l'on  pose  —  =  -j-,  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

homogène 

(1  -t-/?2  )a2  -+-  'ipq  otp  -H  (l  -+-  7*)p*  =  (  /-x2  4-  2 ..va,S  -t-  *  32  U\ 
OU 

(H-/>2  —  À~/')a2-f-  '±(pq  —  ks)  afi -t-  (H-  r/2— /.7  i^2=  o. 
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Cette  équation  détermine  les  deux  directions  dans  lesquelles  la 
courbure  de  la  section  normale  a  une  valeur  donnée;  pour  avoir 
les  valeurs  maxima  et  minima  de  cette  courbure,  il  suffit  d'expri- 
mer qu'elle  a  ses  racines  égales,  ce  qui  donne  pour  l'équation  des 
courbures  principales 

(pq  —  ksp=  (i-+-/>2—  kr)( i-f-  q*—kt  i. 

ou,  en  ordonnant, 

t  28)         Â2(/7  —  s-)  —  k[(l-\-pi)t  -+-  (H-  q2)r  —  ipqs\  -+-  H2=  o. 

On  en  déduit  pour  la  somme  et  le  produit  des  courbures  prin- 
cipales 

[  -4-  /D2  )  /  -+-  (i  -+-  q'1  )/•  —  xpqs 


(28  bis) 


[-  +  - 

R,        R2 


rt  —  s- 


R ] R  n  H* 


Remarque.  —  Si  l'on  dérive  ces  deux  formules,  par  rapport 
à  x  et  à  y,  et  qu'on  fasse  usage  des  formules  de  simplification  (i5), 
on  obtient  immédiatement,  pour  les  valeurs  réduites  des  dérivées 

oartielles  du  troisième  ordre  de  z, 

1 


\<Wo 

te) 

te) 

/    d*z    \ 

te) 

(  — )      = 

\  4r  /o 

dx  ôy-  J 0 

\<Wo 

72.  Application  aux  surfaces  du  second  ordre.  —  Toutes  les 
sections  faites,  dans  une  quadrique,  par  des  plans  parallèles  sont 
bomothétiques  et  leurs  asymptotes  sont,  par  conséquent,  paral- 
lèles ;  la  section  se  réduit  au  système  des  deux  génératrices  qui 
passent  en  un  point  M,  lorsque  le  plan  sécant  devient,  tangent  en 
ce  point  à  la  surface  ;  d'où  il  résulte  que  l'une  quelconque  des  sec- 
tions parallèles  au  plan  tangent  (la  section  centrale,  par  exemple, 
si  la  surface  a  un  centre)  peut  remplacer  l'indicatrice  dans  l'étude 
de  la  courbure  normale  autour  du  point  M  ;  en  particulier,  les 
directions  principales  au  point  M  sont  parallèles  aux  axes  de  la 
section  plane  considérée. 
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Ceci  posé,  proposons-nous  de  calculer,  à  l'aide  des  formules  pré- 
cédentes, les  cléments  de  L'indicatrice  et  la  courbure  normale  d'une 
Ligne  quelconque  tracée  sur  l'ellipsoïde 

x2         y2         z* 
a1        b2         ci 

on  a,  pour  déterminer  les  valeurs  de  p,  q,  r,  s,  t, 

x  z  y  z 

a2       *   c2  b2  c2 

i  /;-         rz  _  pq         ^s  1  q2         zt  _ 

a2        c-         c'2  c-  c2  b2        c2        c2 


011  déduit  des  deux  premières 


y2        z2        c-    i 


P  étant  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  M.  Si  l'on  mul- 
tiplie maintenant  les  trois  dernières  par  a2,  2a(3,  (32  et  qu'on 
les  ajoute(a,  (3,  y  étant  les  cosinus  directeurs  du  déplacement  MM'), 
il  vient 


7.- 


a- 


-  H-  j-t  H (  p  <x  -)-  q  S )2  h -|/'a2+''.n3-r^'-)  =  o, 


//- 


d'où,  en  appelant   I)  la   longueur  du   demi-diamètre  parallèle  au 
déplacement  MM'  et  en  tenant  compte  de  la  relation  y  =pcc  -+-  qfi, 


■>.  s  a  3 


o.  c        l 


d'où,  enfin,  pour  le  rayon  de  courbure  normale  R„, 

Donc  : 

Théorème.  —  Le  demi-diamètre  parallèle  à  un  déplacement 
quelconque  est  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de  cour- 
bure normal  correspondant  et  la  distance  du  centre  au  plan 
tangent. 

Remarques.  —  i"  Si  l'on  écrit  que  l'équation  (28)  a  ses  racines 
égales,  on  a  une  condition  qui   peut,  après  quelques  transforma- 
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lions,  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 


U*(l-hp*)(l  -r 
(  ,-/  _  S2  yi 


pqr  pqt 


H2 


I-H/J* 


hï\ 


La  surface  étant  supposée  réelle,  on  aies  équations  des  ombilics 
en  égalant  à  zéro  chacune  des  deux  parties  de  la  quantité  entre 
crochets  et  l'on  retrouve  ainsi  les  équations 

/•  s  / 

1  -+-  p-         pq  I  -T-  q'1 

2°  La  demi-somme  et  le  produit  des  courbures  principales  ont 
reçu  les  noms  de  courbure  moyenne  et  de  courbure  totale. 
L'équation  rt  —  s2  =o  détermine,  sur  une  surface  quelconque, 
la  ligue  des  points  paraboliques;  si  cette  équation  se  réduit  à  une 
identité,  en  vertu  de  l'équation  de  la  surface,  l'une  des  courbures 
principales  est  nulle  en  tous  les  points  de  la  surface  ;  l'équation 
précédente  est  alors  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
dont  la  courbure  totale  est  nulle  en  chaque  point.  Il  est  aisé  d'ob- 
tenir, sous  forme  finie,  la  définition  géométrique  d'une  pareille 
surface  ou,  en  d'autres  termes,  d'intégrer  l'équation  rt  —  s2  =  o. 
On  peut  en  effet  l'écrire 

dp  dq         dp    dq 
o.r  dy       dy  àx 

Elle  exprime  sous  cette  forme   que  q   est  une   fonction  de  p. 

Posons  alors 

px-hqy  —  x  =  u,         q=*(p), 

et  différentions    la    première    en    tenant    compte    de    l'équation 
p  dx  -4-  q  dy  —  dz  =  o,  il  vient 

du  =  x  dp  -l- y  cp' ' ( p)  dp, 

u  est  donc  également  une  fonction  de/?;  on  a  ainsi,  dans  toute 
l'étendue  de  la  surface  considérée, 

(29)  px-*-yy(p)  —  z  =  <K/>), 

avec  la  condition 

(30)  'V(p)  =  x  ■+•  y  ?'(  p  .'■ 
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Les  équations  (29)  et  (3o)  donnent,  en  éliminant/?,  l'équation 
de  la  surface  cherchée  ;  celle-ci  est  donc  l'enveloppe  du  plan  mobile 
à  un  paramètre  a 

ax  -t- y  <f(a)  —  z  =  <l(a). 

C'est  l'une  des  définitions  que  nous  avons  données  des  surfaces 
développables. 

73.  Ordre  de  contact  de  deux  surfaces.  —  Soient  deux  surfaces 
S,  S'  ayant  en  commun  un  point  O  que  nous  prenons  pour  origine  ; 
considérons,  comme  se  correspondant  sur  les  deux  surfaces,  des 
points  M, M'  situés  sur  une  parallèle  à  OZ.  et  soit  P  le  pied  de 
cette  droite  MM'  sur  le  plan  des  xy;  nous  aurons,  en  conservant 
les  notations  ordinaires, 

MP  =  px  -+-  q y  H (rxi-+-  isxy  -t-  ty*) 

-+-  -(a  x*  -+-  3  b  x*y  -+-  3  c  x  y1  -+-  gy*)  -+- .  .., 
M'P  =p' x-h  q' y  h —  (/-' x-  -his'xy  -+- t' x*) 


-  (a' x3  +-  3b' x-y-h  c'xy2-h  g' y3) 


d'où 


(3i)     MM'=(p'  —  p).r -±-(q'  —  q)y -+-  ~[(r'  —  r)x9- -h -j.(s' —  s)xy -h  (t' —  t)x^\ 

■+■    , :[(«'  — a)  a?3 -H ...]—.... 

Pour  que  S  et  S'aient,  au  point  O,  un  contact  de  Tordre  n  (§  58), 
il  faut  et  il  suffit,  par  définition,  que  tous  les  termes  de  ce  dévelop- 
pement soient  nuls  jusqu'à  ceux  du  degré  n  inclusivement.  Le 
contact  sera  donc  du  premier  ordre  si  les  deux  surfaces  ont  même 
plan  tangent  en  ce  point,  les  trois  différences  /•' —  /•,  s' —  s,  t' —  t 
n'étant  pas  nulles  en  même  temps;  iJ  s'élèvera  au  second  ordre  si 
l'on  a  r'==r,  *'==*,  t'  =  /,  c'est-à-dire  si  les  deux  surfaces  ont 
mêmes  directions  asymptotiques  et  mêmes  courbures  principales,  au 
troisième  ordre  si  l'on  a,  en  outre,  a  =  a',  b  =  b' ,  c  =  c',  g  =  g'. 
Or,  si  nous  prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  tangentes  prin- 
cipales connues,    ces  équations  expriment,   d'après  les   formules 
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réduites  (28  bis),  que  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de 
chacune  des  deux  courbures  pricipales  sont  égales  sur  les  deux 
surfaces. 

On  peut  ainsi  obtenir,  de  proche  en  proche,  les  conditions  d'un 
contact  d'ordre  quelconque;  il  est  d'ailleurs  facile  de  leur  donner 
une  forme  géométrique  indépendante  de  tout  choix  particulier  des 
axes.  Soit  H  (x,  y,  z)  une  fonction  quelconque  des  coordonnées 
i\'\m  point  M  situé  sur  une  surface  donnée;  si  l'on  imprime  à  ce 
point  M  un  déplacement  infiniment  petit  dans  la  direction 
(a,  P,  y),  H  prend  un  accroissement  infiniment  petit  dH,  et  le  rap- 

port  —r?)  à  la  limite,  est  ce  qu'on  appelle  la  dérivée  géométrique 
de  H,  prise  dans  la  direction  (a,  (3,  y);  d'une  manière  générale, 
la  dérivée  géométrique  d'ordre  À-  sera,  par  définition,  la  dérivée 
géométrique  de  celle  d'ordre  Â  — 1.  Cette  définition  est  évidem- 
ment indépendante  de  tout  système  de  coordonnées  ;  et  nous 
aurons  pour  la  dérivée  géométrique  d'ordre  n,  prise  dans  la  direc- 
tion déterminée  par  l'angle  XOP  ==  <p,  la  formule  réduite  : 

r,(»)  ..  ,        d«H  n       à"ll   '  ,       .  à»H    . 

DvlllJ,   y)  —    - cos"o-(--- — —  cos"-'  cp  smcp  -H. ..h sin"o. 

y  '  J  '         dx"  '         1    dx»-1  dy  ~         '  àyn  T 

Si  maintenant  nous  revenons  aux  conditions  trouvées  plus  haut 
pour  un  contact  du  troisième  ordre,  nous  arrivons,  par  une  géné- 
ralisation immédiate,  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  que  deux  surfaces  aient,  en  un  point 
donné,  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  et  il  suffit  : 

1"  Qu'elles  aient  en  ce  point  même  plan  tangent  et  même 
di rec lion  asymptotique; 

2"  Que  les  courbures  principales  soient  égales  sur  les  deux 
surfaces,  ainsi  que  leurs  dérivées  géométriques  prises  dans  une 
direction  quelconque,  Jusqu'à  celle  d'ordre  n  —  2  inclusivement. 

Remarque.  —  On  voit,  d'après  la  formule  (3i),  que  si  les  deux 
surfaces  ont,  au  point  O,  un  contact  d'ordre  n,  il  y  a  n  +  1  direc- 
tions particulières  suivant  lesquelles  MM'  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  n  -+-  2  ;  c'est  en  exprimant  que  ces  conditions  spéciales 
sont  indéterminées  qu'on  obtient  les  conditions  complémentaires 
relatives  à  un  contact  d'ordre  n  +  1 . 

Remarquons  encore  que   si,    S  étant  donnée,   S'  dépend  de  k 
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arbitraires,  on  ne  pourra  déterminer  S',  par  la  condition  d'avoir 
avec  S  un  contact   d'ordre  maximum,  que  si  À"  est  de  la  forme 

(  n  —  i  )(n-\--i  ) 

2 

Par  exemple,  l'équation  générale  des  sphères  dépendant  de  quatre 
paramètres,  il  n'y  aura  pas  en  général  de  sphère  osculatrice,  cela 
n'arrivera  que  si  le  point  M  est  un  ombilic  de  S  et  si  le  rayon  de 
la  sphère  est  égal  à  celui  d'une  section  normale.  (Pour  plus  de 
développements  relatifs  aux  surfaces  osculatrices,  voir  Hermite, 
Cours  d' Analyse  de  VE.  P.,  p.  i35). 
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CHAPITRE  XVI. 

COURBURE  NORMALE.  -     COURBURE  GEODESIQUE. 
TORSION  GEODESIQUE. 


Théorème  de  Meusnier.  —  Courbure  normale;  courbure 
géodésique.  —  Torsion  géodésique.  —  Tableau  desrela- 
tions  qui  existent,  en  un  point  donne,  entre  les  élé- 
ments de  la  courbe  et  ceux  de  la  surface. 

74.  Théorème  de  Meusnier.  — Nous  conviendrons  de  prendre 
pour  direction  positive  delà  normale,  en  un  point  H  d'une  surface, 
celle  qui  est  dirigée  dans  la  concavité  de  la  section   principale  de 

courbure  5-  .  Soient  MN  la  normale  ainsi  définie  (  fig.  88);  MT,, 

Fie.  88. 


MT2  les  tangentes  aux  directions  principales.  Considérons  une 
courbe  L  passant  par  le  point  M  et  située  tout  entière  sur  la 
surface;  nous  désignerons  par  cp  l'angle  que  fait  avec  MT,  k  tan- 
gente MT  à  la  courbe  L,  par  fj  l'angle  de  sa  normale  principale  M/? 

D  ,7  . 
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avec  MN.  Conservons  pour  cette  ligue  L  les  notations  dont  nous 
nous  sommes  servi  dans  la  théorie  générale  des  lignes  à  double 
courbure  et  prenons  pourpoint  de  départ  la  formule 

"' —  /;a'  —  (i  S' 

— ^ '—  =  ra!+  2$aB  -+-  *B2, 

établie  au  paragraphe  67,  et  qui  se  déduit  d'ailleurs  de  la  relation 
y  —  />a  —  çr[ïi  =o  en  la  dérivant  par  rapport  à  l'arc  le  long  de  la 
courbe  (L);  nous  avons,  en  appelant  A,  u,  v  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  MN, 

p  =  —  ÀH,         q= —  ;jlH,  i  =  vH.         H  =  y/i  -+-p2  —  g'1. 

L'équation  précédente  peut  donc  s'écrire 

Xa'  +  i*3' 


R 


-i-H  =  ra2 -h  2«aB  -H  /32, 


OU 

(i)  — - —  =  ra*-+-2saB-H-*&2. 

Si  l'on  applique  cette  formule  générale  à  la  section  faite  dans  la 
surface  par  le  plan  normal  TMN  qui  contient  la  tangente  à  la 
courbe  L,  et  qu'on  désigne  par  —  la  courbure  de  celte  section 
plane?  on  a,  en  remplaçant  8  par  zéro,  R  par  R„, 


(2)  ^-  =  ra*-+-2ia3-H  *B! 


II 


et  si  l'on  égale  les  premiers  membres  des  équations  (  1  )  et  (2) 

R  =  R„  cosÔ, 
d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 
courbe  quelconque  située  sur  ht  surface  est  égal  au  produit 
du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  contient  la 
tangente  à  cette  courbe  par  le  cosinus  de  C  angle  que  fait  le 
plan  de  la  section  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe. 

Ce  théorème  peut  être  mis  sous  une  autre  forme:  il  exprime  en 
effet  que  le  centre  de  courbure  Â  de  la  ligne  L  est  la  projection 
du  centre  de  courbure  kn  de  la  section  normale  sur  le  plan  oscu- 
lateur de  L;  on  peut  donc  l'énoncer  de  la  manière  suivante  : 
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Théorème.  —  Le  cercle  de  courbure  en  un  point  M  d'une 
courbe  que/conque  tracée  sur  la  surface  s'obtient  en  coupant 
par  le  plan  osculateur  de  cette  courbe  la  sphère  qui  passe  par 
le  point  M.  et  qui  a  pour  centre  le  centre  de  courbure  de  la 
section  normale  qui  contient  la  tangente  à  la  courbe. 

Nous  avons  trouvé  au  paragraphe  68  l'expression  géométrique 
de  la  courbure  d'une  section  normale  d'azimut  co;  si  nous  substi- 
tuons cette  valeur  dans  l'équation  (  i  )  elle  devient 

cosO        oos2œ        siei2  cp  i 

()  ~1T  =  "rT+ ~r7  =  ïï7' 

Remarque .  —  Lorsqu'il  s'agira  d'interpréter  géométriquement 
un  résultat  obtenu  par  l'analyse,  nous  opérerons  toujours  de  la 
manière  suivante  :  nous  prendrons  momentanément  pour  axes 
des  x,  des  y  et  des  z  les  trois  droites  MT,  ,  MT2,  MN,  ce  qui  nous 
permettra  de  remplacer  dans  la  formule  à  interpréter  les  éléments 

analytiques  a?,  y,  z,p,q,  8  par  zéro,  H  par  l'unité,  r  et  t  par  —  et  — 

(formules  §  08);  nous  devons  y  faire  en  même  temps 

/-              coscf                                    sinœ    ,, 
dh  = 5-i-  dl,  du.  = — X  cil,  ch  =  o. 

En  ce  qui  concerne  la  courbe  elle-même  on  remarquera  que  sa 
normale  principale  se  projette  sur  le  plan  des  x,  y  suivant  la  direc- 
tion ï  +  -;  ses  cosinus  directeurs  par  rapport  aux  axes  simplifiés 

sont  donc   :  sin  9  cosf — h© )  ,  sin  8  sin  (-  -f-'fj,  cos  G  ;   et  l'on  en 

déduira  sans  peine  les  cosinus  directeurs  de  la  binormale  ;  on  aura 
en  définitive  à  appliquer  les  formules  de  réduction  suivantes: 

x  =y  =  z  =  o,       p  =  q  —  o,        H  =  i,        X=o,       [jl  =  o,        v  =  r, 

i  j        i 

/•  =   -rr-,  S  =   O,  t=   — , 

n  i  K2 

d\  _         coso  d\±  sinci  ch 

7if--~iC'     ~dï==~lï^,     dî  =  o; 

a.  =  coscp,  p  =  sin  cp,  y  =  o, 

a'  =  —  sinO  sinca,  [i'  =  -+-  sin  0  coscp,  y'  =  cos^; 

a"  =  -t-  cosO  sincp,         (â"  = —  cosOcoscp,         y*=  sin6. 
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7").  Courbure  normale.  —  On  appelle  courbure  normale  de  la 
limite  L,  en  un  point  donné  M,  la  courbure  en  ce  même  point  de 
la  projection  de  L  sur  Je  plan  mené  par  la  normale  à  la  surface  et 
la  tangente  MT(' ).  En  appliquant  le  théorème  relatif  aux  cour- 
bures dune  ligne  quelconque  et  de  sa  projection  sur  un  plan,  nous 

avons   pour  la    courbure    normale  l'expression —rr—  ;  la  courbure 

normale  est  donc  égale  à  la  courbure  de  la  section  normale  tan- 
gente à  L;  en  d'autres  termes  cette  section  plane  et  la  projection 
de  L  sur  le  plan  sécant  ont,  au  point  M,  un  contact  du  second 
ordre;  c'est  une  autre  manière  d'énoncer  le  théorème  de  Meusnier. 

Courbure  géodésique.  —  Au  lieu  de  projeter  la  courbe  L  sur 

le  plan  normal  qui  contient  la   tangente  MT,  projetons-la  sur  le 

plan  langent  à  la  surface  ;  la  courbure  de  la  projection  au  point  M 

est  ce   qu'on  appelle  la  courbure  tangentielle  de  la  ligne  L;  sa 

i  î       î    ■  <ii  i        si  n  G 

\aleur  est,  en  vertu  du  théorème  invoque  plus  haut,  égale  a 

Si  nous  la  désignons  par  —  nous  aurons  la  formule 

cotÔ        cos2o        sin2  cp 
Rg-  Rj  R2 

Si  l'on  mène  en  chaque  point  de  la  ligne  L  le  plan  tangent  à  la 
surface,  la  position  de  ce  plan  tangent  dépendant  d'un  paramètre 
unique,  il  enveloppe  une  surface  développable,  circonscrite  à  la 
surface  donnée  suivant  la  courbe  L,  et  dont  la  génératrice  au 
point  M  est  la  tangente  conjuguée  de  MT.  La  courbure  tangen- 
tielle de  L  a  évidemment  la  même  valeur  par  rapport  à  la  surface 
donnée  et  à  la  développable  circonscrite;  or  nous  avons  vu  que, 
si  l'on  applique  cette  dernière  sur  un  plan,  la  courbure  tangentielle 

se  conserve;  on  peut  donc  définir  —  comme  étant  la  courbure  de 

la  ligne  plane  dans  laquelle  se  transforme  la  courbe  L  quand  on 
applique  sur  un  plan  la  développable  circonscrite.  Envisagée  à  ce 
point  de  vue,  elle  prend  le  nom  de  courbure  de  développement . 
Enfin,    pour   des   raisons   qui  apparaîtront  plus  tard,  on  l'appelle 


(')    La   courbure  normale    se   trouve    ainsi    délinie  en    grandeur    et   en    signer 
d'après  la  remarque  faite  au  paragraphe  68. 
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aussi  courbure  géodésique.  C'est  même  cetle  dénomination  qui 
est  le  plus  fréquemment  employée  et  que  nous  adopterons  dans 
la  suite. 

76.  Torsion  géodésique.  —  Menons  au  point  M'  la  normale 
M'N'  à  la  surface;  cette  droite  fait  avec  le  plan  M  NT  (fig.  88)  un 
angle  infiniment  petit  qu'on  appelle    Vangle  de   torsion  géodé- 

sîque  de  l'arc  MM'.  Le  rapport  -£■  de  cet  angle   à  la  différentielle 

de  l'arc  est  la  torsion  géodésique  au  point  M|. 

Cet  angle  dxg  est  le  complément  de  celui  que  la  normale  M'N' 
fait  avec  la  droite  MP  menée  dans  le  plan  tangent  perpendiculai- 
rement à  MT  ;  soient  £,  yj,  £  les  cosinus  directeurs  de  MP;  on  a 

sin  d-g  =  \  (  X  -+-  dX  )  -H  y]  (  ;jl  -+-  d\j.  )  -+-  Ç( v  -+-  rfv), 


d'où 

On  a  d'ailleurs 


d'où 


rfç^  =  £  rfX  -+-  7j  rf;x  -4-  Ç  c/v . 


t,  =  yX  —  av,  Ç  =  aji.  —  (3X, 


rfu  = 


a         p        y 

À        \x        v 

r/X     du     rfv 


ou,  en  appliquant  les  formules  de  réduction, 


(6) 


COS'^ 


sincp 
o 

sin  cp 

~~ïï7 


__  s,n9cos?. 


On  voit  que  la  torsion  géodésique  s'annule  lorsque  le  déplacement 

MM'  a  lieu  dans  une  direction  principale  et  seulement  dans  ce  cas. 

Cette  propriété  caractéristique    fournit  une  nouvelle  définition 


,h, 


des  directions  principales.  Remarquons  aussi  que  —jf  prend  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  des  déplacements  rec- 
tangulaires  o  et  — hPii  d'où  l'on  conclut  le  théorème  suivant 
(Bertrand,  Calcul  différentiel,  p.  6-5)  : 

Considérons   deux  droites  infiniment  petites  de  même  Ion- 
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gueur  MM',,  MM',  perpendiculaires  entre  <-lles  et  situées  dans 

Fig.  89. 


le  plan  tangent  au  point  M;  les  normales  à  la  surface  aux 
extrémités  M',  M.^  sont  également  inclinées  sur  les  deux  faces 
du  dièdre  M  M',  M'„  et  situées  toutes  deux  à  V intérieur  ou  toutes 
deux  à  V extérieur  de  cet  angle  dièdre. 

Remarque.  —  Si  l'on  appelle  — >   ^7  les  courbures    normales 
relatives  à  deux  déplacements  rectangulaires,  on  a 


1          cos2cî        sm2cp               1          si  11  -  -^        cnsJo 

R„  "Ri           R2   '         R'„         Ri           R2    ' 

11               9       .    ,     j '   1            1    ^        eus1  g        sin*cp 

Or, 

R*   K;,  -Cn!"V°m  VUf    '    YL\)    '    R,R,    '    R,RS 

sin^Y  -+-  COSv«p  =1      -  •>.  sin'-o  ros'-'co; 

donc 

r„  r;,       \  R?       R? 


si  II  -  ti  Cns-  ce 


RiRs 


K,R, 


S I  II  -  Ci  C  (  1  -  -  ' 


1       I 

r7  rU 


R,  Ro 


'  R R~ 


ou,  en  tenant  compte  du  résultai  précédent, 


R,R,       r„r;,      T./r,/ 
d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  produit  des  courbures  normales  de  deux 

lignes  qui  se  coupent  à    angle  droit  sur    la  surface,    en    un 
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point  M,  augmenté  du  produit  de  leu  rs  torsions  géodésiq  ues,  est 
constant  et  égal  au  produit  'I<'s  courbures  principales  de  la 
surface  en  ce  point . 

Il  v  ;i  souvenl  avantage  à  définir  autrement  la  torsion  géodé- 
sique  ('):  soient  en  effet  K„,  K',  les  centres  de  courbure  normale 
en  M  el  en  M  :  Rrt,  RJ,  les  rayons  de  courbure  normale  en  ces  deux 
points;  calculons  l'angle  s  sous  lequel  se  coupent  les  deux  sphères 
qui  ont  pour  centres  k„,  K,',,  pour  rayons  Pi„,  R,',  ;  on  a  évidemment 


K„  K'„  =  R2   -+■   R'n    —  a  R»  R'h  cosei 


K„  K'„  =  (R'„  -  R„  )*  ■+-  4  R«  K  si"2  -  ; 
on  en  conclut,  en  ne  conservant  que  les  parties  principales. 


,_  K„K'n—  dRf, 
RÂ 

Or  les  coordonnées  du  point  k„  se  déduisent  de  celles  du  point  M 
par  les  formules 

ce  -+-  XRre,        y  -h  [J.R,,.        s  -+-  v  R„  „■ 
on  a  donc 

K„  K'n  =  ( dx  -+-  X  (lRn  -+-  R„  c/X  )- 

-+-  ( r/»-  -+-  fjt  </R„  +  R„  c?jjt)2  ■+■  (dz  -+-  y  dR„  H-  R„  dv  )« 
=  rf/2  +  r/R2  h-  R2  (dk*  -4-  ^;jl2  -h  rfv2)  -h  i  Rn(dx  d\  -+-  dy  dp  -+-  dz  c?v). 

appliquons  les  formules  de  réduction  (A)  il  vient 


dl* 


ou 


— —  =  cos-o  sin-o 
al* 


m  fin 


i          cos2cp        sin2cp          2    /cos2co 

sm2  o 

Rf,    '      R?           RI         R*  \    R. 

R2 

cos2o        «in2cç        /cos2ç        sin2cpy2 

R?           R?        '     Ri           R2   ) 

QS?(ïïf4-Rl-R1k)  =  (RT_RT 

)   sin 

^7=  lïï7-Rjs,nt?C0^ 


(')  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  juillet  1897,  t.  XXI,  2e  série. 
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On  en  conclu!  le  théorème  suivant  : 

I  in  m;  i:\ii;.  —  L  anale  de  torsion  géodésique  dy  un  arc  infini- 
ment petit  MM'  est  équivalent  à  l'angle  sous  lequel  se  coupent 
les  deux  sphères  a  et  t  qui  ont  pour  grands  cercles  les  cercles 
oscillateurs  des  deux  sections  normales  tangentes  en  M  et  en  M'. 

Pour  compléter  l'ensemble  des  formules  qui  sont  d'un  emploi 
constant  dans  l'étude  des  lignes  tracées  sur  une  surface,  calculons 
encore  la  variation  de  l'angle  H  qui  intervient  dans  la  définition 
des  cQurbures  relatives  et  dans  le  théorème  de  Meusnier  ;  le  cosi- 
nus de  cet  angle  est  donné  par  la  formule 

cosO  =  Xa'-+-  [*P'-t-  vy'; 
diflerentions 

—  sin  0  d%  =  a'  dl  -+-  3'  d\±  -+-  y'  rfv  +  (  A  c?a'-+-  ;jl  d$'  -h  v  rfy'  ) 

OU 

—  sin  0  <:/6  =  a'  c/>,  -+-  3'  d\x  -+-  y'  dv  —  (Àa"-f-  [Ji3"-f-  vy")  rfx. 

Appliquons  maintenant  les  formules  de  réduction  (A)  et  divi- 
sons par  sin6, 


d<)  =  sin  o  cos  œ  ( —  )  <-//  -+-  dx 

■  \  K  -,         K , 

OU 

(8)  rffJ  =  (f:,^(/:. 

relation  très  importante  sur  laquelle  nous  aurons  à  revenir  ('). 

77.  Résumé.  —  Les  résultats  obtenus  dans  ce  Chapitre  et  dans 
le  précédent  suffisent  pour  les  questions  qu'on  peut  avoir  à  traiter 
dans  une  théorie  élémentaire  des  lignes  tracées  sur  une  surlace 
donnée.  Nous  les  rassemblerons  dans  le  Tableau  suivant  : 

i"  Courbure  normale.  Courbure  géodésique  : 

i  cosO  i  sin')  (  cos2o        sin?ç> 


(i)  Pour  que  d^~dx,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  la  formule  (8).  que  le  déplace- 
ment ait  lieu  suivant  une  direction  principale.  Cet  important  théorème  est  dû  à 
Lancret. 
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2°  Torsion  géodésique  : 

TV==-rf=:(R;-Ri;s,n5?C0S?; 

3°  Vngle  de  deux  normales  infiniment  voisines: 

(nn')s 


cos-p        sm-< 


dl* 


R*  R| 

4°  Plus  courte  distance  de  deux  normales  infiniment  voisines 

d/*  /   . 


NN' 


R,        R, 


sincpcos<p=  HNN7"' 


5°  Goefficienl  de  distribution  des  plans  tangents  pour  la  surface 
des  normales  : 


NN' 


(>"  Variation  de  l'angrle  h 


cosJy        snr-'o  , 

.   R?     +     RI     I     *' 


rf6  =  dz  +  d~„. 


Application.  —  Soient  S  la  sphère  osculatrice  an  point  M, 
/■  son  rayon,  8  l'angle  sous  lequel  cette  sphère  coupe  la  surface; 
on  a,  en  choisissant  convenablement  le  sens  de  la  tangente, 


8  =  0-+-  arc  tan< 


/'==T777J; 


d'où,  en  différen liant,  tenant  compte  de  la  formule  (8)  el  réduisant, 
d0  =  dx, 


dl   Rdr 
T   7dï\ 


Or,  cjuand  on  passe  du  point  M  au  point  M',  drzg mesure  l'angle 
des  deux  sphères  cr  et  a-';  d'autre  part,  le  dernier  terme  est  égal  à 
l'angle  de  torsion  sphérique  (p.  190),  angle  sous  lequel  se  coupent 
les  deux  sphères  osculatrices  1"  et  S';  on  a  donc 


(9) 


de 


a,  <r  1, 


formule  remarquable  et  qui  peut  souvent  remplacer  avec  avantage 
la  formule  (8). 
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CHAPITRE  XVII. 

SYSTÈMES  CONJUGUÉS.  -     LIGNES  ASYMPTOTIQUES. 
LIGNES  DE  COURBURE. 


Coordonnées    curvilignes;    systèmes    conjugués.  —   Lignes 
asymptotiques;  application   aux  surfaces  de  révolution, 

aux  surfaces  réglées.  llgne  de  courbure;  théorème 

de   Joachimstahl;   SURFACE   A  LIGNES   DE   COURBURES   PLANES. 

—  Système  triplement  orthogonaux;  théorème  de  Dupin. 

—  Calcul    des    courbures    principales    en    coordonnées 
curvilignes. 

78.  Supposons  les  coordonnées  d'un  point  mobile  M  exprimées, 
en  fonction  de  deux  variables  indépendantes  //,  r.  par  trois  équa- 
tions de  la  forme 

(i)  a?  =  /(«,  t>),        y  =  <f(u,  v),         s  =  ty(u,  v). 

Si  l'un  au  moins  des  trois  déterminants  fonctionnels 

D(/.  cpi        D(ç>.  •!»)        D(6./) 
D(u.  v)'      l>i  ii.  v  )'      Di  u.  r)  ' 

le  premier  par  exemple,  n'est  pas  identiquement  nul,  les  deux 
premières  équations  (  i  )  définissent  //  et  v  comme  fonctions  impli- 
cites de  x  et  dey  et  si  l'on  substituait  ces  fonctions  à  x  et  y  dans 
la  dernière,  elle  prendrait  la  forme  ;  =  F(x,y).  Le  point  AI  décril 
donc  une  surface  S  de  la  nature  la  plus  générale;  à  chaque  sys- 
tème de  valeurs  de  («,  e)  correspond  un  point  de  cette  surface; 
inversement  à  tout  système  de  valeurs  de  x  et  dey,  c'est-à-dire  à 
tout  point  AJ  de  la  surface,  correspondent  des  valeurs  déterminées 
de  u  et  de  v}  qui  sont  ce  qu'on  appelle  les  coordonnées  curvi- 
lignes du  point  M. 
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Si  l'on  se  donne  une  relation  constante  entre  les  coordonnées 
//.  e,  les  coordonnées  #,  y,  z  deviennent,  d'après  les  équations  (i), 
des  (onctions  d'un  seul  paramètre  ;  le  point  M  décrit  donc  une 
courbe  déterminée,  située  sur  la  surface  S.  Si  en  particulier  on 
considère  l'équation  u  =  a  elle  définit  la  courbe 

x-f(a.v).         y  =  o{  «,*'),  z  =  <l(a,v). 

De  même  l'équation  v  —  b  définit  la  courbe 

x—f(u,b),        y  =  v(u,b),         z  =  <l(u,b), 

ces  deux  courbes  se  coupent  sur  la  surface  au  point  dont  les  coor- 
données curvilignes  sont  u  =  a,  v  =  b]  si  l'on  donne  aux  cons- 
tantes a,  b  toutes  les  valeurs  possibles  on  obtient  un  double  système 

de  courbes 

u  =  const.,         v  =  const., 

qui  forment  sur  la  surface  le  réseau  des   lignes  coordonnées. 
Soit  par  exemple  la  surface  représentée  par  les  équations 

x=ucosç,        ^  =  «t  sin  t>,         z  =  ty(u). 

Les  lignes  a  =  a  sont  des  cercles  ayant  pour  équations  carté- 
siennes 

.r2-4-  y'1  =  a-,         z  =  tyia), 

ces  cercles   ont  pour  axe  OZ;    la  surface   est  donc  de  révolution 

autour  de  OZ  ;  les  lignes  v  =  b  sont  les  intersections  de  la  surface 

par  les  plans 

x  sin  b  — y  ces  b  =  o, 

qui  passent  par  l'axe  de  ;  ;  ce  sont    les  méridiens  de   la  surface, 
les  lignes  u  =  const.  sont  les  parallèles. 
On  verrait  de  même  que  les   équations 

x  —  UCOSP,  y=USiïlV,  z  —  ty(v), 

définissentle  conoïde  droit  le  plus  général,  ayant  pour  directrice  OZ; 
les  lignes  v  =  const.  sont  les  génératrices  rectilignes  paral- 
lèles au  plan  des  x,  y\  quant  aux  lignes  u  —  const.,  chacune 
d'elles  est  le  lieu  des  points  de  la  surface  qui  demeurent  à  une  dis- 
tance donnée  de  l'axe  OZ;  ce  sont  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  rectilignes. 
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Remarque,  —  Si  au  lieu  des  coordonnées  cartésiennes  on  em- 
ployait des  coordonnées  ponctuelles  homogènes  ou  tétraédriques 
x,  y,  s,  /,    on  aurait,  au  lieu  des  trois  fonctions   /",  o,  «L,  quatre 

fonctions 

j'(u.v).      <p(u,v),      '\)(U.V).     ts{u,v), 

auxquelles  ces  coordonnées  seraient  assujetties  à   rester  propor- 
tionnelles. 

Coordonnées  tan  g  entre  lies.  —  Soit 

AX^-BY+GZ  +  HT  =  o 

l'équation  générale  des  plans  tangents  à  la  surface  donnée.  Si  Ton 
écrit  qu'un  point  M(m,  c)  est  situé  dans  ce  plan,  ou  a 

A/ -+-  B <f '-+-  C<î>  ■+-  ïïw  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  ce  plan  passe  par  le  point  infiniment 
voisin  M'  dont  les  coordonnées  sont 

,       df  df  d®    .  ào 

f-\--^-du-i — —  dv.      es  -\ du  h '-  dv 

ou  dv  '        ou  ov 

il  vient,  en  tenant  compte  de  la  relation  précédente, 

A-L+B-^-h-C-^  +  H  —    du  4-(A-r--t-B-rî--4-C-rî--+-H  —  )dv  =  o. 
du  du  ou  du]  \     ov  ov  ov  dv  J 

Ces  conditions  seront  satisfaites  quelle  (pie  soit  la  direction  du 
déplacement  MM'  si  l'on  prend  pour  A,  l>,  C,  \\  les  valeurs  déter- 
minées par  les  équations 

/   A.r     +Br     +Cc     +Ht      =o, 

\     v  ax        d  °y        rdz  ii  of 

1  A i-B-  +  C- h  H  —  =  <>. 

(2)  <       ou  ou  au  ou 

f   A f-B-f h  C h  H  —  =  o. 

\        OV  OV  ov  ov 

Ces  équations  permettent  de  calculer  A,  B,  C,  H,  c'est-à-dire  les 
coordonnées  homogènes  du  plan  langent  quand  on  connaît  les 
coordonnées  homogènes  du  point  de  contact.  On  peut  obtenir  de 
même  trois  équations  permettant  de  calculer  les  coordonnées 
homogènes  du  point  M  quand  on  connaît  les  coordonnées  tangen- 
tielles  A,  B,  C,  M.  Dérivons  en  effet  la  première  des  identités  (2) 


,\      +yB     -hzC     -ht\i 

—  °j 

,i\          oV>          dC         oli 

x \-  y  — ■  -+-  z.-. \-  t  — 

Ou            Ou            Ou           Ov 

=  o, 

g>a        on        oc       ou 

x- h  V h  z -  t-— 

àv       *    dv           dv           dv 

=  o. 
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par  rapporta  //  en  tenant  compte  de  la  seconde,  puis  par  rapport 
à  v  en  tenant  compte  de  la  troisième,  et  nous  obtenons  immédia- 
tement les  formules 


i  i) 


Nous  n'aurons  besoin  pour  le  moment  que  des  définitions  qui 
précèdent  et  c'est  plus  tard  que  nous  aborderons  avec  quelque 
détail  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes;  nous  mentionnerons 
seulement  ici  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coor- 
données, soit  ponctuelles,  soit  tangentielles,  pour  que  les  lignes 
coordonnées  «  =  const.,  v  =  const.  forment  sur  la  surface 
un  système  conjugué,  c'est-à-dire  soient  tangentes  en  chaque 
point  M  à  des  directions  conjuguées.  Cette  condition  est  qu'on 
ait  (§70) 

0\  Ox        <>B  Oy        dC  Oz        OU  Ot 


(4) 


Ou   Ov     '    Ou  Ov         Ou  Ov        ou    Ov 


=  o. 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

o\  ox       OB  Oy       dC  Oz        OH   ot 
Ov   du        dv   du        Ov    du        ov    ou 

Mais  on  peut  encore  l'exprimer  sous  une  autre  forme.  Dérivons 
en  effet  la  seconde  des  équations  (2)  par  rapport  à  ç  en  tenant 
compte  de  L'équation  (5),  il  vient 

.     OKr  O*  y  o»2  3  OU 

t  (1  1  A (-  B  — ; V-  C 1-  II =  o. 

<m  Ov  du  Ov  'la  Ov  Ou  Ov 

et,  de  même,  en  dérivant  la  seconde  des  équations  (3)  par  rapport 
à  p,  et  tenant  compte  de  l'équation  (4) 

d*A  d*-B  d*C  d*H 

1  -  )  x h  y h  z h  t =  o. 

du  ov  Ou  Ov  ou  Ov         Ou  Ov 

Si  nous  éliminons  A,  li,  C,  H  entre  les  équations  (2)  et  ((>),  et 
.r,jKi  s,  t  entre  les  équations  (3)  et  (5),  nous  avons  enfin  les  équa- 
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X 

y 

z 

t 

A 

B 

G 

1! 

dx 

ày 

dz 

dl 

d\ 

dB 

àG 

d\\ 

du 

du 

du 

du 

du 

du 

du 

du 

dx 

ày 

dz 

àt 

—  (1. 

d\ 

dB 

dC 

d\\ 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dix 

du  dv 

d1  z 

d*t 

d*\ 

d*-B 

d"-  G 

d^H 

du  dv 

du  dv 

du  <)v 

du  dv 

du  dv 

du  dv 

du  dv 

qui  expriment,  l'une  en  coordonnées  ponctuelles,  l'autre  en 
coordonnées  tangentielles,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  lignes  u  =  const.,  v=  const.  forment  sur  la  surface 
un  système  conjugué  (  '  ). 

79.  Lignes  asymptotiques.  —  On  appelle  ligne  asymtotique 
une  ligne  qui  est  en  chacun  de  ses  points  tangente  à  une  asymp- 
tote de  l'indicatrice.  Nous  avons  vu  qu'une  direction  asymptotique 
est  caractérisée  par  ce  fait  que  la  section  normale  correspondante 
a  un  rayon  de  courbure  infini;  on  peut  donc  définir  une  ligne 
asymptotique  comme  une  ligne  dont  la  courbure  normale  est 
nulle  en  chaque   point;   cette    courbure  normale  étant  d'ailleurs 


égale,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  à 


cos  6 


il  faut  et  il  suffit. 


pour  qu'une  ligne  soit  asymptotique,  ou  qu'elle  se  réduise  à  une 
droite  (7-  =  o)>  ou  que  le  plan  tangent  à  la  surface  lui  soit  oscula- 

teur,  condition  qui  d'ailleurs  serait  toujours  remplie  si —  était  cons- 
tamment nulle.  En  définitive,  on  peut  définir  une  ligne  asympto- 
tique par  l'une  des  conditions  suivantes  : 

Etre  tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une  asymptote  de 
V  indicatrice; 

Avoir  en  chaque  point  une  courbure  normale  égale  à.  o; 

Avoir  pour  plan  oscillateur  en  chaque  point  le  plan  tangent 
à  la  surface. 


(')  Pour  les  conséquences  très  intéressantes  qu'on  déduit  des  formules  (8)  et 
dont  le  développement  nous  entraînerait  trop  loin,  nous  renverrons  aux  Leçons 
de  M.  Darboux,  Sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  t.  I,  Livre  II,  Chap.  I  et  II. 
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Remarquons  que  cette  dernière  définition  est  essentiellement 
projective  ;  si  l'on  soumet  la  surface  aune  transformation  liomo- 
graphique  ou  dualistique,  les  lignes  asymptotiques  se  transforment 
dans  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  transformée;  celle 
remarque  s'applique  d'ailleurs  à  tous  les  systèmes  de  directions 
conjuguées. 

Equation  des  lignes  asymptotiques.  —  L'équation  des  lignes 
asymptotiques  en  coordonnées  homogènes  est  évidemment  (§  71) 

(  9  »  d\  dx  -+-  dB  dy  -4-  dQ  dz  -h  dtt  dt  =  o. 

En  éliminant  ^  et  dz  entre  cette  équation,  celle  de  la  surface 
et  celle  qu'on  déduit  de  cette  dernière  par  la  différentiation,  on 
aurait  une  équation  quadratique  en  dx,  dy,  dt  qui  serait  l'équa- 
tion diflérentielle  des  lignes  asymptotiques  projetées  sur  le  plan 
des  x,  y\  en  coordonnées  cartésiennes  cette  équation  serait  de  la 

forme 

M  dx-  -t-  ■?.  i\  dx  dy  -+-  P  dy'2  =  o. 

Elle  se  décompose  en  deux  équations  du  premier  ordre  fournis- 
sant les  deux  systèmes  de  lignes  asymptotiques  de  la  surface. 
Si  l'on  considère  par  exemple  l'hyperboloïde 


x1         y  z 

a-         b2         c2 


on  a  dans  ce  cas  particulier 


a2  b2  c2 


et  l'équation  des  lignes  asymptotiques  est  alors 
dx2        dy2        dz2 


O1  c2 


ou,  en  éliminant  c  et  dz, 

dx        dy\~     I dx2      dy'\  I x'      y2 


a2        J   b'2  I         \  a2      '      b2   J  \a2    '     b2 
Cette  équation,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

( x  dy  —  xy  dx)2  =  a2  dy2  -+-  b2  dx2, 
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est  une  équation  de  Clairaut;  en  l'intégrant  <m  obtient  un  double 
système  de  droites  dont  l'enveloppe,  qui  correspond  à  la  solution 
singulière,  est  l'ellipse  de  gorge. 

Courbure  d'une  ligne  asymptotique .  —  Lorsque  l'équation 
de  la  surface  est  mise  sous  la  forme  z-=f(xy),  l'équation  des 
lignes  asymptotiques  est 

/•  dx-  -+-  2  S  dx  dy  -t-  t  dy-  =  o. 
Le  théorème  de  Meusnier  qui  se  traduit  par  la  formule 
HcosO  =ra,_f.2iap_l_tp,i 

est  alors  en  défaut  ;  le  second  membre  étant  nul  à. cause  de  l'équa- 
tion précédente,  le  premier  parce  que  8  =  -  .   On  remarquera  que 

la  courbure  propre  d'une  ligne  asymptotique  est  égale  à  sa  cour- 
bure géodésique;  or  nous  verrons  plus  tard  comment  on  obtient  la 
courbure  géodésique  d'une  ligne  q uelcoiique  en  coordonnées  cur- 
vilignes, ce  qui  nous  permettra  de  calculer  —  •  On  peut   (Tailleurs  y 

parvenir  en  dérivant,  par  rapport  à  l'arc  de  la  ligne  asymptotique, 
l'équation 


r  a-  -+-  1  s  a;j  -+-  t  i-  =  o. 

On  a,  en  effet,  ainsi 

|  [  r«a'+  *( «?'+  B«'  )  +  t  83']  +  a'  ^  H-  2«B  ^  +  p 

dt 
dl  "' 

K 

d3z                      d3z                        03z                à3z 
ote3                  Oxioy            '     ox  0yz             Oy3 

=  0 

Détermination    des   lignes   asymptotiques.    —    Quand    une 

droite  est  tout  entière  sur  la  surface,  elle  est  évidemment  une 
ligne  asymptotique;  si  la  surface  est  réglée  on  en  connaît  par  suite 
une  famille  de  lignes  asymptotiques  qui  est  formée  des  généra- 
trices rectilignes.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  question  des 
surfaces  réglées  ;  remarquons  seulement  que  dans  le  cas  des  surfaces 
développables  les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  se  con- 
fondent avec  les  génératrices. 


CHAPITRE    XVII.    —    SYSTÈMES    CONJUGUÉS.    LIGNES    ASYMPTOTIQl  ES.         273 

Cherchons,  comme  première   application,  les  lignes  asvmpto- 
tiques  de  la  surface  de  révolution  définie  par  les  équations 

x  =  ucosv,        y  =  usinv,         z  =  'b(u). 

Nous  avons  ici  [équations  (2)] 

A  cos  v  -+-  B  sin  v  -4-  C  <]/  <  u  )  =  o. 
—  A  sint>  -+-  B  cosp  =  o, 

et  nous  pouvons  prendre 

A  =  cose.         B  =  sin  c.  G  =  —  —. ==  f(  u  ). 

y(u)       -' 

Nous  avons  alors,  pour  l'équation  des  lignes  asympto  tiques, 

—  s\nv(du  C03i>  —  u  sint>  dv)  dv. 

-+-  cosv(  du  sin  v  -+-  u  cost>  dv  )  dv  -+-  <b'  (  u  ')f'(u)  du*  =  o, 

ou,  en  ordonnant, 

u  dv* -+-  ty'(u  )f'(  u  )  du*  =  0. 

On  a  donc  les  équations  finies  des  deux  systèmes  de  lignes  asymp- 
totiques  par  une  quadrature 


dv  =  du  y 


u  J  (  u  I 
Sur/aces  réglées.  —  Soit  encore  le  système  d'équations 

(il)  x  =  au  -+-  h.         y  =  bu  -+-  k,         z  =  u, 

qui  définit  la  surface  réglée  générale  lorsque  a,  6,  h,k  sont  des 
fonctions  de  v\  les  génératrices  reetilignes  étant  ici  les  courbes 
p  =  const.,  on  a  : 

'  dx  =  (  à  u  -+-  A'  )  a?p  H-  a  </// . 
(12)  dy  =  (  6' u  -+-  /. '  )  tft>  -h  b  du, 

dz  =  </V<. 

On  peut  toujours,  d'après  les  équations  (2),  prendre  A,  B,  C 
égaux  ou  proportionnels  aux  déterminants 

D(u.  t>  1  '      D(  //.  v  1  '      D(  u,  v ) 
D.  18 
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Nous  avons  alors,  en  vertu  dos  équations  (  10)  et  (i  i), 

A  =  (>'  h      /  '.         B  =  —  (a'u  -4-  h'  ).         G  =  (6a'—  ab1  )  u  -t-  bh'  —  ak', 

d\  =       (  b" u  -+-  Â-")  c/c  -i-  b'  du. 

dB  =  —  (  «"  «  -j-  A"  )  <^  —  a'  rfu . 

dC  =  [(  6a"—  «6")»  4-  bh"  —  ak"  -r-  b'  h'  —  a'  k'  \  dv  -+-  (ba'—  ab')  du. 

Si  l'on  forme  la  combinaison  o?A  ofa;  -h  rfBofy  -h  dCch  on  cons- 
tate d'abord  que  le  coefficient  du  terme  en  du'2  est  nul;  l'équation 
est  donc  divisible  par  dv  et  les  génératrices  rectilignes  donnent  le 
premier  système  de  lignes  asympto tiques,  résultat  évident  a 
priori.  En  second  lieu,  le  terme  en  dudv  a  pour  coefficient 

a(b"u  -+■  k")  —  b{a" u  -+-  h"  )  -4-  (a'u  -t-  h')b'-t-  u(a"b  —  b" a) 
—  (b'u ■+■  k' ) a'  ■+-  bh"—  ak" -f-  b' h'—  a' k' 

el  se  réduit  à  une  fonction  de  e,  les  termes  en  u  se  détruisant. 

Enfin  le  coefficient  dv-  est  évidemment  un  trinôme  du  second 
degré  en  u  ayant  pour  coefficient  des  fonctions  de  r,  et  l'équation 
des  lignes  asymptotiques,  débarrassée  du  facteur  dv,  est  en  défini- 
tive de  la  forme 

-£  =  Mtt2-+-2N«  -+-  P, 

dv 

M,  N,  P  étant  des  fonctions  de  e.  G  est  une  équation  de  Riccali. 

Le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  particulières  quel- 
conques est  constant  ;  or  L'équation  3  =  u  montre  que  la  différence 
de  deux  valeurs  de  u  est  la  projection  sur  O3  du  segment  de  géné- 
ratrice rectiligne  compris  entre  les  deux  lignes  asymptotiques  cor- 
respondantes; on  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Quatre  lignes  asymptotiques  fixes  d? une  sur- 
face réglée  quelconque  coupent  chacune  des  génératrices  en 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 

En  d'autres  termes  :  les  génératrices  rectilignes  sont  divisées 
homo graphiquement  par  la  seconde  famine  de  lignes  asymp- 
totiques. 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  de  la  surface  gauche 
engendrée  par  les  normales  principales  d'une  ligne  à  double  cour- 
bure. Une  pareille  ligne  (C)  est  évidemment  une  ligne  asympto- 
tique  el  fournit  par  conséquent  une  solution  particulière  de  I  équa- 
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lion  de  Èliccati  ;  celle-ci  pourra  donc,  dans  le  cas  actuel,  être 
réduite  à  une  équation  linéaire  et  s'intégrer  par  deux  quadratures. 
Rappelons  à  cette  occasion  la  proposition  suivante,  déduite 
(première  Partie.  §  36)  de  ce  fait,  que  les  lignes  asymptotiques 
d'une  quadrique  sont  données  par  les  deux  systèmes  de  généra- 
trices rectilignes  : 

Théorème.  —  Les  normales  principales  d'une  ligne  à  double 
courbure  ne  peinent  jamais  rencontrer  trois  droites  fixes 
(Bertrand). 

80.  Lignes  de  courbure.  —  On  appelle  ligne  de  courbure 
dune  surface  une  ligne  qui  est  tangente  en  cliacun  de  ses  points 
à  l'une  des  tangentes  principales,  autrement  dit  à  l'un  des  axes  de 
l'indicatrice.  Par  chaque  point  M  de  la  surface  passent  deux  lignes 
île  courbure,  toujours  réelles,  se  coupant  à  angle  droit  et  conju- 
guées; en  d'autres  termes,  il  existe  sur  toute  surface  un  système 
conjugué  et  un  seul  formé  de  deux  familles  de  lignes  orthogonales; 
c'est  le  système  des  lignes  de  courbure.  Nous  conviendrons  d'ap- 
peler l'une  quelconque  de  ces  lignes  ligne  de  première  ou  de 
seconde  courbure ,  suivant  qu'elle  sera  tangente  à  la  section  prin- 
cipale de  courbure  ,.--  ou  à  la  section  principale   de   courbure  —  • 

1  >M  ri  2 

V  toute  propriété  caractéristique  des  directions  principales  cor- 
respond une  forme  particulière  qu'on  peut  donner  à  la  définition 
des  lignes  de  courbure;  on  peut  les  définir  par  exemple  de  la 
manière  suivante  : 

Une  ligne  de  courbure  est  une  ligne  dont  la  torsion  géodé- 
sique  est  nulle  en  chaque  point;  ou  encore  : 

Une  ligne  de  courbure  est  une  ligne  telle  que  la  sphère  <j 
qui  touche  la  surface  en  un  quelconque  de  ses  points  et  qui 
contient  son  cercle  oscillateur,  soit  constamment  tangente  à  la 
sphère  rr'  infiniment  voisine. 

Remarque.  —  Cette  dernière  définition,  qui  met  en  évidence  le 
théorème  suivant,  nous  fournit  un  exemple  des  avantages  que 
présente  notre  définition  de  la  torsion  géodésique  : 

Théorème.  —  Les  lignes    de    courbure    se   transforment   en 
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lignes  de  courbure  dans  toute  transformation  par  trayons  vec- 
teurs réciproques. 

Nous  avons  vu  aussi  que  la  plus  courte  distance  entre  les  nor- 
males à  la  surface  en  deux  points  infiniment  voisins  d'une  section 
principale  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre  au  moins;  il 
en  résulte  que  les  normales  menées  à  la  surface  en  tous  les  points 
d'une  ligne  de  courbure  forment  une  surface  développable;  d'où 
cette  nouvelle  définition  : 

Une  ligne  de  courbure  est  une  ligne  dont  la  normalie  est 
développable.  —  Nous  avons  appelé  normalie  d'une  ligne  (C) 
située  sur  la  surface  le  lieu  des  normales  à  la  surface  le  long  de 
cette  courbe  (C)  (p.  ia5). 

Supposons  par  exemple  que  la  surface  soit  développable  ;  le 
plan  tangeni  étant  le  même  tout  le  long  dune  même  génératrice, 
la  normalie  correspondante  se  réduit  à  un  plan;  les  génératrices 
forment  donc  un  premier  système  de  lignes  de  courbure  :  le  second 
système  est  formé  par  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  géné- 
ratrices. 

Considérons  une  surface  de  révolution,  la  normalie  d'un  méri- 
dien quelconque  est  encore  un  plan  qui  passe  par  l'axe  de 
révolution;  les  méridiens  forment  donc  un  premier  système  de 
lignes  de  courbure  ;  les  parallèles  de  la  surface,  étant  les  trajec- 
toires orthogonales  des  méridiens,  forment  le  second  système;  la 
normalie  d'un  parallèle  est  un  cône  de  révolution  ayant  son  som- 
met sur  l'axe  de  la  surface. 

On  peut  enfin  donner,  des  lignes  de  courbure,  la  définition  sui- 
vante qui  découle  du  théorème  d'O.  Rodrigues  sur  les  directions 
principales  : 

Une  ligne  de  courbure  est  une  ligne  telle  que  la  projection 
d'un  arc  infiniment  petit  sur  une  direction  fixe  quelconque  soit 
dans  un  rapport  constant  avec  la  variation  du  cosinus  de 
l'angle  que  fait  cette  direction  fixe  avec  la  normale  à  la  sur- 
face quand  on  passe  du  point  M  au  point  M'. 

On  sait  d'ailleurs  que  ce  rapport  est  égal,  au  signe  près,  au 
rayon  de  courbure  normale  de  la  ligne  considérée. 
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Représentation  sphérique  de  Gauss.  — Considérons  un  point  m 
ayant  pour  coordonnées  les  cosinus  directeurs  X,  [J.,  v  de  la  nor- 
male au  point  M;  ce  point  m,  lorsque  M  décrit  sur  la  surface  une 
ligne  quelconque  (C),  décrit  sur  la  sphère  de  rayon  i,  ayant  le 
point  O  pour  centre,  une  courbe  (c)  qui  fournit  la  représentation 
spliérique  de  (C).  La  surface  et  la  sphère  se  correspondent  ainsi, 
point  par  point,  de  telle  sorte  que  les  normales  et,  par  suite,  les 
plans  tangents,  en  deux  points  correspondants,  soient  parallèles 
(Gauss,   Disquisitiones,  §  1). 

Les  plans  tangents  en  deux  points  M,  M'  infiniment  voisins  étant 
respectivement  parallèles  aux  plans  tangents  à  la  sphère  en  m  et  /??', 


90. 


les  caractéristiques  des  plans  tangents  en  M  et  m  sont  paral- 
lèles, on  en  conclut  que  :  tout  déplacement  sur  la  surface  est 
représenté  sur  la  sphère  par  un  déplacement  perpendiculaire 
à  son  conjugué. 

On  en  déduit  que  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure 
forment  sur  la  surface  un  système  conjugué  représenté  sphéri- 
quement  par  deux  familles  de  courbes  orthogonales  et  récipro- 
quement. 

Supposons  en  particulier  que  le  déplacement  MM'  ait  lieu  sui- 
vant une  ligne  de  courbure,  nous  pouvons,  d'après  l'une  des  défi- 
nitions que  nous  avons  données  d'une  telle  ligne,  considérer  les 
normales  en  M  et  M'  comme  se  coupant  au  centre  de  courbure  C  ; 
en  d'autres  termes,  nous  pouvons  remplacer  la  normale  en  M' 
par  la  droite  CM'  {Jig.  90).  Le  triangle  CMM'  doit  alors  être 
considéré  comme  isoscèle,  ses  côtés  CM,  CM'  ayant  des  valeurs 
finies  infiniment  voisines  du  rayon  de  courbure  normale  R,  par 
exemple.  Les  deux  triangles  O/nm',  CMM'  sont  donc  semblables 
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arc  MM' 

arc  mm' 

CM 

=  Om 

R 
1 

Mais  ces  deux  arcs  sont  proportionnels  à  leur  projection  sur 
une  droite  fixe  quelconque  et  l'égalité  précédente  met  en  évidence 
le  tliéorème  d'Olinde  Rodrigues. 

Théorème  de  Joachimsthal.  —  Nous  avons  démontré,  pour 
une  ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface  S,  l'égalité 

</e  =rfî  +  chg. 

Supposons  que  cette  ligne  soit  l'intersection  de  S  avec  une  autre 

surface  S,  ;  sa  normale  principale  fait,  avec  la  normale  à  S,,  un 

angle  9,  ;  son  angle  de  torsion  géodésiquea,  relativement  à  S,,  une 

valeur  chig  et  l'on  a 

rfet=  rfx+  dxig\ 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre, 

rf(8t—  0)  =  dxXg—  dx^ 

L'angle  9,  — 9  est  celui  sous  lequel  les  deux  surfaces  se  coupent 
au  point  M;  d'après  cette  égalité,  si  deux  des  quantités  d(^K  —  9), 
chg,  dx\g  sont  nulles,  la  troisième  l'est  nécessairement  ;  on  en 
conclut  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème.  —  Lorsque  la  ligne  d  intersection  de  deux  sur- 
faces est  une  ligne  de  courbure  de  l'une  et  de  Vautre,  ces  deux 
surfaces  se  coupent  tout  le  long  de  cette  ligne  sous  un  angle 
constant. 

Théorème.  —  Lorsque  deux  surfaces  se  coupent  sous  un 
cingle  constant,  si  la  ligne  commune  est  une  ligne  de  courbure 
de  l'Une,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure  de  Vautre. 

D'où,  en  remarquant  que  toute  ligne  tracée  sur  un  plan  ou  sur 
une  sphère  est  une  ligne  de  courbure  de  ce  plan  <>u  <l<-  cette 
sphère  : 

Théorème.  —  Lorsqu une  ligne  de  courbure  d' une  surface 
est  plane  (ou  sphérique),   le  plan  (ou  la  sphère)  coupe  la  sur- 
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face  sous  un  angle  constant  et,  réciproquement,  si  un  plan 
[on  une  sphère)  coupe  une  surface  sous  un  angle  constant, 
la  section  est  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Supposons  que  cette  ligne  de  courbure  soit  plane,  la  normale  à 
la  surface  fera  un  angle  constant  avec  la  perpendiculaire  au  plan 
de  cette  ligne.  Elle  sera  donc  représentée  sphériquement  par  un 
point  ni  situé  à  une  dislance  constante  d'un  certain  point  de  la 
sphère;  en  d'autres  termes,  toute  ligne  de  courbure  plane  a 
pour  représentation  sphérique  un  cercle. 

Si  toutes  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  planes,  elles 
sont  représentées  sphériquement  par  deux  systèmes  de  cercles 
orthogonaux.  On  sait  (')  que  si  deux  familles  de  cercles  orthogo- 
naux situés  sur  une  sphère  forment  un  système  orthogonal, 
les  plans  des  cercles  de  chacune  d'elles  passent  par  une  même 
droite  et  que  les  deux  droites  ainsi  définies  sont  conjuguées  par 
par  rapport  à  la  sphère  ;  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème.  —  Lorsque  toutes  les  lignes  de  courbure  d'une 
surface  sont  des  courbes  planes  : 

i"  Les  plans  des  lignes  de  première  courbure  sont  parallèles 
à  une  même  droite  D,  ; 

a"  Les  plans  des  lignes  de  seconde  courbure  sont  parallèles 
à  une  même  droite  D2,  perpendiculaire  à  D,. 

Surfaces  moulures.  —  Considérons  par  exemple  les  surfaces 
moulures  de  Monge.  On  nomme  ainsi  une  surface  dont  les  lignes 
de  première  courbure  sont  planes  et  situées  dans  des  plans  paral- 
lèles. Si  l'on  suppose  ces  plans  parallèles  au  plan  des  x, y,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  des  surfaces  moulures 
est  évidemment,  d'après  le  théorème  de  Joachimsthal, 

p-+q2  =  fi  or). 

Il  est  facile  d'intégrer  cette  équation,  mais  la  solution  géomé- 
trique est  évidente.  Les  lignes  de  première  courbure  qui  sont  en 
même  temps  les  lignes  de  niveau  de  la  surface  sont  représentées 

(')  Pour  la  démonstration   de  ce  théorème,  roi/-  la  note  à  la  fin  du  Chapitre. 
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sur  la  sphère  par  une  famille  de  cercles  parallèles  ayant  pour  pôles 
deux  points  fixes  P,  P';  les  méridiens  correspondants  ou  les  grands 
cercles  passant  par  les  pôles  P  el  P'  représenteront  alors  les  lignes 
de  seconde  courbure  ;  celles-ci  seront  évidemment  des  lignes 
planes  et  situées  dans  des  plans  parallèles  à  la  droite  PP'  ;  on 
obtiendra  donc  la  surface  la  plus  générale  répondant  à  la  question 
en  faisant  rouler  sans  glissement  un  plan  mobile  sur  un  cylindre 
de  forme  quelconque;  une  courbe  quelconque  (C)  du  plan  mobile 
engendrera  une  surface  moulure;  les  positions  successives  de  cette 
courbe  (G)  forment  le  second  système  de  lignes  de  courbure, 
chaque  ligne  du  premier  système  est  la  trajectoire  d'un  point  de  la 
courbe  mobile. 

81.  Équation  des  lignes  de  courbure.  —  Nous  avons  donné 
(§71),  pour  déterminer  les  directions  principales,  les  équations  en 
coordonnées  cartésiennes 


03. 

04  i 


dx     dy     dz 
A        B        G       =  o, 

.  dk   dn   de  i 

dp  (  dy  -+-  q  dz)  —  dq(  dx  -+-  p  dz  )  =  o 


ou 


(i5)    |  pqr  —  (  i  -t- p-  > s  |  dx2 

-4-  [O  -i-  q"-  )r  —  i  i  -^  p'1  \t  |  dx  dy  —  [s(  i    h  q*)  —  pqt]  dy-  —  o. 

Ces  équations  sont  en  même  temps  les  équations  dillérentielles  des 
lignes  de  courbure  ;  si  on  veut  les  obtenir,  par  exemple  en  pro- 
jection sur  le  plan  des  ./ ,  r.  il  suffira  d'éliminer  z  et  dz  entre  l'une 
des  équations  (  i3)  ou  (  1 5),  l'équation  de  la  surface  et  l'équation 
dz  =/>(/./  4-  qdy. 

Considérons  par  exemple  l'ellipsoïde 


.r- 
(i- 


(  )u  peut  prendre  ici 


A  =  ï  . 

rt- 


6* 


11  =  iv 
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ce  qui  donne,  pour  L'équation  des  lignes  de  courbure, 

dx  dy  dz 

x  y  s 

a-  b-  c- 

dx  dy  dz 

~â~ï  ~b~ï  c^ 

Celte  équation  s'intègre  sans  difficulté;  si  l'on  pose 


a- 


7)    = 


6* 


c- 


elle  peut  évidemment  s'écrire  (en  la  multipliant  par  xyz) 

a"-  d\     b-  drt     r2  dZ 

;  *1  C         =  o, 

d\         dr^  dX, 

ou,  en  développant  et  posant 

62_C2=a,        c2— as=B,        a3-r-62=G, 

A  3  rfr,  rfÇ  -+-  B  ï]  rfÇ  rfÇ  -+■  G  Ç  </;  rfï)  =  o  ; 

l'équation  de  l'ellipsoïde  devient  alors 

\  -+-  rt  H-'Ç  =  1  ;         d'où         dÇ  -+-  t/;  -+-  e^  =  o. 

Si  nous  éliminons  Ç  et  rf^  à  laide  de  ces  deux  équations,  celle 
des  lignes  de  courbure  projetées  sur  le  plan  des  x,y  prend  la  forme 

\;P*-  —  <  A. 7)  -f-  B£  —  A  —  B)/>  +  Bt]  =  o. 

/>  désignant  la  dérivée -5  •  On  peut  aussi  l'écrire 

i  A/>  —  Bj  (  r,  — p\)  =(A  +  B)/». 

C'est  une  équation  de  Clairaul.  L'intégrale   générale  est  donc, 
en  appelant  X  une  constante  arbitraire, 


\  fi    h  B  —  -A-b)Ub4  =  o. 
O3  «-  /  o2 


C'est  lin  système  de  coniques  dont    les  axes  sont  dirigés  suivant 
ceux  de  l'ellipsoïde. 

La    solution    singulière   est   donnée    par     l'enveloppe    de     ces 
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coniques;  son  équation  est 

A  T7  +  BK  -  A  -  15)"  =  4  AB  ^v  i 
o2  a-  I  a-  b- 

c  esl  un  système  de  quatre  droites;  or  cette  équation  peut  s'écrire, 
en  remplaçant  A  -+-  B  par  —  G, 

v/Iy  ±  /B-  ±  J=C  =  o. 
b  a 

Nous  reviendrons  plus  tard  (Chap.  XV,  IV  >  sur  la    lliéorie  des 
lignes  de  courbure  des  surfaces  du  deuxième  ordre. 

82.    Systèmes    triplement    orthogonaux.  —    Considérons    trois 
équations  de  la  forme 

(18)  f(x.y,z)  =  u,         <o(x.  y.  z)  =  v.         <l(  x.  y.  z  )  =  ir. 

telles  que  le  déterminant  fonctionnel  r    •     '  '  ^    soit  différent  de  o. 

1  D(x.   y.  z  i 

Si  l'on  donne  à  u ,  c,  w  des  valeurs  constantes,  on  a  trois  surfaces 
déterminées  ;  si  l'on  attribue  à  ces  constantes  des  valeurs  arbitraires 
variant  d'une  manière  continue,  on  obtient  trois  familles  de  sur- 
faces ;  en  un  point  M  quelconque  passe,  évidemment,  une  sur- 
face de  chaque  famille;  en  d'autres  termes,  à  un  système  de  valeurs 
de  a?, y,  s  correspond  un  système  de  valeurs  de  «,  c.  w\  réciproque- 

i      i  -  •  D( /",  o.  (L)  ,  !•«.,  i         i 

ment,  le  déterminant  =r— — ! — jetant  dînèrent  de  o,  les  équations 

D(x,  y,  z  )  ' 

(18)  sont  résolubles  par  rapporta  J'.y,  ;.  et  à  un  système  de  valeurs 
de  it.  r.  <r  correspond  un  point  M  (');  pour  cette  raison  u.  e.  o 
s'appellent  les  coordonnées  curvilignes  du  point  M.  Les  surfaces 
définies  par  les  équations  (18)  prennent  le  nom  de  surfaces  coor- 
données. Si  Ion  prend  x  =  n<  y  =  e.  c  =  ce,  les  surfaces  coordon- 
nées sont  les  trois  familles  de  plans  respectivement  parallèles  aux 
plans  des  r;,  zx  et  xy.  De  même  les  équations 

x  =  u  sinecostc ,        y  =  u  sin  v  sin  w,         s  =  itcosv 
définissent  un  système  de  coordonnées  curvilignes  (coordonnées 


(')  Les  équations  /—  u,  ip  =  v,  <^  =  tv  peuvent  être  vérifiées  par  plusieurs 
systèmes  de  valeurs  de  x.  y,  z,  fonctions  continues  de  //.  v,  w;  à  chacune  de  ces 
solutions  correspond  un   point  M. 
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polaires).  Kilos  sont  résolubles  par  rapport  à  //.  i>,  w 

y 


V r2  ~+~  y~  "^  a  '  ■         »v=arctang— »        v  =  arc  cos 


s/x*-t-y*-t-  -s 


Les  trois  familles  de  surfaces  coordonnées  sont  donc  : 

u  =  const.  des  sphères  concentriques  à  l'origine; 

ir  =  const.  des  plans  passant  par  l'axe  O:  : 

v  =  const.  des  cônes  de  révolution  de  sommet  O  el  d'axe  Oz. 

Lorsque  les  normales  aux  trois  surfaces  qui  passent  en  un  point  M 
forment  un  trièdre  trirectangle,  quel  que  soit  ce  point  M,  on  dit 
que  les  surfaces  coordonnées  forment  un  système  triplement 
orthogonal ;  il  en  est  ainsi  par  exemple  du  système  de  coordonnées 
polaires  que  nous  venons  de  définir. 

Les  conditions  d'orthogonalité  sont,  dans  le  cas  le  plus  général, 
exprimées  par  les  trois  équations 


(M)) 


Une  surface  isolée  S  peut  toujours  être  engagée  dans  un  système 
triplement  orthogonal;  portons  en  effet,  sur  chacune  des  normales 
à  cette  surface,  un  segment  de  longueur  constante  u,  l'extrémité  de 
ce  segment  décrira  une  surface  qui  aura  les  mêmes  normales  que 
la  première;  en  faisant  varier  cette  longueur  u  nous  aurons  une 
famille  de  surfaces  parallèles  à  S.  Si  l'on  associe  à  cette  famille 
les  deux  familles  de  normalies  développables  qui  leur  sont  évidem- 
ment communes  on  aura  un  système  triplement  orthogonal  com- 
prenant la  surface  donnée.  Si,  au  lieu  d'une  surface  isolée  S,  on  se 
donne  une  famille  de  surfaces  dépendant  d'un  paramètre  el  repré- 
sentée par  l'équation  f(x,  y,  s)  =  m,  cette  famille  ne  fait  pas  en 
général  partie  d'un  système  triplement  orthogonal:  il  faut  pour 
qu'il  en  soit  ainsi  que  la  fonction  f(x,y<  z)  satisfasse  à  une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  (O.  BonncU. 
I  ne  famille  de  surfaces  satisfaisant  à  ces  conditions  constitue  ce 
qu'on  appelle  une  famille  de  Lamé. 


àx 

à<\> 
àx 

ào   dty 
à  y  ày 

àf 

àz 

dz  ~ 

o, 

à<\>   àf 
dx  àx 

à<\>  àf 

-+-  -—  -i H 

ày  ày 

àz 

°1- 

àz 

o, 

dx 

e>cp 
àx 

àf  dep 

dy  dy 

°1 

dz 

àz 

0. 
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Théorème  i>k  Dupin.  —  Prenons  pour  origine  un  point  M 
quelconque  el  pour  axes  des  r,  des  y  et  des  z,  les  normales  aux 
trois  surfaces /=  //,  a  =  v,  &  =  w.  Nous  aurons,  en  ce  point  M, 


-  7e  O. 
dx 

àf 

ày 

dz 

dy       cto 

y) 

•ri          Ô'I 
dj         dx 

à<l 
dz 

Ceci  posé,   dérivons   par  rapport  à  .r,  r,  z   respectivement  les 
équations  (19);  en  tenant  compte  de  ces  conditions  nous  obtenons 

ainsi 

dco     <J- 'l  à<\>  à-o 

ày  dx  ây        dz  dx  dz 

dty     à\f  _  àf  d»& 

dz  dy  dz  dx  dx  dy 

df     à^   +  ^  à*f    =Q 

dx  dx  dz  dy  dy  dx 

ou  plus  simplement 

à*f  &ta  d2«L 


1  20  ) 


dy  dz  ox  dz  àxdy 


Or  on  a,  en  employant  les  notations  ordinaires,  pour  la  sur- 
face 'l  =  u\  sur  laquelle  ;  serait  considéré  comme  fonction 
de  x,  r. 


dx 

-l'-z 

=  <>. 

ày 

à'I 

*Tz 

=  0. 

d* 

^-1 

d«i} 

ds 

!4> 

-pq 

à-^l 

dz*  ~ 

-s'A 

Oz 

=  0  ; 

dx 

dx  dz 

Par 

dz 

cette    identité    se    réduit,    à     l'origine,    en    vertu    des    relations 


à^ 

=     U,     cl 

5   =   0, 


P  =  '7  =  dlFàJ  =  0<il 


qui  expriment  que  les  axes  Ox,  Or  sont  les  tangentes  principales, 
au  point  I  )  de  la  surface  il  =  w.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  de  Dupim.  —   Lorsque  trois   familles  de  surfines 
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forme  ut  un    système    triplement  orthogonal^  chaque  surface 
appartenant  à  l'une  (/'elles  est  coupée  suivant  ses  lignes  de 

courbure  par  toutes  les  surfaces  des  deux  autres  familles. 

Parmi  les  systèmes  triplement  orthogonaux,  l'un  des  plus  impor- 
tants et  des  plus  remarquables  est  celui  qui  est  formé  de  trois 
familles  de  quadriques  liomofocales.  Considérons  l'équation  sui- 
vante où  ce,  y,  z  sont  trois  constantes,  p  l'inconnue, 

r-  y2  z'2 

(ai)      /( p)  =  -5 h  -H 1 1  =  0         u'2  >  //-'  ;    <■-  i. 

1  a2 —  p         b2 —  p         c- —  p 

pour  chaque  système  des  \aleurs  de  ce, y,  z  elle  admet  trois  racines 
réelles  comprises  dans  chacun  des  intervalles 

( — x.  c2),     (c'-,62),     (b2.a2)\ 

On  s'en  assure  aisément  en  examinant  les  signes  de/(p)  poul- 
ies valeurs 

p         — oc     c'2 — z.  c- -f- £     b'2 — t.  b2  -+-  z     a"- — s.  a- -\-  z     -H  oc. 

L'équation  (21)  représente,  quel  que  soit  p,  une  quadrique 
homofocale  à  l'ellipsoïde 

x1        v'2        z'2 
a2         b2         c2 

Par  un  point  M(xj-z)  passent  trois  quadriques  liomofocales  dont 

'une  est,  comme  on  le  voit  aisément,  un  ellipsoïde,  une  autre  un 

hyperboloïde  à  une  nappe,  la  troisième  un  hyperboloïde  à  deux 

nappes;  les  trois  racines  correspondantes  u,  e,  ir  de  l'équation  (21) 

sont  les  coordonnées  elliptiques  du  point  M. 

On  a  ainsi  trois  familles  de  quadriques  et  il  est  facile  de  voir 
quelles  forment  un  système  triplement  orthogonal.  Considérons 
par  exemple  les  deux  surfaces  u  =  const.,  v  =  const.  qui  passent 
au  point  M(ccyz'),  elles  ont  pour  équations 

x2  y2  z2  x-  v-  '- 

—, — ■ — •-  tt ' ; 1  =  0.      — - 1-  -j-f 1 1  =  0, 

a u        b u        c-  —  u  a2 —  r         b2  —  p         c-  —  v 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre  et  supprimant  le  facteur 
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(p  —  u)  (|iii  est  différent  de  zéro, 


(a2 —  a)  (a2 —  v)       (62— a)(62 — v)       (c2 —  u)(ci — v) 


=  o  ; 


Or,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  point  x,  y,  z-  sont 
proportionnels,  pour  la  première  surface,  à 

x  y  z 

a- — //        b- — u        c'1 — 1/ 

et,  pour  la  seconde,  à 

x  y  z 

a1 —  v        b-  —  c 


c-  —  v 


L'équation  précédente  exprime  donc  l'orthogonalité  des  deux 
surfaces  (w,  c).  On  verrait  de  même  que  les  surfaces  r,  w  se 
coupent  à  angle  droit. 

Nous  reviendrons  plus  tard  sur  les  propriétés  très  remarquables 
du  système  orthogonal  formé  par  trois  familles  de  quadriques 
homofocales;  pour  le  moment,  nous  nous  contenterons  d'en  faire 
l'application  à  la  détermination  des  lignes  de  courbures  de  l'une 
quelconque  des  quadriques  qui  font  partie  de  ce  système.  Considé- 
rons, par  exemple,  la  surface  (E)  qui  a  pour  équation 


//- 


Si  nous  retranchons  cette  équation  de  L'équation  (21)  et  que 
nous  supprimions  le  facteur  p  —  a,  les  deux  paramètres  f,  o\  cor- 
respondant aux  deux  familles  de  surfaces  qui  ne  comprennent 
pas  E,  sont  les  racines  de  l'équation  en  p  : 


(aa) 


(a* — p)(a2— -  u)       (b2 — p)<62  —  u)       (c- — p)(c2  —  u) 


11  suffit  donc,  pour  avoir  les  ligues  de  courbure  de  la  surface  (E), 
d'égaler  à  des  constantes  arbitraires  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion (22).  Par  exemple  pour  l'ellipsoïde 


Y  Z 

b*  ^  c«  =  ' 
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on  doit  faire  //  —  o;  L'équation  (  22)  devient  alors 

a?s  va  s« 

h-  1 — p K =  o. 

aï (  a'1  —  p  )  h-  (  h-        p  )  r- 1  c2  —  p  ) 

Si  l'on  veut  avoir  les  Lignes  de  courbure  en  projection  sur  le  plan 
des  x.  y,  il  suffit  d'éliminer  —,  ce  qui  donne 

_  (a2  —  cs  )  1  p  —  62 )  -4-  ^L-  (6*—  c!  ;  1  0  —  a2 )  -+-  (  p  —  a2 )  ( p  —  b2  )  =  o. 

On  a  donc,  en  appelant  C  une  constante  arbitraire,  pour  l'équa- 
tion des  Lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  en  projection  sur  le  plan 

des  (x,y), 

x-  a2 — c2        y2  b2 — c2 


G  —  a2        b2    G 


-+-1  =  0 


elle  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  liant;  la 
solution  singulière  s'obtient  en  écrivant  que  cette  équation  du 
second  degré  en  (G)  a  une  racine  double;  on  retrouve  ainsi  le 
système  de  quatre  droites  imaginaires  obtenues  précédemment. 

83.  Courbures  principales.  —  Une  surface  sera,  le  plus  souvent, 
définie  soit  par  une  propriété  commune  à  chacun  de  ses  points  ou 
à  chacun  de  ses  plans  tangents,  soit  par  une  génératrice  variant 
suivant  une  loi  donnée,  de  forme  et  de  position.  Pour  étudier  cette 
surface  on  choisira  le  système  de  coordonnées  curvilignes  û,  p,  le 
mieux  approprié  à  sa  définition;  on  exprimera  ensuite,  à  l'aide  de 
deux  variables  u,  v,  les  coordonnées  ponctuelles  x,y,  z,  t  et  les 
coordonnées  tangentielles  A,  B,  G,  H.  On  aura  alors  (§79)  les  équa- 
tions différentielles  des  systèmes  conjugués,  des  lignes  asympto- 
tiques  et  des  lignes  de  courbure.  Une  dernière  question  à  résoudre 
sera  la  détermination  des  courbures  principales. 

Si  nous  supposons  que  les  calculs  antérieurs  aient  fait  connaître 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  et  l'équation  finie  des  lignes 
de  courbure,  on  n'aura  plus  qu'à  appliquer  l'une  des  relations  qui 
traduisent  le  théorème  d'O.  Rodrigues 

d\         d\x        dv  1 

dx        dy        dz  R,j 

On  peut  d'ailleurs  former  aisément  l'équation  du  second  degré 
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qui  donne  a  priori  l'expression  des  courbures  principales  en  coor- 
données curvilignes. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  normale  K  sont  en  effet, 
pour  une  courbe  quelconque, 


II 


r  +  B|: 


ii 


Quand  on  passe   du   point  M  au  point  infiniment   voisin,   les 
accroissements  des  coordonnées  sont 

dx  -+-  jj  dk  -+-  A  d  7j  5      dy  -T-  —  dM  -+-  B  d  — ,      dz  -+-  —  dC  ■+-  Cdjr' 
H  H  ri  H  H  H 

Si  la  courbe  est  une  ligne  de  courbure,  la  normale  reste  tan- 
gente à  la  courbe  décrite  par  le  point  K,  les  variations  ci-dessus 


sont  donc  proportionnelles  à  A,  B,  C,  et  l'on  a 


dx  -+-  —  dk  —  A  d  — 
H  H 


R  R 

dy  -+-  —  dB  -+-  B  d  -= 
J         H  H 


dz  -h^dC  +  Cd1^ 
H  H 


On  aura  donc  pour  déterminer  les  courbures  principales,  en 
appelant  h  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports, 


dx   ,         dx   ,         R  (dk    .  dk 

—  du  ■+■  —  dv  H-  -rj     —  du  -+-  — 
ou  dv  H  \  du  dv 


dv 


)+(4-*)Asa°' 


et  deux  équations  analogues;  éliminant  du,  dv  et  c/yj 

l'équation  cherchée 

ABC 
R   dk        dx      R   OK        dy      R   dC        dz 


h.  il  vient 


(23) 


H  du        du      H  Ou        ou      11  Ou        du 
K  dk   '    dx     R  tfB       dy     R.  dC       dz 

H~dv  +  dv      H  dv   ~  ~ôv~     H   àv  ~*~  dv 


Comme  vérification,  si  l'on  fait  dans  cette  équation  a?  =  u.  y=  c, 
Y  =  »,  B  =  q,  C  =  —  î ,  on  retrouve  l'équation  obtenue  au  para- 
graphe 71  [formule  (28)] 


H* 


—  —  |(  .  -t-  p*)t  -+■  (1  -h  a*-  )r—JPcjs]  -  -+-  /■/ 


—  S*  =  O. 


Si  l'on  écrit  que  l'équation  (a3)  a  une  racine  infinie,  on  obtient 
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immédiatement  pour   l'équation  des   surfaces   développables   en 
coordonnées  curvilignes  tangentielles 

À       II       C 
d\     àti     dO 

On      Ou      On 

ox    on    oc 

Ov       dv      Ov 

On  aurait  de  même  sans  difficulté  l'équation  des  surfaces  à  cour- 
bure moyenne  ou  à  courbure  totale  constante,  en  coordonnées 
curvilignes. 

Considérons,  comme  application,  Y  hélicoïde  gauche  lieu  des 
normales  principales  d'une  hélice  circulaire.  Les  équations  de  ce 
conoïde    particulier  peuvent    être    mises    sous    la    forme    (§  76, 

p.   212) 


x  =  u  cost>,        y  =  u  sine, 
A  =  sine,  B=  —  cost\ 

l'équation  (a3)  devient  ici 


kv. 


C  = 


H«  = 


u1 


■==  COSP 


—  cose 


il 


U  COSP 


ku 

k  H 


ou  en  réduisant 


k  H 


sine 


(» 


R2  = 


«2  R2      [ 

A" +  T  ~  ÏP  7^ 


(««-*-  A2)2 


=  o, 


On  voit  que  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  l'héli- 
coïde réglé  sont  égaux  et  de  signes  contraires  en  chaque  point;  en 
d'autres  termes,  l'hélicoïde  gauche  est  une  surface  minima.  Il  est 
aisé  de  voir  que,  réciproquement,  L'hélicoïde  gauche  est  la  seule 
surface  réglée  minima,  c'est-à-dire  dont  les  rayons  de  cour- 
D. 
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bure  principaux  soient  en  chaque  point  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

Eu  effet,  sur  une  telle  surface,  l'indicatrice  en  chaque  point  est 
une  hyperbole  équilatère;  les  lignes  asymptotiques  se  coupent 
donc  à  angle  droit;  or,  les  génératrices  rectilignes  forment  un 
premier  système  de  lignes  asymptotiques;  le  second  système  est 
donc  formé  par  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  génératrices. 
Soit  alors  M  un  point  quelconque  de  la  génératrice  G;  la  seconde 
ligne  asymplotique  Y  a  pour  plan  oscillateur  le  plan  tangent  en  M 
à  la  surface;  Gelant  située  dans  ce  plan  tangent  et  normale  à  la 
ligne  T  est  sa  normale  principale;  donc  chaque  génératrice  recti- 
ligne  est  normale  principale  d'une  infinité  de  lignes  I\  et  toutes 
ces  courbes  T  sont,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  relativement 
aux  courbes  de  Bertrand,  des  hélices  tracées  sur  des  cylindres 
de  révolution  de  même  axe;  la  surface  est  donc  bien  un  hélicoïde 
gauche. 

8i.  Développée  d'une  surface.  —  Soient  C,,  C2  les  centres  de 
courbure  principaux  relatifs  à  un  point  M  de  la  surface  S;  les 
coordonnées  de  l'un  et  de  l'autre  sont  des  fonctions  de  u  et  de  v \ 
ces  deux  points  décrivent  donc,  lorsque  M  décrit  la  surface,  deux 
lieux  géométriques  dont  l'ensemble  forme  ce  qu'on  appelle  la 
développée  de  la  surface  S. 

Si  le  point  M  décrit  une  ligne  de  première  courbure  T,,  la 
normale  est  constamment  tangente  à  une  courbe  (y,)  qui  est Tarèle 

Fig.  ai. 


de  rebroussement  de  la  normalie  correspondante;  lorsque  Y,  varie, 
cette  arête  de  rebroussement  engendre  la  première  nappe  de  la 
développée.  De  même,   la  seconde  nappe  est  le  lieu  des  arêtes 
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de  rebroussemenl  des   aormalies  relatives  aux  lignes  de  seconde 
courbure. 

La  normale  MC,Co  touche  donc  la  développée  aux  points  C, 
et  C2  et  coïncide  avec  l'intersection  des  deux  plans  tangents  à  la 
développée  en  ces  deux  points  Ci  et  Cu. 

Considérons  le  plan  principal  T,  MP  ;  il  est  oscillateur  en  G,  à 
la  courbe  y,  ;  cela  résulte  de  [la  formule  (19)  (p.  245)  relative 
au  point  central  de  la  normale  ;  il  touche  la  première  normalie  au 
point  M,  et  par  suite  au  point  C->  qui  est  situé  sur  la  même  géné- 
ratrice; or  cette  normalie  est  circonscrite  à  la  seconde  nappe  de  la 
développée  suivant  une  courbe  nécessairement  distincte  de(y2); 
le  plan  T,  MP  touche,  par  conséquent,  la  développée  au  point  G2. 

On  verrait  de  même  que  le  plan  tangent  en  C,  à  la  développée 
coïncide  avec  le  plan  de  la  section  principale  tangente  à  la  seconde 
ligne  de  courbure  au  point  M.  Les  plans  tangents  en  G(  et  C2  à  la 
développée  sont  donc  rectangulaires  (').  On  peut  exprimer  autre- 
ment cette  propriété  :  si  l'on  mène  d'un  point  P  une  normale  PM 
à  la  surface,  les  plans  tangents  aux  points  C|  et  C2  correspondants 
étant  rectangulaires,  les  contours  apparents  des  deux  nappes  de  la 
développée,  vues  du  point  P,  se  coupent  à  angle  droit;  en 
d'autres  termes,  les  deux  nappes  de  la  développée,  vues  d'un 
même  point  de  l'espace,  paraissent  toujours  se  couper  à  angle 
droit. 

Cette  propriété  caractérise,  ainsi  que  nous  allons  le  voir,  parmi 
tous  les  systèmes  de  droites  qui  dépendent  de  deux  paramètres, 
celui  que  forme  l'ensemble  des  normales  à  une  surface. 

Congruences  de  droites-  —  Les  équations 

(24)  (D)     x  =  az-hii.        y  =  bz-+-v. 

où  a  et  b  sont  fonctions  de  deux  variables  «,  c,  définissent  un 
ensemble  doublement  infini  de  droites  auquel  on  a  donné  le  nom 
de  congruence.  Toute  relation  finie  de  la  forme  v=f(u)  déter- 
mine une  surface  réglée  formée  de  droites  de  la  congruence.  Une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  u  et  v  admet,  comme 

(')  Ces  deux  plans  sont  d'ailleurs  osculateurs,  le  premier  à  la  courbe  (y,),  le 
second  à  la  courbe  (  yl  )  ;  ces  deux,  courbes  sont  donc  des  lignes  géodésiques  de 
la  développée. 
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od  sait,  une  intégrale  se  réduisant  à  v0  pour  u  =  u0;  elle  définit 
donc  une  famille  de  surfaces  réglées,  formée  de  droites  de  la  con- 
•gruence,  et  dont  l'une  contient  la  droite  particulière  D0(//0,  r„). 
En  particulier  l'équation 

da  dv  —  db  du  =  o. 
qui  peut  s'écrire 

da/dvy       Ida        db\dv         db  _ 
dv  \du /         \ du        ov  )  du        du 

et  qui  exprime  (§62)  que  (D)  reste  tangente  à  une  courbe,  définit 
deux  familles  de  surfaces  développables  ;  par  toute  droite  de  la 
congruence  passe  une  développable  de  chacune  de  ces  deux 
familles. 

Foyers,  focale,  plans  focaux.  —  Cherchons  s'il  existe,  sur  la 
droite  (D),  un  point  admettant  un  déplacement  dirigé  suivant  cette 
droite  elle-même;  on  doit  avoir  pour  un  tel  point 


dx        dy 

dz 

a           b 

~  T; 

d'où  l'on  déduit 

z  da  -+-  du  =  0, 

z  db  -+-  dv 

=  0, 

ou,  en  développant, 

1    da         \    .             da 

z h  I     du  -h  z  —  dv  =  O, 

\     du          /                  dv 

db    , 

3  —  du  -+- 
du 

\     M 

dv  =  O. 

Ces  équations  devant  être  vérifiées  pour  une  même  valeur  de -3-1 
on  doit  éliminer  ce  rapport  et  l'on  trouve  ainsi 

„(da  db        db  da\         _  I  db        da 
{')h)  Z\du~  ~dv~  ~  dît '•  dv~ ')  "^  " '\d~v~  ~*~ "bll 

Il  existe  donc  sur  chaque  droite  (D)  deux  points  F,,  F2,  appelés 
foyers  et  qui  répondent  à  la  question;  les  équations  (24)  et  (26  I 
donnent  les  coordonnées  de  chacun  d'eux  exprimées  en  fonction 
de  u  et  de  v.  Lorsque  (D)  se  déplace,  le  lieu  de  ces  foyers  est  une 
surface  à  deux  nappes  qu'on  appelle  la  surface  focale.  On  appelle 
enfin  plans  focaux  les  deux  plans  tangents  aux  deux  surfaces 
développables  qui  passent  par  (D)  et  qui  sont  définies  par  l'équa- 
tion (20).  On  remarquera  que  u,  c  étant  les  coordonnées  du  point 
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où  (D)  rencontre  le  plan  xOy,  l'équation  (25)  donne  les  coeffi- 
cients  angulaires  des  traces  de  deux  plans  focaux  sur  ce  même 
plan  des  .r,  y. 

Les  normales  à  une  surface  (S)  formenl  un  ensemble  double- 
ment infini,  c'est-à-dire  une  congruence  de  droites.  Dans  ce  cas 
particulier  les  deux  développables  passant  par  (D)  sont  les 'deux 
normal i es  qui  se  croisent  sur  (S)  au  pied  de  cette  normale;  les 
fovers  sont  les  centres  de  courbure  principaux  et  la  focale  n'est 
autre  chose  que  la  développée  de  (S);  enfin  les  deux  plans  focaux 
sont  ceux  des  deux  sections  principales  correspondantes.  Ils  sont 
donc  rectangulaires  et  nous  allons  démontrer  que  cette  propriété 
des  plans  focaux  caractérise,  parmi  toutes  les  congruences  de 
droites,  celles  qui  sont  composées  des  normales  à  une  surface. 

Congruence  de  normales.  —  Cherchons,  en  effet,  à  quelle  con- 
dition les  droites  d'une  congruence  seront  normales  à  une  même 
surface  (S);  sur  cette  surface,  chaque  point  peut  être  considéré 
comme  déterminé  en  fonction  de  u  et  de  r  par  les  trois  équations 

x  =  atf(u,  v)  -+-  u,        y  =  b •»■(«,  v)  -+-  v,        «  =  <p(«,  v% 

la  fonction  ce  étant  telle  que  les  coefficients  directeurs  de  la  nor- 
male soient  égaux  à  «,  ù,  i;  en  d'autres  termes,  les  tangentes  aux 
deux  courbes  a  =  const.,  e  =  const.  doivent  être,  l'une  et  l'autre, 
perpendiculaires  à  (  D).  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  équations 


h  ^} 


au  du 


=  o. 


à(a'±  )  .  f  ô(b<p  )  1         àv 

àv  dv  àv 


soient  vérifiées  par  une  même  fonction  cp.  Or  ces  deux  équations 
peuvent  s'écrire 

—  (01/1  -+-  a-  -+-  b-)  H —  -  =  o. 


a- 


à   /       / : ^n  b 


-  (©1/1  -t-  a2-i-  A2) 


la  condition  cherchée  est  donc 

,  à    /  q  \   _    à    /  b 


=  o; 
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Cette  condition  est  facile  à  interpréter  géométriquement;  rien 
n'empêche,  en  effet,  de  supposer  que  Taxe  Oz  soit  parallèle  à  la 
direction  actuelle  de  la  droite  (D),  c'est-à-dire  que  les  valeurs 
correspondantes  de  u  et  v  annulent  a  et  b.  Si  nous  introduisons 
cette  hypothèse,  après  avoir  effectué  les  dérivations,  la  condi- 
tion (27)  se  réduit  à  —  =  — -•  Or,  les  deux  plans  focaux  couDent 
x     *  '  dv         du  '  » 

le  plan  des  xy  suivant  deux  droites  dont  les  coefficients  angulaires 
sont  les  racines  de  l'équation  (25).  La  condition  trouvée  exprime 
que  ces  deux  coefficients  angulaires  ont  un  procédé  égal  à  —  1  ;  et 
l'on  est  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  droites  d'une  congruence  soient  normales  à  une  sur/ace 
est  que,  pour  chacune  d'elles,  les  deux  plans  focaux  soient 
rectangulaires. 

Considérons,  comme  application,  une  famille  de  courbes  (C) 
situées  sur  une  surface  S;  les  tangentes  à  ces  courbes  forment  une 
congruence  dont  S  est  la  surface  focale.  Soit  D  une  de  ces  tan- 
gentes, M  le  point  où  elle  touche  la  courbe  (C)  correspondante; 
M  est  l'un  des  points  focaux  de  D  et  le  plan  tangent  en  M  à  S  est 
le  plan  focal  correspondant;  quant  au  second  plan  focal  il  touche, 
suivant  D,  la  développable  dont  l'arête  de  rebroussement  est  (C); 
il  coïncide  donc  avec  le  plan  oscillateur  de  cette  courbe  au  point  M. 
Si  les  courbes  (C)  sont  des  lignes  géodésiques  de  S,  ces  deux  plans 
focaux  sont  constamment  rectangulaires,  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  tangentes  à  une  famille  de  lignes  géode- 
siques  d' une  même  surface  forment  une  congruence  de  normales. 

NOTE  SUR  LES  SYSTEMES   DE  CERCLES   ORTHOGONAUX 
DANS  LE  PLAN  ET  SUR   LA  SPHÈRE. 

Pour  que,  dans  un  plan,  les  deux  cercles 

ï2  +  /2+  icix    -\--?.by    -4-ie  =0, 


(1) 

x  ■+■  y  "+"  2  a  1 x  ~+~  2  b  1  y  -+-  2  C|  =  o 

se  coupent  à  angle  droit  au  point  (x,  y),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

( x  -4-  a)  {x  4-  ai )  -+-  {y  -«-  b)  (y  ■+■  bx  )  =  o, 

(2)  x*-hy2-+-  (a  -+-  ax  )x  -t-  (  b  -+-  bx)y  ->e-  aat  -+-  bbt  =  o 
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ou,  en  éliminant  .r  cl  y, 

(3)  aat  -+-  bb{  =  c  -+-  C\. 

Supposons  que  a,  />,  c  soient  des  fonctions  d'un  paramètre 
variable  t;  a,,  bt,  cK  des  fonctions  d'un  autre  paramètre  tK  ;  nous 
aurons  alors  deux  familles  de  cercles  orthogonaux  si  la  condi- 
tion (3)  est  identiquement  vérifiée.  Or,  dérivons-la  par  rapport 
à  tK  puis  par  rapport  à  £,  nous  trouvons 

/  2.7'  /  Il  IIL'  a'  l>\ 

aa.  -+-  bb,  =  c   .         a  a.  -+-  b  b.  =  o,  -r-  = -• 

1  b  a\ 

Les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité  étant  des  fonctions 
de  deux  variables  différentes  doivent  se  réduire  à  une  même 
constante  h\  on  a  donc 

a' =  b' h,        b\= — ha\  ; 

d'où,  g,  gi  étant  deux  constantes, 

a  =  b/t  ■+-  g,         bi  =  —  ha\  -+-  gi  ; 

d'après  cela,  a  ne  peut  être  constant  sans  que  b  le  soit  également, 

à    moins  que  h  ne  soit  nul  et,  dans  ce  cas,  c'est  b,   qui  resterait 

constant.  Laissons  de  côté  ce  cas  particulier  qui  n'offre  aucune 

difficulté;    nous    pouvons  prendre   b  comme    paramètre    variable 

et  poser  b  =  t;  de  même  posons  a,  =  £,,  l'équation  (3)  se  réduit 

alors  à 

gh-*-  g\t  =  c  +  cj; 

d'où  l'on  conclut,  en  appelant  k  une  nouvelle  constante, 
c  =  gte-+-k,        ci  =  gti—k. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  les  équations  (i)  et  (2),  on  a  pour 
les  deux  familles  de  cercles, 

x% Sf-y* -+.  2( ht  -+-  g)x  4-  ity  -t-  1 (gi  t  ■+■  k)  =  o, 

^2_)_j2_i_  2tlas-h  2(gi—  htî)y  •+-  i(gty  —  k)  =  o. 

Chacune  de  ces  équations  étant  linéaire  par  rapport  au  para- 
mètre dont  elle  dépend,  tous  les  cercles  de  la  première  série 
passent  par  deux  points  fixes  situés  sur  la  droite 

hx  -¥-y  -+-  gi  =  o  ; 
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tous    ceux    de   la    seconde    ont,    de  même,   pour   axe   radical,   la 
droite 

x  —  h  y  -+-  g  =  o. 

Ces  deux  axes  radicaux  sont  rectangulaires;  tous  les  cercles 
d'une  série  passent  par  deux  points  fixes  qui  sont  les  cercles  de 
ravon  nul  de  l'autre  série. 

Considérons  maintenant  une  sphère  quelconque;  faisons-en  la 
projection  stéréographique  sur  son  équateur;  deux  familles  de 
cercles  orthogonaux  se  projetteront  sur  le  plan  suivant  deux 
familles  de  cercles  satisfaisant  aux  conditions  précédentes;  tous  les 
plans  des  cercles  de  l'une  ou  de  l'autre  famille  passeront  donc 
par  une  même  droite.  Soient  a,  b  les  deux  cercles  de  rayon  nul 
appartenant  à  Tune  des  familles  de  cercles  situés  dans  le  plan  de 
projection;  ils  correspondront  à  des  cercles  de  rayon  nul  A,  B 
situés  sur  la  sphère;  les  plans  de  ces  deux  cercles  seront  les  plans 
tangents  en  A  et  B  et  par  suite  se  couperont  suivant  une  droite  D, 
conjuguée  de  AB  par  rapport  à  la  sphère.  Tous  les  plans  des  cercles 
de  la  première  série  passeront  donc  par  la  droite  D,  ;  de  même,  tous 
ceux  de  la  seconde  passeront  par  les  points  A,  B.  Le  théorème 
énoncé  au  paragraphe  78  est  donc  complètement  démontré. 
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CHAPITRE  XVIII. 

SURFACES    ENVELOPPES. 


Définition  de  l'enveloppe  dans  le  cas  général;  son  équation. 
—  Cas  d'un  paramètre  unique;  caractéristique;  arête  de 

rebroussement.  c-as  de  deux  parametres.  enveloppes 

de  courbes.  enveloppes  de  spheres  a  un  parametre.  

Surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  circu- 
laires (CYCLIDE  DE  DuPIn)-.  SURFACES  CANAUX.  ENVE- 
LOPPES DE  SPHÈRES  A  DEUX  PARAMÈTRES;  PROPRIÉTÉS  DES 
SURFACES     CERCLÉES. 

8ii.  Etant  donne''  un  ensemble  de  surfaces  S,  représentées  pat" 
une  équation  entre  les  coordonnées  X,  Y,  Z  et  certains  para- 
mètres A,  B,  C,»...,  une  surface  S  est  dite  l'enveloppe  des  sur- 
faces S  lorsqu'elle  est  touchée,  en  chacun  de  ses  points,  par  l'une 
au  moins  de  ces  surfaces  S.  Supposons  qu'il  existe  une  telle  enve- 
loppe et  soient 

/(X,  Y,  Z,  A,  B,  C,  ...)  =  o 

l'équation  qui  représente  l'ensemble  des  surfaces  S;  .x,  y,  z  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque.de  S;  a,  A,  c,  ...,  les  valeurs 
des  paramétres  qui  conviennent  à  celle  des  surfaces  S  qui  touche  S 
au  point  M. 

Ces  quantités  .r,  t,  s,  «,  />,  c, . . .  varient  simultanément  quand 
ou  passe,  sur  la  surface  S,  d'un  point  M  à  un  autre  point  M' 
infiniment  voisin,  et  l'on  aura  entre  toutes  ces  variables  les 
identités 

(i)  A*,  y,  5>  «>  &i  c<  ...)  =  o, 

àf  ,  àf  ,         df  , 

l-±)  -^-dx  -t —  dy  -h  ■£■  dz  =  o. 

ox  dy  oz 
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La  première  exprime  simplement  que  S  passe  au  point  M,  la 
seconde  que  tout  déplacement  infiniment  petit  MM'  effectué  sur  S 
est  situé  dans  le  plan  tangent  à  S  au  point  M. 

Si  nous  différentions  totalement  l'identité  (i)  en  tenant  compte 

de  (2),  il  vient 

df  -,         df  „       df  , 

—  da^r  -rr  db  -t-  -7-  de  -+-...=  o. 

da  db  de 

On  aura  donc,  si  a,  b,  c,  ...  sont  indépendants, 

df  df  df 

(3)    /(#,  r,  *,  a,  b,  c,  .  ..)  =  o,  ^  =  o,  ^=°'  o~c=°' 

Si  donc  l'enveloppe  existe,  son  équation  s'obtiendra  en  éliminant 
a,  b,  c,  ...  entre  les  équations  (3). 

Réciproquement,  supposons  que  cette  élimination  puisse  se  taire 
et  soit  <p(x,y,  s)  =  0  l'équation  résultante;  il  est  facile  de  voir  que 
la  surface  S  représentée  par  cette  équation  satisfait  aux  conditions 
par  lesquelles  nous  avons  défini  toute  enveloppe  des  surfaces  S. 
En  effet  cette  surface  S  peut  être  représentée  par  la  première  des 
équations  (3)  pourvu  qu'on  y  considère  a,  b,  c,  ...  comme  des 
fonctions  de  x,  y,  a,  définies  par  les  autres  équations  (3),  les 
coefficients  directeurs  du  plan  tangent  au  point  (#,.r,  z)  sont  alors, 
pour  cette  enveloppe, 


df        df  da        df  db 

df        df  da 

df        df  da 

— 1 — h  .  .  .  , 

dx        da  dx        db  àx 

dy        da  dy 

dz        da  dz 

,  ,    •  ,  .  •  x  àf     df    df 

et  se  réduisent,  en  vertu  de  ces  mêmes  équations,  a  — -,  — -  »  ■—  1 

1  7      dx     dy     dz 

c'est-à-dire  aux  coefficients  de  directions  du    plan  tangent  à  la 
surface  S  au  même  point  M.(x,y,  s). 

Remarque.  —  Les  surfaces  S  s'appellent  les  enveloppées; 
soient  a,  è,  c,  ...  les  valeurs  des  paramètres  qui  définissent  l'une 
de  ces  surfaces  S;  donnons  à  ces  paramètres  des  accroissements 
Aa,  A6,  Ac,  ...  infiniment  petits  ayant  entre  eux  des  relations 
quelconques;  il  est  évident  que  le  point  M  de  l'enveloppe,  dont  les 
coordonnées  satisfont  aux  équations  (3),  est  la  limite  d'un  point 
commun  à  S  et  à  toutes  les  surfaces  S,  correspondant  aux  valeurs 
a  -f-  Art,  b  -\-  AA,  . . .  des  paramètres;  c'est  en  se  plaçant  à  ce  point 
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de  vue  qu'on  peul  définir  l'enveloppe  comme  étant  le  lieu  des 
intersections  successives  des  enveloppées. 

On  voit  aussi  qu'il  ne  peut  y  avoir  d'enveloppé  si  le  nombre  des 
paramètres  indépendants  est  supérieur  à  deux,  car  l'élimination 
de  x,y,  z  entre  les  équations  (3)  conduirait  alors  à  n  —  i  équations 
que  ces  paramètres  devraient  vérifier  identiquement. 

Surfaces  à  un  paramètre.  —  Considérons  d'abord  le  cas  d'un 
paramètre  unique  t\  les  équations  (3)  se  réduiront  alors  à  deux, 

(4)  f(x,y,  z,  t)  =  o,        ft(x,y,z,t)=o, 

fK  désignant  la  dérivée  partielle  ■—■;  ces  équations  (4)  définissent 
une  courbe  qui  est  la  limite  de  l'intersection  de  la  surface  S  avec 
la  surface  infiniment  voisine;  on  appelle  cette  courbe  la  caracté- 
ristique de  la  surface  S;  l'enveloppe  est  le  lieu  de  cette  courbe 
variable  et  touche  chacune  des  enveloppées  tout  le  long  de  la 
caractéristique  correspondante.  Cherchons  les  points  d'intersec- 
tion de  la  caractéristique  de  S  avec  la  surlace  S,,  (t  -\-  h)  infini- 
ment voisine;  ces  points  sont  déterminés  par  les  équations  (4)  et 
par  la  suivante 

f(x,y,  z,  t-hh)  =  f(x,y,  z,  t) 

/*2 
-+-hfi(x,y,  z,  t)-+-  —fz(x,y,  z,  t-hbh)  =  o, 

f-i  désignant  la  dérivée  partielle  — j;  or,  si  l'on  simplifie  cette  équa- 
tion à  l'aide  des  équations  (4)  et  qu'on  fasse  tendre  h  vers  o 
après  avoir  divisé  par  — >  on  a,  pour  déterminer  les  points  limites 
cherchés, 

(5)  f(x,  y,  z,  t)  =  o,        /j(a?,  y,  z,  t),       fi(x,  y,  z,  t)  =  o. 

Chacun  des  points  ainsi  déterminés  est  un  point  de  rebrousse- 
nxent  de  la  caractéristique.  Lorsque  t  varie,  ce  point  de  rebrousse 
ment  décrit  une  courbe  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  barète  de 
rebroussement. 

Théorème.  —  Toutes  les  caractéristiques  sont  tangentes 
à  l'arête  de  rebroussement. 

L'arête  de  rebroussement  peut  être,  en  effet,  représentée  par  les 
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deux  premières  des  équations  (5),  à  la  condition  d'y  regarder /, 
non  connue  paramètre  indépendant,  mais  comme  une  fonction 
de  x,  y,  s,  définie  par  la  troisième /2=  o.  On  aura  alors,  par  un 
déplacement  effectué  suivant  l'arête  de  rebroussement, 


dx        Ot 

^  ),/,+  ( il 

Ox  /               \  dy 

dx          Ot 

OxJ              \0y 

àf    Ot  \  /  Of  df    dt 

—   —  W/i'+-    -4-  -, 

dt    dy  j     J         \  oz  <)t    dz 


d: 


ut    dy  )    J 


\  Oz  Ot    dz) 


qui  se  réduisent,  en  vertu  des  équations  de  l'arête,  à 

àf  df  Of  Of    .         oi\  dfx    . 

—  dx  ■+-  ~-dy  -4-  -^-  dz  —  o,  4r-  dx  -+-  —  dy  -t-  ■—  dx  =  o. 

Ox  dy    J         dz  dx  Oy    '  dz 

Le  déplacement  en  question  est  donc  parallèle  au  plan  tangent 
de  chacune  des  deux  surfaces  /'=  o,  /',  — o;  il  est  donc  dirigé 
suivant  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection  de  ces  deux  surfaces, 
c'est-à-dire  à  la  caractéristique. 

Surfaces  à  deux  paramètres.  —  Passons  au  cas  de  deux  para- 
mètres (//,  p);  l'enveloppe  est  alors  représentée  par  les  trois  équa- 
tions 

f(  x,  y,  s,  u,  v)  =  o,        fiitr,  y,  z,  u,  p  >  =  o,        fi{-r-  }%  ~>  »,  »')  —  °i 

y,,  /o  désignant  ici  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  •é~*4~\ 
ces  équations,  si  l'enveloppe  existe  effectivement,  peuvent  être 
résolues  par  rapport  à  .r.  k,  z\  les  coordonnées  de  chaque  point  de 
l'enveloppe  peuvent  donc  s'exprimer  en  fonction  de  ces  deux 
paramètres  qui  constituent  alors  un  système  de  coordonnées 
curvilignes  sur  la  surface.  L'enveloppe  est,  dans  ce  cas,  tangente 
à  chacune  des  enveloppées,  non  plus  le  long  d'une  courbe,  mais 
en  un  point  ou  en  plusieurs  points  isolés  les  uns  des  autres.  Les 
trois  équations  précédentes  donnent  les  coordonnées  du  point  de 
contact,  en  fonction  des  deux  variables  //,  v. 

Enveloppes  de  courbes,  —  Lorsque  les  équations  d'une  courbe 
variable  (<?)  dépendent  d'un  paramètre  unique  t,  cette  courbe 
engendre  une  surface  et  n'admet  pas,  en  général,  de  courbe 
enveloppe.  Supposons  en  effet  qu'il  existe  sur  (c)  un  point  M 
dont  le  déplacement,  quand  t  varie,  s'effectue  tangentiellemenl 
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à  (c)  et  par  suile  à  chacune  des  deux  surfaces  ./'=  o,  0  =  0;  les 
coordonnées  x,  y,  -  de  ce  point  M  seraient  alors  des  fonctions 
de  t  qui  devraient  vérifier  identiquement  les  équations 

/(a?,  y,  z,  t)  =  o,        <p(#,  y,  z,  t)  =  o, 

àf   .         >)f  ,         df  ,  dm    ,         «te    ,         dm   , 

(te  cj/  Js  rAr  c*^  <>s 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(4)  /(*,/j*,0-o.        ?(#,  r»*>  0  =  o,        ~  =0,        -^7=°; 

or  ces  quatre  équations  sont,  en  général,  incompatibles.  Il  n'y  a 
donc  d'enveloppe  que  dans  de  certains  cas  particuliers,  lorsque, 
par  exemple,  la  courbe  (c)  est  la  caractéristique  d'une  surface 
dont  l'équation  dépend  du  paramètre  t. 

Cas  de  deux  paramètres.  —  Si  les  équations  f  =  o,  o  =  o,  de 
la  courbe  variable,  contiennent  deux  paramètres  indépendants  u,  v, 
le  même  raisonnement  montre  que,  s'il  y  a  une  enveloppe, 
./ ,  r,  s,  a,  c,  du,  dv  doivent  vérifier  les  quatre  équations 

f(v,y,  *,  «,  «0  =  o,        v(x,  y,  z,  u,  v)  =  o, 

àf    1  àf  dv  dm    , 

-£-  du  -h  -f-  dv  =  o,  —*-du-+-  — T-  dv  =  o  ; 

da  w  dit  dv 

donc  les  courbes  d'une  famille  à  deux  paramètres,  ou  congruence, 
sont  toutes  tangentes  à  une  même  surface,  sur  laquelle  u,  v  four- 
nissent un  système  de  coordonnées  curvilignes,  et  dont  l'équation 
cartésienne  s'obtiendrait  par  l'élimination  de  u  et  de  v  entre  les 
trois  équations 

.*<*,  /  df  dv        dv  dv 

(5)  fix,y,z,u,v)  =  o,        m(a;,y,z,u,v)  =  o,        -  -J  -  -  _  =  o. 

Nous  avons  vu  précédemment  les  propriétés  essentielles  des 
développables  et  des  congruences  de  droites;  nous  n'aborderons 
pas  la  théorie  générale  des  enveloppes  et  des  congruences  de 
courbes,  dont  l'étude  exigerait  de  trop  longs  développements,  et 
nous  renverrons,  pour  cette  théorie,  à  l'ouvrage  de  M.  Darboux 
{Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  tome  II,  chap.  I). 

Remarque.  —  La  théorie  des  surfaces  enveloppes  est  sujette  à 
bien  des  restrictions;  il  pourra  arriver  par  exemple  que  les  élimi- 
nations  fassent   disparaître   tous  les   paramètres,  ou   n'en   laissent 
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subsister  qu'un  seul;  dans  le  premier  cas  l'enveloppe  se  réduirait 
à  un  ou  plusieurs  points  isolés;  dans  le  second  cette  enveloppe 
serait  non  plus  une  surface  mais  une  courbe.  Ces  cas  exceptionnels, 
qui  jouent  un  rôle  très  important  dans  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  présentent  peu  d'intérêt  au  point  de  vue  géomé- 
trique et  nous  n'y  insisterons  pas. 

Nous  sommes  en  définitive  amenés  à  considérer  deux  espèces 
d'enveloppes,  les  unes  à  un  paramètre,  les  autres  à  deux  para- 
mètres. Les  plus  simples  et  les  plus  intéressantes  sont  les  enve- 
loppes de  plans  ou  de  sphères.  Lorsque  l'enveloppée  est  un  plan 
qui  dépend  d'un  paramètre  unique,  l'enveloppe  est  la  surface 
développante  la  plus  générale  sur  laquelle  nous  n'avons  pas  à 
revenir;  si  l'enveloppée  est  un  plan  dépendant  de  deux  para- 
mètres u,  c,  les  coefficients  de  ce  plan,  c'est-à-dire  les  coor- 
données tangentielles  d'un  point  quelconque  de  l'enveloppe  sont 
immédiatement  données  en  fonction  des  coordonnées  curvi- 
lignes (w,  c).  La  théorie  des  enveloppes  de  plans  à  deux  para- 
mètres se  confond  donc  avec  la  théorie  d'une  surface  quelconque 
en  coordonnées  tangentielles. 

Nous  n'avons  donc  à  étudier,  avec  quelques  détails,  que  les 
enveloppes  de  sphères.  Nous  considérerons  d'abord  celles  qui 
dépendent  d'un  seul  paramètre  et  auxquelles  on  a  donné  le  nom 
de  périsphères  ou  surfaces  périsphériques. 

86.  Enveloppes  de  sphères  à  un  paramètre.  —  Supposons  donc 
que  la  surface  S  soit  une  sphère  dont  l'équation  dépende  d'un 
paramètre  unique  t;  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  sont 
des  fonctions  de  ce  paramètre,  le  centre  décrit  une  certaine 
courbe  (C)  dont  la  tangente  est  perpendiculaire  au  plan  radical 
de  S  et  de  la  sphère  infiniment  voisine  S'.  La  caractéristique  est 
un  cercle  K  ayant  pour  axe  la  tangente  au  point  correspondant  ni 
de  la  ligne  des  centres  {fig>  92).  Soient  ///  le  centre  de  l'enveloppée, 
M  un  point  quelconque  de  la  caractéristique.  Mm  est  normale  à 
l'enveloppée  et  par  suite  à  l'enveloppe;  donc  les  normales  à  l'en- 
veloppe le  long  de  la  caractéristique  forment  un  cône  de  révolution 
ayant  pour  sommet  le  centre  de  l'enveloppée,  donc  :  chaque 
Caractéristique  est  une  ligne  de  courbure  de  l'enveloppe. 

La  réciproque  est  vraie  ;  supposons  qu'une  surface  S   admette 
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pour  ligne  de  courbure  un  certain  cercle  (K);  nous  pouvons 
faire  passer  par  ce  cercle  une  sphère  (S)  qui  touche  la  surface  en 
un  point  donné  M;  le  cercle  (K.)  étant  une  ligne  de  courbure  com- 
mune à  S  et  à  S,  ces  deux  surfaces  se  coupent  le  long  de  ce  cercle 
sous  un  angle  constant,  et  puisque  cet  angle  est  nul  en  M  il  est  nul  en 
tous  les  points  du  cercle  ;  on  voit  de  plus  que  le  rayon  de  courbure 

Kig.  92. 


principal  correspondant  est  égal  au  rayon  M  de  la  sphère;  donc  : 

Toute  surface  qui  admet  comme  ligne  de  courbure  un  cercle 
se  raccorde  avec  une  sphère  tout  le  long  de  cette  ligne  de  cour- 
bure et  le  rayon  de  courbure  principal  correspondant  est  égal 
au  rayon  de  cette  sphère. 

Sur  une  enveloppe  de  sphères  à  un  paramètre,  les  caractéristiques 
forment  d'après  cela  une  première  famille  de  lignes  de  courbure  ; 
la  seconde  famille  se  compose  des  trajectoires  orthogonales  de  ces 
caractéristiques. 

Réciproquement,  si  une  surface  admet  comme  lignes  de  cour- 
bure une  famille  de  cercles,  elle  se  raccorde  suivant  chacun  d'eux 
avec  une  sphère  S  dont  l'équation  dépend  d'un  paramètre  unique; 
on  a  donc,  en  résumé,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  qu  une  surface  soit  périsphérique,  il 
faut  et  il  suffit  qu'une  de  ses  deux  familles  de  lignes  de  cour- 
bure soit  composée  de  cercles. 

Remarques.  —  Soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface,  K, 
le  centre  de  la  sphère  S  qui  touche  la  surface  en  ce  point,  K2  le 
second  centre  de  courbure  principal;  si  M  décrit  une  ligne  de 
courbure  circulaire  (C),  K,  est  immobile;  la  normalie  corres- 
pondante  est  un  cône  de  révolution,  sur  lequel  les  points  K2  et  M 
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se  correspondent  homographiquement;  le  lieu  du  second  centre 
de  courbure  est  donc  une  conique;  ce  théorème  est  dû  à 
Ribaucour.  Lorsque  le  cercle  (G)  varie,  le  point  K,  décrit  une 
courbe  (T)  qui  forme  la  première  nappe  de  la  développée  ;  la 
seconde  nappe  est  une  surface  engendrée  par  les  coniques  de 
Ribaucour  et  inscrite,  suivant  chacune  d'elles,  dans  un  cône  de 
révolution  avant  son  sommet  sur  la  courbe  (Y). 

Supposons  que  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  d'une 
surface  S  soient  circulaires.  Soit  Ct  une  ligne  de  courbure  de  la 
première  famille,  S,  la  sphère  tangente  à  S  suivant  le  cercle  C,  ; 
prenons  sur  C,  trois  points  M,  M',  M"  et  considérons  les  trois 
cercles  C2,  C!>,  C^  de  la  seconde  famille  qui  passent  par  ces  trois 
points  et  qui  coupent  à  angle  droit  le  cercle  C,  {fig.  o,3);  soient 

Fig.  i)3. 


enfin  S2,  S'2,  S",  les  trois  sphères  qui  se  raccordent  avec  la  sur- 
face S  suivant  les  trois  cercles  Co,  C',,  C!,  ;  ces  trois  sphères  touchent 
évidemment  la  sphère  S,  aux  trois  points  M,  M',  M ",  respective- 
ment. Si  nous  faisons  varier  maintenant  le  cercle  G,  de  telle  sorte 
qu'il  coïncide  successivement  avec  toutes  les  lignes  de  courbure 
de  la  première  famille,  il  engendre  la  surface  considérée  S  et  coïn- 
cide à  chaque  instant  avec  la  caractéristique  de  la  sphère  S<  qui, 
restant  tangente  à  trois  sphères  fixes  Sa,  S,,  S2,  dépendra  bien  d'un 
paramètre  unique;  la  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires  ou 
cyclide  de  Dupin,  est  donc  l'enveloppe  d'une  sphère  variable 
(jui  reste  tangente  à  trois  sphères  fixes;  je  dis  que,  réciproque- 
ment :  Lorsqu'une  sphère  variable  /este  constamment  tangente 
èi   trois  sphères  fixes,  elle  enveloppe  une  cyclide  de  Dupin. 

Soient  en  effet  S  la  sphère  variable,  S,,  Sa,  S:!  les  trois  sphères 
lixes  auxquelles  elle  doit  rester  tangente.  Il  est  d'abord  évident 
que  cette  sphère   S  dépend   d'un  seul  paramètre;  supposons  que 
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les  trois  sphères  fixes  se  coupent  en  un  point  réel  et  faisons  l'in- 
version en  prenant  pour  pôle  ce  point  fixe;  S,  ,  S2 ,  S3  se  trans- 
forment en  trois  plans  P,,  P2,  P:l  auxquels  la  transformée  de  S  devra 
rester  tangente;  l'enveloppe  de  celte  transformée  sera  formée  des 
quatre  cônes  de  révolution  inscrit  et  exinscrits  dans  le  trièdre  formé 
par  les  trois  plans  P,,  P2,  P3  ;  or  les  lignes  de  courbure  d'un  cône 
de  révolution  sont  des  cercles  et  des  droites  qui  par  une  transfor- 
mai ion  inverse  donneront  des  familles  de  cercles.  Lorsque  les 
trois  sphères  fixes  n'ont  aucun  point  réel  commun,  on  peut  pro- 
céder de  la  manière  suivante  :  le  plan  des  centres  coupe  ces  sphères 
suivant  trois  grands  cercles  orthogonaux  à  un  quatrième  qui  est, 
dans  le  cas  actuel,  toujours  réel  ;  prenons  alors  pour  pôle  d'inver- 
sion un  point  quelconque  de  ce  quatrième  cercle;  il  se  transforme 
en  une  droite  D  et  les  trois  autres  en  trois  cercles  orthogonaux  à 
D  et  ayant  par  suite  leurs  centres  0|,  02,  03  en  ligne  droite;  on 
est  donc  ramené  à  chercher  l'enveloppe  d'une  sphère  qui  reste 
tangente  à  trois  sphères  fixes  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite 
(fig-  94)-  Soient  O  le  centre  delà  sphère  variable,  mif  m2,  />?:}les 

Fi  g-  94- 


trois  points  de  contact.  Les  trois  droites  Omt,  Om2,  Om3  devant 
passer  respectivement  par  les  trois  centres  Ot ,  02,  03  sont  dans  un 
même  plan  avec  la  droite  D,  le  rayon  de  la  sphère  variable  sera  con- 
stant ainsi  que  la  distance  de  son  centre  à  la  droite  D  ;  car  un  cercle 
est  déterminé  complètement  par  la  condition  d'être  tangent  à  trois 
cercles  fixes  situés  dans  un  même  plan.  La  surface  transformée 
sera  par  conséquent  engendrée  par  la  rotation  d'un  tel  cercle 
autour  d'une  droite  située  dans  son  plan  ;  ce  sera  un  tore.  Les 
méridiens  et  les  parallèles  sont  les  lignes  de  courbure  et,  comme 
le  méridien  est  un  cercle,  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  circu- 

D.  20 
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taires  :  La    même  propriété  appartient   à  toutes    les    surfaces  réci- 
proques du  tore  et  par  suite  à  la  surface  S. 

Remarques. —  i°  La  cyclide  de  Dupin  étant  la  réciproque  d'un 
cône  de  révolution  est  évidemment  une  surface  du  quatrième  ordre. 

■2"  L'équation  d'un  tore  engendré  par  la  révolution  d'un  cercle 
de  rayon  a  autour  de  l'axe  de  ;  est,  en  appelant  d  la  distance  de 
Taxe  oz  au  centre  du  méridien. 


I  \  .)•'-  —   y-  —  d  '>-  —  z-  —  a-, 
ou  encore 

I  ./•'-  —  r-  —  Ja  -1-  d2  —  a1  )-  =  \  di{  .r2  -+-  y-  \. 

Celte  surface  admet  donc  comme  ligne  double  le  cercle  de 
l'infini  et  il  en  est  de  même,  d'après  les  propriétés  de  l'inversion, 
delà  cyclide  de  Dupin. 

On  adonné,  par  extension,  le  nom  de  cyclide  à  toute  surface  du 
troisième  ou  du  quatrième  degré,  qui  demeure  invariable  quand  on 
la  soumet  à  une  inversion  convenablement  choisie  (  Darboi  x,  Sur 
une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques). 

3°  Tout  plan  tangent  à  un  tore  et  passant  par  le  centre  touche 
la  surface  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  ce  centre;  cha- 
cun des  deux  points  de  contact  est  un  point  double  de  l'intersec- 
tion du  tore  et  du  plan  tangent  ;  cette  intersection  est  d'ailleurs 
une  quartique  avant  les  points  cycliques  pour  points  doubles: 
elle  admet  donc  quatre  points  doubles  et  par  suite  se  scinde  en 
deux  coniques  dont  chacune  passe  par  les  points  circulaires  à  l'in- 
fini, c'est-à-dire  en  deux  cercles;  la  cyclide  de  Dupin  admet  donc, 
outre  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure,  deux  séries  de  sections 
circulaires  ;  en  d'autres  termes,  il  existe  une  famille  de  sphères 
bitangentes  dont   chacune  coupe  la  cyclide  suivant  deux  cercles. 

4"  Nous  avons  vu  que,  si  l'une  des  familles  de  lignes  de  courbure 
est  composée  de  cercles,  la  nappe  correspondante  de  la  développée 
se  réduit  à  une  courbe  ;  dans  le  cas  particulier  de  la  cyclide  de 
Dupin,  toutes  les  lignes  de  courbure  étant  circulaires,  la  dévelop- 
pée se  compose  de  deux  courbes;  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut 
(p.  3o  \  ).  ces  deux  courbes  sont  des  coniques  dont  chacune  est  le  lieu 
des  sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  l'autre.  On  voit 
de  même  que,  réciproquement,  si  les  normales  d*  une  surf  ace  ren- 
contrent deux  courbes  fixes,  ces  deux  courbes  sont  des  coniques 
focales  l'une  de  l'autre,  et  la  surface  est  une  cyclide  de  Dupin. 
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Surface  canal.  —On  a  donné  le  nom  de  surface  canal  à  l'en- 
veloppe d'une  sphère  de  rayon  constant  dont  le  centre  décrit  une 
courbe    donnée  quelconque.    Le    plan   radical    de    deux   sphères 
égales  étant  perpendiculaire   à   la  ligne  des  centres  en  son  milieu, 
le  plan  de  la  caractéristique,  dans  le  cas  d'une  surface  canal,  coïn- 
cidera avec  le  plan  normal  de  la  ligne  des   centres;   cette  carac- 
téristique étant  d'ailleurs  un  grand  cercle   de  l'enveloppée  aura 
un  rayon   constant  ;  une  surface  canal   est   donc   engendrée    par 
un  cercle    de   rayon   constant  qui   se  déplace  de  telle   sorte    que 
son  plan  reste  constamment  normal  à  la  trajectoire  de  son  centre. 
On  voit  de  plus  que  le  rayon  de  courbure  principal  correspondant 
est  constant  dans  toute  l'étendue  de  la  surface  et  égal  au  rayon  de 
la  sphère  mobile.   Réciproquement  toute    surface  dont  l'une  des 
courbures  principales  est  constante  est  une  surface  canal.   En 
ellet,  la  variation  du  rayon  de  courbure  principal  correspondant, 
quand  on  passe  d'un  point  A  à  un  autre  point  B   d'une  ligne  de 
courbure,  sur  une  surface  quelconque,  est  mesurée  par  l'arc  cor- 
respondant de  l'arête  de  rebroussement  de   la  normalie  ;   si  cette 
variation  est  nulle,  l'arc  est  lui-même  nul  et  l'arête  de  rebrousse- 
ment se  réduit  à  un  point;    la  ligne  de  courbure  considérée,  dont 
le  plan  normal  passe  par  un  point  fixe,  est  située  sur  une  sphère 
ayant  ce  point  pour  centre  et  qui  touche  la  surface  tout  le  long  de 
la  ligne  de  courbure  considérée.  En  d'autres   termes  :  si  tout  le 
long  d'une  ligne  de  courbure  d'une  sur/ace  le  rayon  de  cour- 
bure principal  correspondant  reste  constant  et  égal  à  a,  la  sur- 
face se  raccorde  suivant  cette  ligne  avec  une  sphère  de  rayon  a. 
Supposons  alors  que  le  rayon  de  première  courbure,  par  exemple, 
soit  constant  et  égal  à  a  ;  toutes  les  lignes  de  première  courbure 
satisferont  à  la  condition  précédente  ;  la  surface  sera  donc  tangente 
le  long  de  chacune  d'elles  à  une  sphère  de  rayon  a.  Ce  sera  donc 
l'enveloppe  à  un  paramètre,  d'une  sphère  de  rayon  constant,  c'est- 
à-dire  une  surface  canal. 

Surface  dont  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  sont 

constants.  —  Si  les  deux  courbures  principales  demeurent,  l'une 

et  l'autre,  constantes  dans  toute  l'étendue  d'une  surface,  elles  sont 

nécessairement  égales  et  cette  surface  est  une  sphère  (Bertrand, 

Cale,  diff'.,  p.  7^4)- 
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En  effet,  toutes  les  lignes  de  courbure  étant  évidemment  des 
cercles,  la  surface  est  une  cyclide  de  Dupin  ou,  comme  on  l'a  vu, 
l'enveloppe  dune  sphère  qui  reste  tangente  à  trois  sphères  fixes  ; 
or,  dans  le  cas  actuel,  la  sphère  mobile  ayant  un  rayon  constant, 
les  distances  de  son  centre  aux  trois  centres  des  sphères  fixes 
demeurent  invariables  ;  cette  sphère  a  donc  un  centre  fixe  ('  )et  ne 
peut  que  tourner  autour  de  ce  centre  en  coïncidant  constamment 
avec  elle-même.  La  surface  se  réduit  bien  à  une  sphère,  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Cette  démonstration  et  la  précédente  supposent 
la  surface  réelle. 

87.  Enveloppes  de  sphères  à  deux  paramètres.  —  On  peut  tou- 
jours, et  en  général  d'une  infinité  de  manières,  définir  une  surface 
quelconque  S  comme  l'enveloppe  à  deux  paramètres  d'une  surface 
variable  S  d'espèce  donnée;  si  ces  surfaces  S  doivent  être  des 
sphères,  on  choisira,  pour  représenter  chaque  point  M  de  la  surface  S, 
un  système  de  coordonnées  curvilignes  (m,  c)  ;  on  portera  sur  la 
normale  en  chaque  point  M  une  longueur  MK  =  p  fonction  arbi- 
traire de  ces  deux  paramètres  ;  la  surface  S  sera  alors  évidemment 
l'enveloppe  d'une  sphère  variable  de  centre  K  et  de  rayon  p.  Si  les 
coordonnées  du  point  M  sont  /'(?/,  i),  ç;  (w,  c),  à(u,v)  et  qu'on 
désigne  par  a(«,  c).  u(m,v),  v(m,  v)  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale,  l'équation  de  la  sphère  enveloppée  sera 

—  ap[X(a?  —  />  -+-  u.(y  —  »)•+-  v(.s  —  *!*)]  =  "• 

Inversement,  on  aura  une  famille  de  sphères  à  deux  paramètres 
si  l'on  se  donne  deux  relations  constantes  entre  le  rayon  p  et  les 
coordonnées  a,  b,  c  du  centre. 

Surfaces  cerclées.  —  Ce  mode  de  représentation  analytique  se 
prête  avec  une  facilité  particulière  à  l'étude  de  la  surface  engendrée 
par  un  cercle  de  rayon  et  de  position  \ariables.  Ln  raisonnement 
géométrique  très  simple  conduit  au  système  de  sphères  bitan- 
genles  le  plus  avantageux  pour  l'étude  d'une  telle  surface.  Nous 
laissons  de  côté  le  cas  des  sphères  à  un  paramètre,  c'est-à-dire  le 

(')  Si  les  centres  des  trois  sphères  li\es  étaient  en  ligne  droite,  la  surface  sel  ail 
un  tore  et  le  théorème  serait  évident. 
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cas  où  chaque  génératrice  circulaire  a  deux  points  communs  avec 
la  génératrice  infiniment  voisine. 

Remarquons  d'abord  que,  deux  cercles  (C)  et  (C)  étant  placés 
comme  on  voudra  dans  l'espace,  il  existe  un  point,  qu'on  pourrait 
appeler  leur  centre  radical  et  qui  a  même  puissance  par  rapport 
à  ces  ileux  cercles  ;  ce  point  est  situé  à  la  fois  sur  la  droite  suivant 
laquelle  se  coupent  les  plans  de  (G)  et  de  (C)  et  sur  la  corde 
commune  à  l'un  de  ces  deux  cercles  et  à  une  splière  quelconque 
passant  par  l'autre. 

Ceci  posé,  soient  i  G),  (G')  deux  génératrices  circulaires,  infini- 
ment voisines,  de  notre  surface;  Q,  Q'  les  plans  de  ces  généra- 
trices. Faisons  passer  par  (G)  une  sphère  fixe  (S);  cette  sphère 
coupe  (G')  en  deux  points  et  ces  deux  points  sont  en  ligne  droite 
avec  le  centre  radical  de  (G)  et  de  (G').  Si  (G')  varie  d'une  manière 
continue  et  vient  se  confondre  avec  (G),  ces  deux  points  viendront 
occuper  sur  (G)  deux  positions  limites  M,  Vf  en  ligne  droite  avec 
un  point  bien  déterminé  P,  centre  radical  des  deux  génératrices 
infiniment  voisines  ;  il  est  évident  d'ailleurs  que  la  sphère  (S)  et  la 

Fig.  o5. 


surface  cerclée  se  touchent  en  chacun  des  points  M,  M!  [fig-  g5). 
Chaque  point  pris  sur  l'axe  du  cercle  générateur  est  donc  le  centre 
dune  sphère  bitangente  à  la  surface  en  deux  points  de  cette  géné- 
ratrice :  toutes  les  cordes  de  contact  vont  concourir  au  point  P  ;  en 
outre  la  sphère  S  de  centre  P  qui  coupe  orthogonalement  G  est 
orthogonale  à  toutes  les  sphères  de  deux  séries  consécutives.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  un  axe  X  et  une  sphère  (S)  qui  varient  simul- 
tanément en  fonction  d'un  seul  paramètre,   la  surface  cerclée 
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la  plus  générale  est  i 'enveloppe,  à  deux  paramètres,  d'une 
sphère  variable  assujettie  ci  avoir  son  centre  sur  X  et  à  couper 
orlhogonalement  (S). 

Les  propriétés  les  plus  importantes  des  surfaces  cerclées  sont 
presque  évidentes,  quand  on  adopte  ce  mode  de  définition.  Nous 
dirons  que  deux  points  M,  M'  d'une  même  génératrice,  en  ligne 
droite  avec  le  pôle  P,  forment  un  couple  de  points  conjugués. 
A  un  tel  couple  de  points  correspond  une  sphère  bitangente  et  une 
seule;  les  deux  normales  correspondantes  coupent  l'axe  (X)  au 
même  point;  les  deux  plans  tangents  sont  également  inclinés  sur 
le  plan  Q  de  la  génératrice  ;  leur  droite  d'intersection  s'appuie  à 
la  fois  sur  l'axe  X  et  sur  la  polaire  du  point  P,  trace  sur  ces 
deux  droites  deux  divisions  homographiques  et  décrit  par  consé- 
quent un  hyperboloïde. 

Deux  points  conjugués  ne  peuvent  se  confondre  que  s'ils  vien- 
nent, soit  en  (C),  soit  en  (C),  sur  la  polaire  de  P,  mais  alors  la 
droite  d'intersection  des  deux  plans  tangents  a  pour  limite  la 
tangente  conjuguée  de  la  tangente  au  cercle  PC  ;  elle  est  évidem- 
ment perpendiculaire  à  PC  qui  est,  par  suite,  une  direction  prin- 
cipale. Il  existe  donc  sur  chaque  génératrice  deux  points  et  deux 
seulement,  où  elle  est  tangente  à  une  ligne  de  courbure  ;  ces  deux 
points  sont  situés  sur  la  polaire  de  P. 

Si  le  centre  de  la  sphère  bitangente  s'éloigne  indéfiniment,  la 
sécante  MM'  devient  la  caractéristique  AA'  du  plan  Q  de  la  gé- 
nératrice. Les  deux  points  conjugués  AA'  sont  caractérisés  par 
ce  fait  qu  en  chacun  d'eux  la  génératrice  est  tangente  à  une 
ligne  asymptotique ;  car,  en  l'un  de  ces  points,  le  plan  du  cercle 
est  tangent  à  la  surface. 

On  voit  aussi  que,  si  la  sphère  (S)  admet  (G)  comme  grand  cercle, 
les  normales  aux  deux  points  conjugués  correspondants  a,  a'  sont 
toutes  deux  situées  dans  le  plan  Q  ;  il  est  aisé  de  voir  que  cette  sé- 
cante aa'estsituéedans  le  plan  normal  delà  trajectoire  du  centre  O. 

Cherchons  enfin,  pour  terminer,  la  surface  formée  par  les  nor- 
males dont  les  pieds  appartiennent  à  une  même  génératrice  ;  cette 
question  est  analogue  à  celle  qui  concerne  la  distribution  des  plans 
tangents  à  une  surface  réglée  le  long  d'une  même  génératrice.  La 
surface  cherchée  coupe  le  plan  Q   suivant  un  lieu  du  quatrième 
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ordre  formé  des  deux  normales  aOa, ,  a'Oa',  elde  la  génératrice  (G), 
et  comme  chaque  point  du  lieu  autre  que  a,  et  a,  est  certainement 
un  point  simple,  la  surface  (N)  engendrée  par  les  normales  est  du 
quatrième  ordre,  cela  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui  suit.  Cherchons 
le  lieu  des  points  de  cette  surface  (N),  d'où  partent  deux  normales 
ayant  leurs  pieds  sur  (G);  comme  toutes  les  normales  doivent 
rencontrer  l'axe  (X),'  ce  lieu  se  scinde  en  deux  :  d'une  part 
l'axe  (X)  qui  correspond  aux  couples  de  points  conjugués,  d'au  Ire 
part  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  dont 
les  pieds  soient  diamétralement  opposés. 

Or  ce  dernier  lieu  a  sur  OX  un  point  H,  bien  déterminé,  cor- 
respondant au  cas  où  les  pieds  des  deux  normales  sont  à  la  fois 
conjugués  et  diamétralement  opposés  et  par  suite  sur  le  diamètre 
PO.  Tout  plan  mené  par  Taxe  du  cercle  coupe  le  lieu  cherché  en 
un  seul  point,  distinct  de  H  ;  donc  ce  lieu  est  une  conique  (  K.)  qui 
passe  parles  points  H,  a,  ,  a\  ;.son  plan  est  ainsi  déterminé  ;  elle 
rencontre  d'ailleurs  les  parallèles  à  X,  menées  par  les  deux  points 
A  et  A',  en  deux  points  qui  achèvent  de  la  définir  (Jig.  q5). 

On  est  ainsi  conduit  à  la  construction  suivante  (Jig.  96)  de  la 

Fig.  96. 


normale  en  un  point  M  quelconque  de  la  génératrice  (G).  Ayant 
construit  la  conique  K  à  l'aide  des  cinq  éléments  qui  la  définissent, 
on  déterminera  le  point  d'intersection  N  de  cette  conique  avec  le 
plan  MOX  ;  la  droite  MIS  sera  la  normale  cherchée.  La  surface 
réglée  engendrée  par  toutes  les  normales  dont  les  pieds  sont  sur  O 
est  ainsi  définie  par  les  trois  directrices  (G),  X  et  (K).  Il  est  aisé 
d'obtenir  l'équation  de  cette  surface  et  l'on  vérifierait  qu'elle  est 
bien  du  quatrième  degré.  [Cf.  Sur  les  surfaces  à  génératrice 
circulaire  (Annales  de  VE.  N.,  1  885,  p.  180).] 
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Formules  générales  du  déplacement  .  on  paramètre.  — 
Application  a  la  théorie  des  surfaces  réglées;  distri- 
bution des  plans  tangents  et  des  normales  le  long  d'une 

génératrice.  surface  conjuguée.  étude  des  lignes 

tracées  sur  une  surface   réglée.  llgne   de   striction, 

LIGNES    GÉODÉSIQUES.    LIGNES     ASVMPTOTIQUES     d'uNE    SURFACE 

réglée.  —  Lignes  de  courbure  et  courbures  principales; 
détermination  des  surfaces  réglées  définies  par  une 
propriété   de   courbure. 


8().  Nous  terminerons  cette  première  partie  de  la  théorie  des 
surfaces  par  l'exposé  dune  méthode  qui  permet  de  réduire,  à 
chaque  instant,  à  une  forme  géométrique,  les  résultats  obtenus 
par  l'analyse  ;  celte  méthode  (  '  )  repose  sur  des  formules  bien  con- 
nues de  cinématique  que  nous  rappellerons  d'abord. 

Considérons  un  trièdre  trirectangle  Qxyz  qui  se  déplace  d'une 
manière  continue  en  fonction  d'un  paramètre  f>,  celte  variable  v 
étant,  si  l'on  veut,  le  temps  écoulé  depuis  une  époque  déter- 
minée. Soient  «,  6,  c,  les  coordonnées  du  sommet  par  rapport  à  un 
système  d'axes  fixes  0(J7|,  Otyt1  0( -i  et  supposons  les  cosinus 
directeurs  des  trois  arêtes  représentés  par  le  tableau  suivant  : 


Ox 

Oy 

Oz 

<>,.r, 

X| 

a 

*,'i 

<»,_,-, 

a2 

h 

Y- 

o,*, 

«3 

h 

73 

(')  Pour  une  étude  plus  complète  du  déplacement  à  un  paramètre,  ou  à  deux 
paramètres,  voir  :  DARBOUX,  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  Chap.  I 
et  suivants:  Kœnigs,  Leçons  de  Cinématique,  Cliap.  VI  et  IX. 
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Les  douze  quantités  </,  A,  c;  a,,  3,,  y,  ;  y.,.  ...  :  .  .  . ,  y3  sont  des 
fonctions  de  v  et  les  coordonnées  d'un  même  point  INI  quelconque 
par  rapport  aux  deux  systèmes  d'axes  sont  liées  par  les  équations 

!./-,  =  a-h  *\X  -+-  3,  y  -+-  y, -s, 
>-,  =  b  -+-  a2.r  -h  Psj  -+-  7,  z, 
zx  =  c  -t-  -/3a-  -4-  3:,  7  h-  Ys  3- 

La  méthode  consiste  à  prendre  pour  axes  fixes  à  chaque  instant 
les  trois  droites  '«krec  lesquelles  coïncident  les  trois  arêtes  du 
trièdre  mobile.  On  aura  alors,  au  commencement  de  l'instant  dv, 

lsc  =  xx,       r  =  jKi,       z  =  zu       a  =  b  =  c  =  o,       a,  =  |îa  =  y»  =  1, 

\  pi  =  Y«  =  *î=  Y*  =  as=  Ps=  o, 

formules  de  réduction  qui  devront  n'être  appliquées  à  une  relation 
quelconque  qu'après  les  diflerentiations.  On  a  par  exemple  en 
dififé rendant  à! abord  les  deux  relations 

A  ■+-  Pî  -+■  YÏ  =  ïi         "2 «3  •+■  sî  33  -+-  y-2 Ys  =  °> 

et  appliquant  ensuite  les  formules  (2) 

dcii  =  o,         rf[i,3  -4-  û?Ya  =  °  i 

nous  aurons  donc,  en  représentant  par  un  accent  toutes  les  déri- 
vées prises  par  rapporta  c, 

«î  =  P2  =Ys  =  o. 


(3) 

aï  ■+■  Y  a  =  ».         Y'i  +  «'s  =  o,         a2  +  S',  =  o, 

ce  qui  complète  l'ensemble  de  nos  formules  de  réduction. 

Ceci  posé,  diflerentions  les  formules  (  1  )  en  les  simplifiant  à 
l'aide  des  formules  (2)  et (3).  Le  point  M(x,y,  z)  pouvant  se  dépla- 
cer d'une  manière  quelconque,  x,yetz  sont  des  fonctions  de  cer- 
taines variables  et  nous  aurons  dans  tous  les  cas,  en  formules 
réduites, 

dx{  =  dx  -+■  (a' -h  Yt  z  -+-  p\  y)  dv, 
dyx  =  dy  -+-  (  b'  -+-  %\  x  -+-  Y2  z)  dv, 
dz\  =  dz  ■+-  (c'  -+-  $'3y  -t-a3  se)  dv. 

l'osons  maintenant 

Pi  =  —  72  =P\         Yi  =  -  *i  =9i         *ï  =  —  û'i  =  '' 
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et  représentons  par  8#,  8y,  oz  les  composantes  du  déplacement  du 
point  1VI  par  rapport  aux  axes  fixes,  nous  obtenons  les  formules 
fondamentales  : 

l   8a?  =  dx  -+-  (a' '-+■  qz  —  ry)  dv, 

( 4)  l  ày  =  dy  -+-  ( b' -+-  rx  —  pz)  dv, 
f   os  =  dz  -+-  (c'  -\- py  —  qx)dv. 

Ces  mêmes  relations  permettent  d'évaluer  la  variation  infini- 
ment petite  d'une  direction.  Soient  en  effet  £,  7|,  Ç  les  cosinus  des 
angles  qu'elle  fait,  à  l'instant  p,  avec  les  axes  mobiles  ;  menons 
par  le  point  fixe  O,  un  vecteur  parallèle  à  cette  direction  et  de 
longueur  i  ;  l'extrémité  de  ce  vecteur  aura  pour  coordonnées  rela- 
tives —  a  -+-£,  —  b  +?),  —  c  +  s  et  les  composantes  de  son  dépla- 
cement absolu  seront  données  par  les  formules  (4)  qui  deviennent 
ici 

(  5  )  <  8ïj  =  di\  -4-  (  /•£  —  p  £)  <afi', 

(   8Ç  =  rfÇ  -+-  (/?7)  —  r/  £  )  «fp. 

Les  formules  (4)  et  (5)  contiennent  toute  la  théorie  du  dépla- 
cement à  un  paramètre.  Si  nous  en  faisons  l'application  à  chacune 
des  trois  directions  des  arêtes  du  trièdre,  nous  obtenons  immédia- 
tement 

!pour  Oa?(£  =  i,  7j  =  Ç  =  oj,     o£=o,  8ttj  =  rdv,         8Ç=  —  q  dv, 

pour  Oy(%  =  Ç  =  o,  i}  =  i),     6ç=  —  rdi\     ot,  =  o,  o~Ç=pdv, 

pour  Oi(5  =  i)  =  o,  L  =i),     8£=<7<ii',         87)  =— •/>  rfi>,     oÇ  =  o. 

Déplacement  des  arêtes  du  trièdre.  —  Considérons  par 
exemple  l'axe  Oz  :  à  la  fin  de  l'instant  rfc  il  occupe  une  position  O'  z 
et  ses  équations  sont  alors 

-    *  ^  —  a'  dv  _  y  —  &'  */c        s  —  c'  ^c 

q  dv  —  p  dv  i 

L'angle  s  formé  par  les  deux  directions  Oz,  O'z'  a  pour  valeur 

(5)  s  =  yp*~+~qî  dv. 

La  projection  de  O'z'  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 
px  -4-  <7JK  =  (  qb'  -+- pa'  )  dv. 


CEfAPITRE   XIX.    —   GÉOMÉTRIE   CINÉMATIQUE.  3l5 

La  plus  courte  distance  /  entre  O^  et  O 'z'  a  donc  pour  valeur 

pa'-h-  qb'   , 
(9)  '  =     ,    ,         ,  dv- 

vp-^-q- 

Enfin  la  perpendiculaire  commune  à  O;  et  O' s'a  pour  projection 
sur  le  plan  des  xy  la  droite  qx —  py  =  o,  d'où  l'on  conclut,  en 
raison  des  équations  (  -  ),  pour  l'ordonnée  du  point  où  cette  perpen- 
diculaire commune  vient,  à  la  limite,  couper  Qz  (point  central)  : 

r,»\  i  -  Pb'  —{la' 

Un  simple  changement  de  lettres  donnerait  trois  formules  ana- 
logues à  ces  formules  (7),  (8)  et  (9)  pour  la  droite  Qx  ou  pour  Oy. 

Remarque.  —  Si  l'on  avait  à  envisager  le  déplacement  de  l'une 
des  faces  du  trièdre,  du  plan^Oy  par  exemple,  on  obtiendrait,  de 
la  manière  suivante,  l'équation  de  sa  caractéristique.  En  tout  point 
lié  invariablement  au  plan,  a?}  y,  z  sont  trois  constantes  dont  la 
dernière  est  nulle  puisque  le  point  appartient  au  planxOj',  et  l'on 
a  d'après  les  équations  (4) 

ox  =  (a' — ry)dv,         8y  =  {b' ■+-  rx)  dv,         $z  5=  (c' -+- py  t-  gx)dv, 

Or  les  points  de  la  caractéristique  sont  évidemment  ceux  pour 
lesquels  oz  est  infiniment  petit  d'ordre  supérieur;  on  a  donc  pour 
les  équations  de  cette  droite 

(11)  3  =  0,         py  —  ya?-Hc'=o. 

On  arrive  au  même  résultat  en  remarquant  que  l'équation  du 
planay'O'-s',  infiniment  voisin  de  xQy,  est,  d'après  les  formules  (7), 

g  dv(x  —  a'  dv  )  —  p  dv(y  —  b'  dv )  -+-  z  —  c'  dv  =  o. 

87 .  Application  aux  surfaces  réglées.  —  Considérons  une 
droite  (G)  qui  se  déplace  d'une  manière  quelconque  en  fonction 
d'un  paramètre  v.  Prenons  pour  axe  des  s  cette  droite  (G)  et  pour 
axe  des  x  la  perpendiculaire  commune  à  (G)  et  à  la  droite  (G7) 
infiniment  voisine,  de  sorte  que  l'origine  coïncide  avec  le  point 
central.  On  aura  alors,  d'après  l'une  des  formules  (7),  </ =  o,  car 
(G')  devra  être  perpendiculaire  à  Qx;àe  plus,  le  z  du  point  central 
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devra  être  nul,  et  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (10),  pb' —  qa'=^o, 
d'où/>tV  =  o.  Or  si  p  était  constamment  nul,  en  même  temps  que 
or,  l'angle  e  de  (G)  et  de  (  G')  serait  constamment  d'ordre  supérieur 
au  premier  et  par  suite  identiquement  nul  ;  la  surface  engendrée 
par  b  serait  un  cylindre  ;  en  laissant  de  côté  ce  cas  particulier,  on 
devra  avoir  b'  =  u.  Ceci  posé,  nous  déterminerons  chaque  point  M 
de  la  surface  par  deux  coordonnées  curvilignes  dont  lune  sera  v 
et  l'autre  la  distance  z  de  ce  point  au  point  central  de  la  généra- 
trice  correspondante;    nous  aurons  alors  pour   les    coordonnées 

x  =  o,       y  =  o,        z  =  u, 
et  les  formules  (4  )  se  réduiront  à 

o.r  =  a'  dv.  oy  =  — pu  dv,         oz  =  du  -+-  c'  dv . 

Nous  pouvons  y  introduire  dès  maintenant  des  éléments  pure- 
ment géométriques.  Si  nous  les  appliquons  au  point  central,  nous 
aurons,  pour  un  déplacement  effectué  sur  la  ligne  de  striction, 
ou  lieu  des  points  centraux, 

or  =  a  dv,         oy  =■  o,         8.s  =  c'  dv. 

Nous  pourrons  prendre  pour  variable  v  l'arc  de  la  ligne  de  stric- 
tion, ce  qui  revient  à  laisser  de  côté  le  cas  où  la  surface  serait  un 
cône  ;  si  nous  appelons  u  l'inclinaison  de  cette  ligne  sur  la  géné- 
ratrice b  nous  aurons,  en  vertu  de  ces  formules, 

o.r  =  dv  sin  co  =  a'  dv,         oz  =  dv  costo  =  c'  dv, 
«=sinu>,  c'=cosio; 

d'autre    part    les    formules    (8)    et  (9)   se   réduisent  dans   le  cas 

actuel  à 

£  =  ût,  =  — p  dv,  l  =  a  dv  =  sin  co  dv, 

Nous  aurons  à  considérer  le  rapport  j  que  nous  désignerons  par 

m  et  les  formules  précédentes  se  réduisent  à  p  =  —  tts  sin  u>;  on 
a  donc  en  définitive  pour  les  formules  du  déplacement 

(12)       ox  =  dv  sin  w,         oy  =  mu  sidoj  dv,         b*z  =  du  -t-  cosio  dv. 

Surface  conjuguée.  —  La  perpendiculaire  commune  à  la  gêné- 
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Patrice  infiniment  voisine,  engendre  elle-même  une  surlace  réglée 
qui  est  dite  conjuguée  de  la  première.  Celte  perpendiculaire  com- 
mune coïncide,  d'après  notre  choix  d'axes,  avec  Ox  ;  appelons 
£1  .  /|  .  M,  les  éléments  relatifs  à  cet  axe,  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  désignés  pour  Os  par  e,  /,  m.  Nous  aurons,  d'après  les 
formules  (6),  (8),  (9)  convenablement  transformées, 

qa'-{-  rc  , 

e,  =  r  <h\  /,  =  «<>  =  c  «f,  /■  =  tttj  coso). 

formules  qui  mettent  bien  en  évidence  la  réciprocité  de  situation 
des  deux  surfaces  et  justifient  le  nom  de  surfaces  conjuguées  ;  elles 
ont  même  point  central,  même  ligne  de  striction  et  même  plan 
tangent  en  chaque  point  de  cette  ligne.  En  résumé  tous  les  para- 
mètres qui  figurent  dans  les  formules  fondamentales  ont  mainte- 
tenant  une  signification  géométrique  : 

«'=sinto,         b'  =  o,         c'=cosu>.         p=  —  rosiau), 

q  =  O,  T  =  77T|  cosw. 

Remarquons  enfin  que  les  équations 

p  =  o,         a'  =  o,         c  =  o,         /■  =  o 

caractérisent  respectivement  les  cylindres,  les  surfaces  dévelop- 
pables,  celles  qui  sont  formées  par  les  binormales  d'une  courbe 
gauche,  et  les  surfaces  à  plan  directeur. 

Plan  tangent.  Normale.- —  -SiA,B,  C  sont  trois  coefficients 
proportionnels  aux  cosinus  directeurs  À,  jj.,  v,  de  la  normale,  on 
doit  avoir  identiquement 

A  Zx  -r-  B  oy  -+-  C  03  =  o. 

Remplaçons  ou.-,  oy,  8s  par  leurs  valeurs  (12)  et  annulons  le 
terme  en  du  et  le  terme  en  dv,  nous  avons  ainsi 

A  sin  oj  -+-  Brjj u  sin  w  -+-  G  cosw  =  o.  G  =  o. 

Nous  pouvons  donc  prendre 

(i3)  A=  —  mu,        B=i,        G  =  o. 

L'équation  du  plan  tangent  au  point  M  est  donc 

Y  =  rsuX. 
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L'angle  tp  que  fait  le  plan  avec  zOx  est  donc  donné  par  la  for- 
mule tangcp  =  njM,  d'où  l'on  déduit  immédiatement  les  propositions 
que  nous  avons  démontrées  (première  Partie)  et  que  nous  rap- 
pellerons rapidement  ici  : 

i"  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  <Vune  même 
génératrice  est  égal  à  celui  des  quatre  plans  tangents  corres- 
pondants. 

2°  Le  point  O  est  le  point  central  dJ une  involution  formée 
par  les  couples  de  points  de  ta  génératrice  où  les  plans  tan- 
gents sont  rectangulaires. 

3°  Les  normales  aux  différents  points  d'une  même  généra- 
trice forment  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Remarquons  encore  que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
sont  donnés  par  les  formules 

(i4)  X  =  —  sino,  jj.  =  coscp,         v  =  o         (  tangcp  =  tsu ). 

88.  Étude  des  lignes  tracées  sur  la  surface.  —  Si  l'on  ajoute 
les  carrés  des  formules  (  12)  il  vient 

ds-  =  (1  -t-  ra'2  iï2  )  sin2o)  dv- -±-  (  du  -+-  cosw  dv )-. 

ou,  en  appelant  i  l'angle  de    la  ligne    considérée  avec   la  généra- 
trice, 

y  1  -+-  m-  «2  sin  10  dv  =  ds  sin  i, 


(i5) 

du  -+-  cosco  dv  =  ds  cosi. 

Les  formules  (  1 2 )  donnent  alors,  en  employant  les  notations 
que  nous  avons  toujours  adoptées  pour  les  lignes  à  double  cour- 
bure. 


=  sin  1  cos< 


1  y7'  -t  ra2"2 

(16  )  <    0  Tjsu  sini  ... 

v  1  p=  —  =  sin;  sin  cp, 

\  y  =  cos  i. 

Si  l'on  différentie  ces  formules,  à  l'aide  des  équations  (5)  on 
en  déduira,  par  l'application  des  formules  de  Serret,  les  propriétés 
relatives  à  la  courbure  et  à  la  normale  principale  ;   cette  dernière 
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direction  étant  connue  on  aura  les  cosinus  directeurs  de  la  hi nor- 
male, auxquels  on  pourra  appliquer  ces  mêmes  équations  (5)pour 
calculer  la  torsion  et  ainsi  de  suite.  Nous  dirons  seulement  quel- 
ques mots  des  propriétés  de  la  ligne  de  striction. 

Ligne  de  striction.  —  Pour  la  ligne  de  striction  on  a 


a  =  sin  to, 
X  =  o, 


Mo, 
[1  =  1, 


Y  =  cos< 
v  =  o. 


Appliquons  les  formules  (5)  et  les  formules  générales  de  Serret 

SX  =  —  r  dv. 


ut'  cosw  dv  =  —  dv, 

P 


P' 


38  =  (/•  sin  w  —  p cosw )  dv  =  —  dv, 

P 

oy  =  - 


dv  =  ±-di>, 


Ô(X=  o, 

8v  =  p  dv, 


p  étant  le  rayon  de  courbure  de.  la  ligne  de  striction.  L'angle  9  que 
fait  la  normale  principale  avec  la  normale  oy  à  la  surface  a  évidem- 
ment pour  cosinus  [i'  ;  on  a  donc  par  la  courbure  normale  et  la 
courbure  géodésique  de  la  ligne  de  striction 


Pu 


cosO  .  .  .    . 

=    =  /•  sin  w  — p  cosw  =  (ra  -+-  ttjj  )  sin  w  cosw, 

P 

i     _  sinO  , 


Quant  à  la  torsion  géodésique  =r  elle  est  donnée  par  la  formule 
(£76,  p.  261) 


1 

dv 


*       3       Y 

X  |1  V 

SX    8(1     o\ 


=  p  sinw  -1-  r  cosw  =  xni  cos2  w  —  m  sin2 w. 


On  a  donc  en  résumé,  pour  la    courbure  tangentielle,  la  cour- 
bure normale  et  la  torsion  géodésique  de  la  ligne  de  striction 


(i7,     —  =  u>,         — 


<TH  ■+-  CTi)  sin  w  cosw, 


— -  =  w\  cos2  w  —  w  sin2  w. 


On  en  déduit  immédiatement  un  certain  nombre  de  proposi- 
tions importantes.  Supposons,  par  exemple,  que  l'angle  w  soit  cons- 
tant ;  la  ligne  de  striction  aura  une  courbure  géodésique  nulle  en 
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tous  ses  points;  elle  sera  ce  qu'on  appelle  une  ligne  géodésique 

de  la  surface.  Réciproquement  si  —  est  nul  10  reste  constant;  donc: 

r      l  Pe 

Théorème.  —  Pour  que  la  ligne  de  striction  d'une  surface 
réglée  soit  une  ligne  géodésique  de  cette  surface,  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  coupe  les  génératrices  sous  un  angle  constant 
(O.  Bonnet). 

Cherchons  encore  dans  quel  cas  la  ligne  de  striction  sera  asymp- 
totique;  la  courbure  géodésique  devant  être,  dans  ce  cas,  iden- 
tique à  la  courbure  propre,  la  première  des  formules  (  17)  donnera 

<o'  =  —  comme  condition  nécessaire  et  suffisante  ;  d'autre  part  la 

courbure  normale  devant  alors  s'annuler  la  seconde  formule  (17) 
donnera  ra-f-ro,  =  o,  d'où  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  en  chaque  point  d"1 une  courbe  gauche  on 
mène,  dans  le  plan  oscillateur,  une  droite  faisant  avec  la 
tangente  un  angle  variable  dont  la  différentielle  soit  égale  à 
C angle  de  contingence,  cette  droite  engendre  la  surface  gauche 
la  plus  générale  dont  la  ligne  de  striction  soit  en  même  temps 
une  ligne  asymptotique ;  les  coefficients  de  distribution  des 
plans  tangents  pour  une  telle  surface  et  pour  sa  conjuguée 
sont  égaux  et  de  signes  contraires  (Catalan). 

Remarque.  —  Nous  avons  laissé  de  côté  les  surfaces  dévelop- 
pables  et  les  surfaces  de  binormales  ;  pour  les  surfaces  dévelop- 
pables,  c'est-à-dire  co  =  o,  m  =  00,  la  ligne  de  striction  est  é\  idem- 
ment  une  ligne  asymptotique,  mais  non  une  ligne  géodésique;  le 
premier  théorème  tombe  alors  en  défaut;  ce  serait,  au  contraire, 
le  second  qui  cesserait  de  s'appliquer  pour  les  surfaces  de  binor- 
males (nr,  =  ce,  w  =  -)  ;  la  ligne  de  striction  étant  bien  alors  une 

géodésique,  mais  n'étant  pins  asymptotique.  On  remarquera  que  la 
seconde  des  formules  (17)  devient  illusoire  dans  l'un  et  l'autre 
cas. 

On  exprimera  enfin  que  la  ligne  de  striction  est  une  ligne  de 
courbure  en  écrivant  que  la  torsion  géodésique  est  nulle  en  chaque 
point,  ce  qui  donne,  d'après  la  dernière  des  formules  (17), 

(18)  rai  cos2u>  =  m  si n2  ai. 
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Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  la  surface  est  de  révo- 
lution, il  est  bien  évident  que  le  point  central  décrit  alors  un 
parallèle  de  la  surface,  donc  une  ligne  de  courbure,  et  que  la  rela- 
tion (18)  est  alors  satisfaite  ;  que,  d'autre  part,  <o  et  bt  demeurant 
invariables  quand  on  passe  d'une  génératrice  à  une  autre,  les  trois 
quantités  w,  gt,  m,  sont  constantes  et  liées  par  la  relation  (18). 
Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes  et  par  suite  caractérisent 
llivpeiboloïde  de  révolution.  Si  en  effet  on  les  suppose  remplies, 
les  formules  précédentes  donnent 

i  n,  ,  I  T3  -i-  Wi     . 

a  =  o,         p=i,         Y  =  o,  -  = sni2w  =  const.  ; 

P  2 

on  en  déduit  pour    les  cosinus    directeurs  de    la  binormale    les 
valeurs 

a*=  Py' — yP,==  —  cosoï,         (3*=o,        Y"=sinw 

et,  en  appliquant  les  formules  générales  (5), 

da"  =  d$"  =  d-f  =  o. 

La  torsion  est  donc  nulle  et  la  ligne  de  striction  est  plane  ; 
comme  sa  courbure  est  constante,  c'est  un  cercle;  une  généra- 
trice quelconque  s'obtient  en  menant  par  chaque  point  de  ce  cercle 
une  droite  perpendiculaire  au  rayon  et  faisant  avec  l'axe  du 
cercle  un  angle  constant  et  égal  à  w.  La  surface  est  donc  bien  un 
hyperboloïde  de  révolution. 

Lignes  géodésiques.  Lignes  asymptotiques.  —  Pour  qu'une 
ligne  soit  géodésique  il  faut  que  sa  normale  principale  soit,  en 
chacun  de  ses  points,  normale  à  la  surface.  Lorsque  celle-ci  est 
engendrée  par  une  courbe  variable,  il  suffit,  pour  avoir  l'équation 
des  géodésiques,  d'exprimer  que  cette  normale  principale  est  nor- 
male à  la  génératrice  G.  Dans  le  cas  actuel,  l'équation  des  lignes 
géodésiques  sera  y'  ou  8y=  o,  ou,  en  appliquant  les  formules  (5) 

et  (6), 

—  sini  di  -f- p  sin  i  sincp  dv  =  o, 

ou,  en  supprimant  la  solution  évidente  i  =  o, 

(19)         di-h  m  sinto  sincp  dv  =  o,         (  tangcp  =  wu,  p  =  —  Trrsinujj. 

C'est  l'équation  différentielle  des  lignes   géodésiques  ;  nous  nous 
D.  21 
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contenterons  d'en  déduire  le  théorème  suivant  qui  comprend  une 
propriété  énoncée  plus  haut  et  la  réciproque  de  cette  proposi- 
tion : 

Théorème.  —  Si  une  géodésique  est  en  même  temps  une  tra- 
jectoire des  génératrices,  elle  se  confond  avec  la  ligne  de  stric- 
tion ;  si  la  ligne  de  striction  est  une  ligne  géodésique,  elle 
coupe  toutes  les  génératrices  sous  le  même  angle  ;  enfin  si  la 
ligne  de  striction  est  une  trajectoire  des  génératrices,  c'est 
aussi  une  ligne  géodésique  (O.  Bonnet). 

En  particulier  si  w  =  -,  la  génératrice  est  la  binormale  de  la 
ligne  de  striction. 

Lignes  asymptotiques.  —  Si  Ton  appelle  A,  B,  C  trois  coef- 
ficients proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale,  H2 
la  somme  de  leurs  carrés,  les  cosinus  directeurs  ont  pour  valeurs 

A      R     C 

tt'  77'  7ï  et  l'on  a,  en  appliquant  les  formules  <  5).  dans  le  cas  le  plus 
H     H    H 


gênerai 


8X  =  A  d~  -h  j{  [dA-+-(qC  —  r  B)  dv], 
8ji  =  Brf^  +  JL[rfB-+-(#-A—  pC)dv], 
d»  =  Crfl  -h  ^  [dC  -+-  (p B  —  q  A  )  dv]. 

Si  Ton  forme  la  combinaison  o\ox  -h  oaoy  +  oc  Sz,  le  terme  eu  d  — 

disparaît  et,  si  l'on  désigne  par  8A,  SB,  oC  les  expressions  com- 
prises entre  les  crochets,  on  a  pour  l'équation  des  lignes  asymp- 
totiques 

o  r  6A  -t-  0)'  on  -f-  03  oL.  =  o, 

ce  qu'on  n'aurait  pu  écrire  sans  calcul  en  remarquant  que  o  A,  8B, 
oC  sont  proportionnels  aux  variations  absolues  des  coordonnées 
du  point  directeur  de  la  normale.  Or  on  peut  prendre  A,  B,  C  res- 
pectivement égaux  à  — tt>u,  H-i,  o  et  l'on  a  simplement 

[    8  \  —  —  m  du  —  (rar' «  -+■  r)  dv  =  —  ttt  du  —  (ttw/  H-  ra,  costu  )  rfp, 
(  20  )    '    8B  =  —  xsru  dv, 

8C  =  p  dv  =  —  fa  sincn  dv. 


CHAPITRE   XIX.    —    GÉOMÉTRIE   CINÉMATIQUE.  323 

Multipliant  par  ox,  oj%  o:  [éq.  (12)],  ajoutant  et  réduisant,  il 
vienl 

(21)  2 ra  du  ■+■  |  m-  ru2-+-  m'  u  -+■  (toj  -4-  tît)  cosw]  dv  =  o. 

C'est  L'équation  de  Riccati  déjà  vue  (§79)  et  dont  nous  avons  déduit 
que  quatre  asymptotiques  fixes  coupent  toute  génératrice  en  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  Remarquons 
seulement  que  si  /•  =  o  (surface  à  plan  directeur)  l'équation  (21) 
devient  linéaire;  on  a  donc,  dans  ce  cas  particulier,  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Lorsque  la  sur/ace  est  à  plan  directeur,  trois 
asymptotiques  fixes  divisent  les  génératrices  en  segments  pro- 
portionnels. 

On  peut  encore  mettre  sous  une  autre  forme  l'équation  des 
lignes  asymptotiques  en  procédant  comme  pour  les  géodésiques  ; 
il  faut,  dans  le  cas  des  lignes  asymptotiques,  exprimer  que  la  nor- 
male principale  est  située  dans  le  plan  tangent  c'est-à-dire  qu'on  a 

A.o'+  BP'-hCy'  =  o, 

ce  qui  se  réduit  ici,  à  cause  des  égalités  A  =  mu,  B  =  1 ,  G  ==  o  à 

mu  Sa  -+-  o(J  =  o. 

Mais  il  est  plus  simple  de  remplacer  -j-  par  sa  valeur  (21)  dans  la 

relation 

du 

COS  CO  -i 7- 

av 


COU 


sinto  y/l  -+-  m-  u% 


qu'on  déduit  des  équations  (  1  5)  en  les  divisant  l'une  par  l'autre  ; 
on  trouve  ainsi 

{•in.)     'j.m  y/i  —  7TT2  u-  si n  tu  cou  -+-  7B2r«2-t-  m' u  -+■  (rat  —  m)  cosco  =0. 

Cette  équation  fait  connaître  l'angle  sous  lequel  la  génératrice  est 
coupée  en  chacun  de  ses  points  par  la  seconde  ligne  asympto- 
tique;  on  en  déduirait  immédiatement  le  rapport  des  courbures 
principales  en  chaque  point  de  la  surface. 

Si  la  surface  est  minima,  c'est-à-dire  si  ses  courbures  principales 


324  TROISIÈME    PARTIE.    —    COURBES   TBACÉES   SUR    UNE   SURFACE. 

sont  en  chaque  point  égales  et  de  signes  contraires,  cot/  devra 
être  identiquement  nul  ;  l'équation  (22)  donne  alors,  pour  les  con- 
ditions qui  déterminent  la  surface  réglée  minima 

IT>2/'  =  0,  to'  =  o,  (rn1  —  ct)cosio  =  o. 

Rejetons  la  solution  m  =  o  qui  ne  convient  pas  puisqu'elle  carac- 
térise les  surfaces  développables,  il  vient  d'abord  /•  =  o,  d'où  ro,  =0 

et  par  suite  10  =  —  ;  on  a  donc,  en  définitive, 

7=0,  ttt  =  A,  ta  =  -  (A-  étant  une  constante). 

Ces  conditions  s'interprètent  aisément.  La  dernière  exprime 
que  l'axe  Ox  est  tangent  à  la  ligne  de  striction;  la  première  [for- 
mule (6)]  que  cet  axe  des  x  a  une  direction  constante;  la  ligne  de 
striction  se  réduit  donc  à  une  droite;  on  a  en  outre  m  =  — p  =  A.  La 
génératrice  rencontre  donc  à  angle  droit  un  axe  fixe  autour  duquel 
elle  tourne  uniformément,  tandis  que  son  pied  s'avance  uniformé- 
ment sur  cet  axe.  La  surface  minima  réglée  est  donc  un  hélicoïde 
gauche.  On  peut  généraliser  ce  résultat.  Cherchons  en  effet  quelle 
est  la  surface  réglée  sur  laquelle  l'angle  i  des  lignes  asymptotiques, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  rapport  des  courbures  principales 
reste  constant  le  long  de  chaque  génératrice,  tout  en  pouvant  chan- 
ge!' d'une  génératrice  à  la  suivante.  L'équation  (22)  doit  alors  se 
réduire  à  une  identité  par  rapport  à  u  quand  on  y  remplace  cot/ 
par  une  fonction  de  la  variable  v.  Or  si  l'on  met  cette  équation 
sous  forme  entière  et  qu'on  égale  à  zéro  les  termes  en  là  et  en  m3, 
on  retrouve  d'abord  les  deux  conditions  c  =  o,  ttt'  =  o;  mais 
l'équation  s'abaisse  au  second  degré  et  l'on  doit  avoir  alors,  pour 
que  le  terme  en  u-  soit  nul,  coti'=  o.  On  retombe  donc  sur  le  cas 
précédent  et  Ion  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  L? hélicoïde  gauche  est  la  seule  surface  réglée 
dont  chaque  génératrice  coupe  sous  un  même  angle  toutes  les 
lignes  asymptotiques  du  second  système. 

89.  Lignes  de  courbure.  —  On  verrait,  comme  pour  les  lignes 
asymptotiques,  que  l'équation  des  lignes  de  courbure  peut  être 
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mise  sous  la  forme 

A  1}  G 

or  r>y  Sz 

dX-h(qtC  —  rB)dv     d{  +  (rA-/)G)rfi-     dC  ■+-  (p  B  —  q  A)  dr 

Mais  il  est  plus  commode  d'utiliser  ici  l'équation  des  lignes  asymp- 
totiques  ;  L'angle  désigné  par  i  a  en  efVet,  sur  une  ligne  de  cour- 
bure, une  valeur  deux  fois  moindre  que  sur  la  ligne  asymptotique 
qui  passe  au  même  point.  On  aura  donc  l'équation  des  lignes  de 
courbure  en  remplaçant  i  par  ai  dans  l'équation  (22),  ce  qui 
donne 


(  2 ">  )     'itts  \>  1  -+-  m'-u-  sinto  cotât  -t-  GT2r«2-!-  tts' u  -+•  (tz1  —  gt)  cosw  =  o. 

Les  questions  analogues  à  celles  que  nous  nous  sommes  posées 
plus  haut  sont  évidemment  résolues  pour  les  lignes  de  courbure 
dès  qu'elles  le  sont  pour  les  lignes  asymptotiques;  pour  donner  un 
exemple  d'un  autre  genre  d'application  de  la  formule  (23),  propo- 
sons-nous de  trouver  toutes  les  surfaces  réglées  dont  les  lignes 
de  courbure  de  l'une  des  deux  familles  sont  équidistantes  de  la 
ligne  de  striction.  L'équation  (23)  doit  être  alors  vérifiée  identi- 
quement par  du  =  o,  c'est-à-dire  lorsqu'on  a  [formule  (i5)] 


tangi  =  y/1-4-  m2  u-  tangco, 

d'où 


1  \/ \  -h  rrs2u-  tangoj  .       îi/i  +  ra'-i^sinwcosw 

tan  g  ii  —  - — - ,  tang2i  = .    .   „ —  • 

1  —  (i-f-  vj-u-)  tang2to  COS210  —  m-u*  sin2o> 

L'équation  (  23)  devient  alors,  en  supprimant  des  facteurs  qui 
donneraient  des  cônes  de  révolution, 

\tti-  ru1  -\-  m' u  -+-  (çjj  —  vi)  cosw]  cosoj  -+-  nr(cos  2«o  —  xs%ui  sin2u>)  =  o 

et  les  conditions  qui  déterminent  la  surface  sont 

ttt'  =  o,         ttT|COs2oj- — crsin2w  =  o,  /•  cosco  =  nrsin2  tu. 

La  première  exprime  que  ra  reste  constant,  la  seconde  que  la 
ligne  de  striction  est  une  ligne  de  courbure,  la  troisième  est  une 
conséquence  de  la  seconde;  donc  les  surfaces  réglées  dont  les 
lignes  de  première  courbure  sont  équidistantes  de  la  ligne  de 
striction  sont  celles  dont  le  paramètre  de  distribution   est  le 
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même  pour  toutes  les  génératrices  et  dont  la  ligne  de  striction 
est  une  ligne  de  courbure  (P.  Serret).  Il  est  évident  que  l'hyper- 
boloïde  de  révolution  est  un  cas  particulier  de  ce  genre  de  surfaces. 

Courbures  principales.  —  On  pourrait  calculer  les  courbures 
principales  à  l'aide  de  la  formule  générale  que  nous  avons  donnée 
(§  81)  en  coordonnées  curvilignes.  AJais  il  est  préférable,  quand 
on  connaît  l'équation  des  lignes  de  courbure,  d'appliquer  le  théo- 
rème de  O.  Rodrigues  à  celui  des  trois  axes  de  coordonnées  qui 
paraît  devoir  fournir  le  calcul  le  plus  simple.  Il  est  tout  naturel, 
ici,  de  choisir  l'axe  des  z,  ce  qui  donne 

i         ov  p  cos'j)  dv 

R        o~        du  -+-  cosio  dv 

ou,  en  remplaçant  le  dénominateur  par  sa  valeur  qui  est  [for- 
mule (i5)] 

du  ri-  dv  costo  =  dv  cou  y/i  -4-  m-  u-  sin  w, 
on  a 

coti  sintu  di  -+■  bt2m2  i 

K  = ,  coscc  =  ,  p  =  —  T7T  «in  tu. 


d'où  enfin 


—  toR       î^-^ir" 


Il  suffit  d'éliminer  /entre  cette  équation  et  l'équation  des  lignes  de 
courbure  (23)  pour  avoir  celle  qui  donne  les  courbures  princi- 
pales, savoir  : 


(•2_î  )        7T72R2  sin  tu  —  R  \/ 1  -f-  to-  u-  [m1  ru1-  -+-  m'u  -+-  (tttj  —  w)  eosto] 

—  (i  -+-  ta2  i*s)s  sin  u  =  o . 

On  peut  se  proposer,  relativement  aux  courbures  principales, 
des  questions  analogues  à  celles  que  nous  avons  traitées  à  propos 
de  lignes  de  courbure  ou  des  lignes  asvmptotiques.  Cherchons  par 
exemple  quelles  sont  les  surfaces  gauches  dont  la  courbure 
moyenne  reste  constante,  le  long  de  chaque  génératrice.  On  a 
en  général,  d'après  l'équation  (24), 

1  1  m'1  ru'1  —  m'u  -+-  (thi  —  nr)costO     m— — ■ 

Ri  R2  (H-TTT-«2)2Sinw  * 
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Pour  toute  surf'iicc  répondant  à  la  question  on  devra  avoir  identi- 
quement 

|  BTS/'M2-t-  Tff'  U  -+-  (ttt,  —  777)  COStoJ2  =  (ï  -+-  T7J2  U2  )3.  S1I12  W  .  F  (v  ). 

Si  F(e)^±o  on  a  nécessairement  w  =  o  et  la  surface  est  dévelop- 
pable  (terme  en  a6).  Si  F(e)=o  on  retombe  sur  les    conditions 

/•  =  o,  ro'=  o,  a>  =  —qui  caractérisent  l'hélicoïde  gauche;  d'où  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  La  courbure  moyenne  ne  peut  rester  constante 
sur  iliaque  génératrice  a"  une  surf  ace  réglée,  non  dévetoppab/e, 
que  si  elle  est  nulle  en  tous  les  points  de  la  surface,  qui  est 
alors  un  hélicoïde  gauche. 

On  peut  voir  de  même  qu'il  n'existe  aucune  surface  gauche  à 
courbure  totale  constante.  La  courbure  totale  donnée  par  l'équa- 
tion (a/j)  a,  en  elïet,  pour  valeur 


Ri  R2       d  -f-  ra2u-  y1 

Elle  ne  pourrait  demeurer  constante  le  long  de  chaque  génératrice 
que  si  i+st2;/2  se  réduisait  à  une  fonction  de  v.  Or  cela  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  ttj  =  o,  c'est-à-dire  dans  le  cas  des  surfaces 
développantes. 

Remarque.  —  Les  propositions  établies  par  la  méthode  ciné- 
matique s'étendent  en  général,  en  vertu  du  principe  de  continuité, 
au  cas  où  la  génératrice  serait  imaginaire;  mais  notre  analyse, 
supposant  variable  le  segment  u  de  la  génératrice,  tombe  en  défaut 
dans  le  cas  d'une  génératrice  isotrope;  c'est  pourquoi  nous  ne 
trouvons  pas,  comme  solution  du  problème  précédent,  la  sphère 
qui  est  cependant  une  surface  réglée  à  courbure  totale  constante. 

Surfaces  cerclées.  —  La  méthode  cinématique  s'applique  faci- 
lement à  l'étude  de  la  surface  engendrée  par  un  cercle  dont  le  rayon 
et  la  position  varient  d'une  manière  quelconque  en  fonction  d'un 
paramètre  v.  Soient  en  effet  Pi  le  rayon  du  cercle,  O  son  centre; 
prenons  pour  deuxième  coordonnée  u  l'angle  que  fait  le  rayon  OM 
avec  une  direction  fixe,  qui  sera  par  exemple  celle  de  la  caractéris- 
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tique  du  plan  du  cercle  ;  si  l'on  prend  pour  axe  mobile  OX  le  rayon 
parallèle  à  cette  caractéristique,  pour  axe  des  r  l'axe  du  cercle,  les 
coordonnées  relatives  du  point  M  seront 

(25)  ,r  =  Rcos».         ^=Rsinw,         .3  =  0 

et  l'on  aura  rj  =  o.  Les  formules  (4)  deviendront 

ose  =  (  a'-f-  R'  cos  m  —  rR  sin  h  )  dv  —  R  sina  du, 
oy  —  ( b' -+■  R'  si n  11  -h  rR  cos  «  )  dv  ■+-  R  cos  u  du , 
02  =  (c'-t-joR  si  n  u  )  dv. 

Il  est  commode  de  les  écrire  sous  la  forme  suivante  : 

!ox  =  M  cos  u  dv  —  (  R  du  -t-  N  dv  )  sin  », 
ÔV  =  M  sin  u  dv  -+-  (  R  du  -+-  N  rfe  )  cos  u, 
03  =  Q  rfe 

en  posant 

(  M  =  R'  -4-  a'  cos  w  H-  è'  sin  a,         N  —  /R  —  a'  sin  u  -+-  b'  cos?/, 
(27) 

(  Q  =  c'  -+-pR  sin  m. 

De  ces  formules,  on  déduirait  sans  peine,  en  suivant  la  même 
marche  que  pour  les  surfaces  réglées,  l'inclinaison  i  d'une  ligne 
quelconque  sur  la  génératrice  circulaire,  et  les  cosinus  direc- 
teurs A,  ij.,  v  de  la  normale,  puis,  comme  nous  lavons  fait  plus 
haut,  tout  ce  qui  concerne  les  lignes  asymptotiques,  les  lignes 
de  courbure,  les  courbures  principales,  etc.  On  retrouverait 
ainsi,  en  ce  qui  concerne  les  normales,  tous  les  résultats  démontrés 
géométriquement  au  paragraphe  <S,vi. 

Nous  nous  contenterons  d'ajouter  à  ces  résultats  la  démonstra- 
tion d'une  propriété  intéressante  des  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  circulaires  (Annales  de  I  Ecole  Normale,  ae  série, 
t.  11,  p.  1J0). 

D'après  la  formule  (26)  les  cosinus  directeurs  delà  tangente  sont 
proportionnels,  pour  la  génératrice  circulaire  à  —  sin  //,  cos  u,  o, 
pour  les  lignes  dont  l'équation  différentielle  est  N  dv  -+-  Wdu  =  o,  à 
M  cos  M,  A  sin  u,  Q.  Ces  deux  familles  de  lignes  forment  donc  un 
réseau  orthogonal  et  par  suite  l'équation  des  trajectoires  orthogo- 
nales des  génératrices  est 

r»  f  1  -      •  r.   dll 

1  r  R-h  o  cosu  —  a  sin  m)  -f-  R  -r-  =  o. 

dv 
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Klle    détermine    tang  -  en  fonction  de  v  par  une  équation  de 

Riccati  et  l'on  saitque  quatre  solutions  quelconques  d'une  pareille 
équation  ont  un  rapport  anharmonique  constant.  Ici,  ces  quatre 
solutions  sont  les  coefficients  angulaires  des  cordes  qui  joignent  un 
point  donné  du  cercle  aux  quatre  points  où  il  est  coupé  par  les 
trajectoires  considérées.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui- 
vant  : 

Théorème.  —  Quatre  trajectoires  orthogonales  d'un  cercle 
mobile  et  de  rayon  variable  déterminent  sur  ce  cercle  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 
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QUATRIEME  PARTIE. 

COORDONNÉES  CURVILIGNES  SUR  UNE  SURFACE. 


CHAPITRE  XX. 


COURBURE  TANGENTIELLE  EN  COORDONNÉES 
CURVILIGNES. 


Formules  générales;  expression  de  la  courbure  tangen- 
tielle  en  coordonnées  curvilignes.  surfaces  appli- 
CABLES l'une  sur  l'autre;  éléments  géodésiques;  cercles 

GÉODÉSIQUES;  PROBLEME  DES  ISOPÉRIMETRES.  COORDONNÉES 

ISOMÉTRIQUES;   DÉTERMINATION    DE   TOUS   LES   SYSTÈMES   ORTHO- 
GONAUX   et   isothermes;  leur   propriété    caractéristique; 

RÉSEAUX    HARMONIQUES. 

90.  Formules  générales.  —  Les  coordonnées  rectangulaires  x, 
y,  s,  d'un  point  quelconque  M  étant  exprimées,  sur  une  surface 
donnée,  en  fonction  de  deux  coordonnées  curvilignes  m,  p  prennent, 
quand  on  passe  d'un  point  M  au  point  M' infiniment  \oisin,  des 
accroissements 

dx  dx    ,  Oy    .  dy    ,  dz    ,  àz    , 

—  au  h — —  dv ,  ^—  du  h — —  av.  —  au av. 

Ou  dv  Ou  ov  Ou  dv 

et  la  distance  MM'  est  donnée  par  la  formule 

>«>*/.         ,  ,        •„    .   „  !  Ox  dx        dy  Oy        Oz   dz\    , 

MM''  =  ds*=p  du*+  2{—  —  +  -f-f-h-r—)dudv  +  g*  dv*, 

\ ou  dv         Ou  dv         Ou  Ov ) 

en  posant 
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Les  deux  couples  de  lignes  coordonnées  u  =  const.,  v  =  const. 
qui  se  coupent  en  ces  deux  points  M,  M'  forment  un  quadrilatère 
curviligne  MM,M'M2  dont  les  cotés  sont  infiniment  petits,  mais 
dont  les  angles  ont  des  valeurs  finies  ;  les  angles  opposés  en  M  et  en 
M'  doivent  donc  être  considérés  comme  égaux  au  point  de  vue  infini- 
tésimal et  le  quadrilatère  MM,M'M2  comme  un  parallélogramme  ; 
c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  deux  familles  de  lignes  coor- 
données quelconques  décomposentla  surface  en  parallélogramme  s 
infiniment  petits. 

Nous  désignerons  en  général  par  l'indice  i  les  éléments  analy- 
tiques delà  courbe  v  =  const.;  par  l'indice  -i  ceux  de  la  courbe 
u  =  const.  INous  aurons  alors,  en  conservant  les  notations  dont 
nous  nous  sommes  servi  jusqu'ici  pour  les  longueurs  d'arcs  et  les 
cosinus  directeurs  des  tangentes, 

,„»„*/.,  i    dx  „  i    dy  \    dz 

J    du  f    du  j    ou 

HT**  ,  ,  i     dx  n  i    dy  i    dz 

arc  MM.,  =  ds.,  =  s  dv,  «.= ,  32  = f-,  y<>  = —  > 

g   dv  g   dv  S  ùv 

L'angle  w  sous  lequel  se  coupent  les  deux  lignes  coordonnées 
en  un  point  quelconque  M  est  donné  par  la  formule 

i     I dx  dx        dy  dy        dz   dz 

cosio  =   ^-(- 1-  -f-  -j-  -+-  -r 

Jg  \du  dv        du   dv         du  09 

et  nous  avons  en  définitive  les  formules 

(  i  )  ds-  =f-  du*  -+-  if  g  cosw  du  dv  -+-  g-  dv-, 

,„.  „  dx  dx        dy  dy        dz   dz 

(3)  /Vcosto=- —  -+■  -f-  -f-  -+- -• 

ou    dv        du  dv         du  dv 

Considérons  maintenant  une  ligne  quelconque  passant  par  le 
point  M  ;  on  peut  la  définir  par  les  angles  ietj.^*)  qu'elle  fait  avec 
les  deux  lignes  coordonnées  {fig.  97);  l'arc  MM'  =  ds  étant  la 
somme  géométrique  des  arcs  MM,  MM2  on  a,  en  projetant  sur  O x, 

a  ds  =  a,  dsi  -4-  a2  ils». 

( l  )  Nous  supposons  toujours  t  et/  comptés  dans  des  sens  tels  qu'on  ait  w  =  1-4-/  ; 
en  d'autres  termes/  est  égal,  par  définition,  au  —  i. 
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Le   triangle   infiniment    petit  MM,  AI',  qui  peut   être    considéré 
comme  rectiligne,  donne  d'ailleurs  les  égalités  de  rapports 


ds\ 
siny' 


,ls, 

sini 


cls 

sin  tu 


l'égalité  précédente  devient  alors 

a  sin  w  =  aj  siny  -+-  a2  sint  ; 

deux  autres  équations  analogues  s'obtiennent  en  projetant  le  même 

Fig-  97- 


contour  sur  Oy  et  sur  O;,  et  l'on  a,  en  somme,  les  formules 

i    a  sin  w  = 
<   B  sinco  = 


(4) 


a  sin  to  =  v.\  siny  -+-  a2  sin  i, 
B  sin  to  =  Si  siny  -f-  B2  sin  e, 
Y  sin  to  =  y,  siny  4-  y2  sin  t, 


auxquelles  on  doit  adjoindre  celles  qui  se  rapportent  aux  lignes 
coordonnées,  savoir  : 


(5) 


i    ôx  Q  i    c*^ 

i    à  ft   _      i    èy 

i~  sr   dv'  P*  ~  e   dv  '  2  — 


i    t)s 

r  dû 

i  dz 


Courbure  d'une  ligne  quelconque.  —  Les  formules  (i),  (2), 
(3),  (4)  et  (5)  contiennent  toute  la  théorie  des  lignes  tracées  sur 
la  surface,  en  coordonnées  curvilignes.  La  première  question  à 
traiter  après  celle  de  la  détermination  de  la  tangente  est  la  recher- 
che de  la  courbure  et  de  la  normale  principale.   Si  nous  différen- 
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lions  les  formules  (4)  en  tenant  compte  des  formules  générales  de 
Serret-Frenetj  nous  obtenons  trois  relations  telles  que  la  suivante  : 

— —  siii  w  -+-  a  cos  to  cho  =  da.^  sin  j  -+-  doL2  sin  i  -4-  «i  cos  /  <tf/  -+-  a2  cos  i  di . 

ces  relations  font  connaître,  en  chaque  point  de  la  courbe  définie 
par  les  angles  i  ety,  la  courbure  et  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male principale  MP  ;  on  en  déduirait  aisément  ceux  de  la  binor- 
male  et  en  dernier  lieu  le  rayon  de  torsion. 

Proposons-nous  par  exemple  de  calculer  la  courbure  tangentielle, 
c'est-à-dire  la  courbure,  au  point  M,  de  la  courbe  suivant  laquelle 
la  ligne  considérée  se  projette  sur  le  plan  tangent  en  M.  Nous  avons 
vu  que  cette  courbure,  que  nous  désignerons  par— }  a  pour  exprès- 

sion— ^— ,  ?j  étant  l'angle  que  fait  avec  le  plan  tangent  à  la  surface 

le  plan  osculateur  de  la  ligne  considérée.  Soient  alors  MT  la 
tangente,  MP  la  normale  principale,  MT,  la  tangente  à  la  courbe 
r  =  const.  {fig.  98).  On  a  dans  le  triède  MPTT, 

cosT\MP  =  sin/  cos  MT; 
l'angle  £7  est  égal  au   supplément  du  dièdre  MT,   car  ce   dièdre 

Fig.  98. 


a    pour  laces  le  plan   tangent  MIT,   et  le  plan  osculateur  MTP  ; 
on  aura  donc  en  définitive 

cosTi  MP  =  —  sin  i"  cos â  =  «ia'-H  PiP'-H  Yiï'- 

Multiplions  alors  par  at ,  1\<\'{  l'équation  précédemment  obtenue 
et  les  deux  équations  analogues,  puis  faisons  la  somme  :  il  vient 

ds   ...  , 
sin  1  sin u)  -+-  cos  1  cosw  a  10 

—  (aj  d'x-z  -t-  (3,  d'^-i  ■+-  -,'|  d^2  )  sin  i  -+-  cosy  dj  -t-  cos  co  cos  t  di 
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ou,  en  remplaçant  do>  par  di-\-  dj  et  réduisant, 

sin  i  sin  w  =  (  a,  </a2  -+-  p,  tl{i*  -1-  yi  ofys)  sin/-+-  (cosy  —  cosw  cos/)  a?/  ; 

p 

la  dernière  parenthèse  se  réduit  à  siruo  sin/  ;  on  a  donc,  en  divisant 
par  sin/, 

ds 

(  7  )  sin  w  =  a,  dx.,  -+-  (B,  rf(3j  -+-  yi  «aî^s  "+"  s'n  w  °(/- 

P 

On  aurait  de  même  dans  le  trièdre  MT2TP 

cosT.2MP  =  siny  cosâr  =  stga'-rf-  (32  (3'-t-  y«y'  > 

multipliant  les  formules  précédentes  par  a2,   fia,  Y2j  ajoutant  et 
opérant  comme  précédemment,  nous  obtenons 

(7'  )  — -  sinto  =  a.i  c/a,  —  32  c/3 L  -+-  72  ûtyi  -+-  sin  w  rft. 

P 

Remarquons  d'ailleurs  que  cette   formule  est  une  conséquence 
immédiate  de  la  précédente  (7)  et  de  l'égalité  évidente 

(/(a,a2-(-  (3i  [52-t-  Yi  Y«)  "+"  s'n'°  ^w  =  °- 

91.   Courbure  des  lignes  coordonnées.    —   Si  nous  faisons  dans 
la  formule  (7/)  /  =  o,  nous  avons 

dsi    .  da,  _    d(3,  dYi    , 

sin  tu  =  a2  - —  au  -+-  3->  -L-  au  -+-  v>  -7=-  au, 

p,  dw  '  '  au  ou 

ou  remarquant  que  <a?^,  =/".  </'/ 

/sin  tu  dï,        n    d3,  dy, 

=  aa  -7 ~  +  ?s  tt1  -+-  Ys  -r1- 

p,  da         '     d;/         '     du 

Dérivons  la  formule/",  a,  =  —  par  rapport  à  m  : 

d/  da ,  _  d2./- 

du       '     du        du2 

d'où,  en  multipliant  cette  formule  et  les  deux  analogues  par  a2,  ^2?Y2 
et  ajoutant, 

ôf         ..  sinon  1   / dx  ôix        à  y  à*  y        dz  d2z\ 

costo  -7-  +/2 =  —  (  -: -  -+-  -r — r^r  •+■  -s — n     ! 

du  p,  g  \  Or    ou-         di-'    Ou'2        de   du'2/ 
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mais  on  a  évidemment,  en  dérivant  les  formules  (2)  et  (3), 

dx  à*x        dy  à2  y  dz  d*z 

dv  du2        dv  du-  dv    dvi 

_  à(fg  cosco)  /  dx    d2x         dy     à- y         ùz     d2z 

du  \  du  du  dv        du  du  dv        du  du  dv 

_  à(fgCOSM)  _x$f_m 
du  ^   dv 

Inéquation  précédente  peut  donc  s'écrire 

du  pi  du  J   dv 

d'où,  en  réduisant  les  termes  semblables  et  divisant  par/, 

fgsinu  _  ô{g  cosco)        df 
Çi  du  dv 

On  obtient  de  même  l'expression  delà  courbure  tangentielle  —  pour 

ps 

la   ligne   a  =  const.,   en    faisant  7  =  o    dans   la   formule  (7)   qui 
devient  ainsi  : 

— fgsintx 


O.r   Oa2 

dy  d$%        dz   t'y 2 

du    dv 

du    dv     '    du    dv 

On  a  immédiatement 

dx  doc2        dy  cJ[32        dz   d-(2  _  d(/g  costi))  dg 

du   dv         du    dv        du    dv  du  ,s  du 

et  l'on  déduit,  en  substiluanl  dans  la  formule  précédente, 
fgsintu        dg        d(/cosco) 


(9) 


p2  du  dv 


Courbure  tangentielle  d'une  ligne  quelconque.  —  Il  est  facile 
de  passer  du  cas  des  lignes  coordonnées  à  celui  d'une  ligne  quel- 
conque faisant  des  angles  /ety  avec  les  lignes  p=  const.,  u  =  const. 
Faisons  dans  la  formule  (7')  i  =  o,  puis  i  =  io;  nous  obtenons 
ainsi  les  deux  relations 

p,  \  2  du        r~  du         '2  du  J 


ds--> 
— -si 

P2 


/      dx{        .,    dQi  dyi\  j  dw  j 

inw=  (  x2  — h  p2  -£—  -+-  Y2  -T-  )  dv  -+-  siri  to  — -  dv  ; 

\      de        '     dv         '    c^  /  t^ 
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ajoutons  membre  à  membre  en  tenant  compte  de  la  formule  (^') 

I ds\        ds*\    .  ds   .  .         ...        ài<>  . 

( 1 sin  10  =  —  sin  to  —  sin co  ai  -+-  sin a»  — —  dv , 

\  Pi  P2  /  p  •  àv 

d'où,  en  divisant  par  sinro, 

ds        ds,         ds*         di    ,  dj    , 

—  = 1 1 du -  dv, 

P  pi  p2  Ou  Ov 

i  t        7  ds\     ds-2 

ou,  en  remplaçant  au,  dv  par  — -^  >  —  > 

J  o 

,                        «fc       /  i         i    ii\  ,         /  i         i   dj\    . 
(io)  —  = {-  -r.  —  )  dst+  l -f  )  «fr,, 

p     \?i    y  <w        \p2    $■  «w 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

,     ,.  sinto        /  i  i     ch'  \     .     .        /  i  i    d/\    .     . 

P        \Pi      /  au)      J      vP2      #  «h»; 

Les  formules  (8),  (9),  (10')  donnent  aisément  l'expression  générale 

de  -;   multiplions    en  effet  la  dernière  par  fg  sin tù,    en    tenant 

P 

compte  des  formules  (8)  et  (9),  nous  aurons  trois  termes  contenant 

1        1  f  •    *       à  .  ,        ,  ,  .    ,       à 

des   dérivées  —  >  trois   autres  contenant  des  dérivées  —  :  si  nous 
Ou  Ov 

séparons  ces  deuxsortes  de  termes  nous  obtenons  pour  les  premiers 

.     .d(  e  cosoi)  ...        di  .     .de         .        0(ecos  /) 

sin/ — h  g  sin/  sin  ta i-  sin  1  ——  =  sin  oj  — — —, 

J  du  b        J  Ou  du  Ou 

et  pour  les  trois  autres 

àf    .     .         .     .  c)(/cosio)         .  0/    .     .    .                    .        0(  feosi) 
7-  sin/  —  sin  j  — /  —  sin  1  sin  co  =  —  sin  00 , 

Ov        J  ov  J   Ov  Ov 

d'où  enfin  pour  l'expression  générale  de  la  courbure  tangentielle 

fg%\n,%ù  _  à(ecosj)       à(fcosi) 
lI'  p         ~         dû  dv 

92.  Surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre.  —  Éléments  géodé- 
siques.  —  Pour  établir  entre  deux  surfaces  S  et  S,  une  correspon- 
dance point  par  point,  il  suffit  d'exprimer  les  coordonnées  rectangu- 
laires de  chaque  point,  pour  l'une  et  pour  l'autre,  en  fonction  d'un 
même  système  de  coordonnées  curvilignes,  d'ailleurs  quelconque. 
D.  22 
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Supposons  que  les  deux  surfaces  soient  applicables  l'une  sur 
l'autre,  en  d'autres  termes  qu'on  puisse  choisir  le  mode  de  corres- 
pondance de  telle  sorte  que  tout  arc  de  courbe  AB,  appartenant  à  S, 
ait  même  longueur  que  J'arc  correspondant  A,  B,  situé  sur  S(  ;  cette 
propriété  devant  avoir  lieu  pour  des  arcs  infiniment  petits,  l'expres- 
sion analytique  du  ds-  sera  la  même  sur  les  deux  surfaces  et  réci- 
proquement. 

Nous  conviendrons  d'appeler  gêodésique  tout  élément  qui  se 
conserve  quand  on  passe  d'une  surface  S  à  n'importe  quelle  autre 
surface  applicable  sur  celle-ci  ;  le  caractère  propre  à  tout  élément 
gêodésique  est  de  pouvoir  s'exprimer  en  fonction  des  coefficients 
du  ds-  et  de  leurs  dérivées;  en  particulier  l'angle  m  sous  lequel 
se  coupent  les  lignes  u  =const.,  v  =  const.,  est  un  élément  gêo- 
désique; donc  deux  courbes  quelconques  situées  sur  l'une  des 
surfaces  S  et  S(  se  "coupent  sous  le  même  angle  que  les  deux 
lignes  correspondantes .  Cela  est,  d'ailleurs,  évident  géométrique- 
ment, et  la  conservation  des  angles  résulte  de  la  conservation  des 
longueurs  d'arcs;  on  le  voit  en  considérant  sur  les  deux  surfaces 
deux  triangles  infiniment  petits  ajant  pour  sommets  trois  couples 
de  points  correspondants. 

Il  résulte  de  l'équation  (i  i  )  que  la  courbure  tangentielle  d'une 
ligne  quelconque  est  un  élément  gêodésique.  Cette  courbure  a  la 
même  valeur,  que  l'on  considère  la  ligne  comme  tracée  sur  la  sur- 
face S  ou  sur  la  développable  circonscrite  le  long  de  cette  ligne. 
Or,  nous  avons  vu  que  toute  surface  développable  est  applicable 
sur  le  plan;  la  courbure  tangentielle  d'une  ligne  est  donc  égale  à 
la  courbure  ordinaire  de  la  ligne  plane  suivant  laquelle  se  trans- 
forme la  courbe  donnée  quand  on  applique  sur  un  plan  la  dévelop- 
pable circonscrite  à  la  surface  suivant  cette  courbe;  c'est  pour  cette 
raison  qu'on  donne  quelquefois  à  la  courbure  tangentielle  le  nom 
de  courbure  de  développement. 

Remarques.  —  i°  La  théorie  générale  des  figures  tracées  sur  une 
surface  quelconque,  déduite  des  propriétés  des  coefficients  du  ds2 
est  due  à  Gauss  ('  )  qui  représente  cet  élément  linéaire  par  la  for- 
mule 

ds-  =  E  du2  -+■  2  F  du  dv  -H  G  dv*. 

(')  Gauss,  Disquisitiones.  Œuvres  complètes,  t.  IV. 
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Les  notations  que  nous  avons  adoptées  E=/-,  F  =fg  cosoi, 
G  =  £r2,  ont  l'avantage  de  mettre  en  évidence  L'angle  des  lignes 
coordonnées  et  d'éviter  l'emploi  des  radicaux. 

2"    La    courbure    tangentielle    -  se  confond  avec  la  courbure 

propre  ^  lorsque  la  ligne  considérée  est  une  ligne  asymptotique; 

cette  courbure  -^-j  qui  ne  peut  être  déterminée  à  l'aide  du  théorème 
de  Meusnier  (p.  272),  pourra  donc  se  calculer  sans  difficulté  dans 
un  système  de  coordonnées  curvilignes  convenablement  choisi. 
Nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  point. 

3°  Sur  le  plan  ou  sur  la  sphère  le  cercle  est  caractérisé  par 
la  condition  d'avoir,  dans  toute  son  étendue,  une  courbure  tangen- 
tielle  constante;  par  analogie  nous  appellerons  cercle  géodésicjue 
toute  courbe,  tracée  sur  une  surface  quelconque,  dont  la  courbure 
tangentielle  sera  constante. 

93.  Cas  particuliers.  —  Coordonnées  orthogonales.  —  Lorsque 
l'angle  to  est  égal  à  -  les  parallélogrammes  élémentaires  sont  des 

O  O  2  1  o 

rectangles,  l'angle  y  est  le  complément  de  l'angle  1;  l'équation  (3) 

devient  alors 

dx  dx        dy  dy        dz  dz  _ 
du  dv        du  dv        du  dv 

et  les  formules  relatives  à  la  courbure  tangentielle  prennent  la 
forme  simple 

^•l2'      pj    —       <A>'  pi         du  p  du  dv 

et  la  formule  (  10)  devient  (Liouville,  Note  II  à  la  suite  de  l'Ana- 
lyse de  Monge) 

(i3)  -  == 1 (-  —         (  f  du  =  ds  cosj,  g-  dv  =  as  %\m). 

P  pi  ?2  ds 

Nous  ferons  un  fréquent  usage  de  la  formule  (i3)  ;  pour  le 
moment,  considérons  la  seconde  des  formules  (12).  Le  rectangle 
des  lignes  coordonnées  nous  donne  dans  le  cas  actuel  (fîg>  97) 

arcMMj  =  £-<*«>,         arc  M,  M' =  (g-*-  -^duj  dv, 
aireMM1M8M'=/g'rfa  dv; 


3jo    quatrième:  partie.  —  COORDONNÉES  curvilignes  sur  une  surface. 
on  en  conclut  immédiatement 

arcMiM'— arr-MMs         i     dg  _   i 
aire  MMiM'IW,        ~~  /g  ^"  _  p7* 

Or  la  ligne  u  =  const.  est  quelconque,  car  on  peut  toujours 
prendre  arbitrairement  l'une  des  familles  des  lignes  coordonnées, 
puis  compléter  le  sjstème  par  leurs  trajectoires  orthogonales;  on  a 
donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  courbure  tangentielle  d'une  ligne  quel- 
conque est  égale  à  la  variation  de  longueur  dJun  arc  infini- 
ment petit  compris  entre  deux  trajectoires  orthogonales  divi- 
sées par  l'aire  du  rectangle  correspondant. 

Problème  des  isopérimètres.  —  Pour  faire  une  application  de 
ce  théorème,  proposons-nous  de  chercher  quelle  est  la  ligne  fer- 

F'g-  99- 


mée  la  plus  courte  parmi  celles  qui  entourent   sur   la  surface   un 
segment  d'aire  donnée. 

Supposons  le  problème  résolu  :  soit  AMBC  la  courbe  cherchée; 
prenons  sur  cette  courbe  un  arc  déterminé  AMB  et  déformons-le 
infiniment  peu  de  telle  sorte  que  l'aire  totale  reste  invariable. 
Menons  d'un  contour  à  l'autre  en  chaque  point  M  une  normale 
Mm  au  contour  cherché  ;  cette  normale  sera  une  fonction  de  l'arc 
variable  AM  que  nous  désignerons  par  t,  soit  Mm—  çp  (*);  le  rec- 
tangle MM' mm'  a  pour  aire  'z>(t)dt  et  l'on  a,  en  écrivant  que  l'aire 
comprise  entre  les  deux  courbes  est  composée  d'éléments   qui  se 
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détruisent, 

(.4)  jr,(o*-^ 

«  étant  la  longueur  de  l'are  AB.  Ceci  posé,  on  a  d'après  le  théo- 
rème  précédent  ^ 

mm'-MM'=  -<f(t)dt, 
? 

et  par  suite  ,  ^ 

arcAmB-arcAMB=  /    ^(O*. 

et  cette  intégrale  doit  être  constamment  positive  ou  ^J^ 
q„e   soit  la   fonction   o(t).   Oc    si   nous  appelons   *   1  intégrale 

f'o(t)dl  on  a  en  intégrant  par  parties 

mais  la  partie  intégrée  est  nulle  d'après  l'égalité  (,«);  on  a  donc 
l'équation  de  condition 


I 


1  '. 


*(0  dt^o. 


Or  la  fonction  *  étant  absolument  arbitraire  pourrait,  si  (-) 
n'était  pas  nul,  être  choisie  de  manière  à  prendre  en  chaque  point 
M  le  signe  de  (i)'j  tons  les  éléments  de  l'intégrale  précédente 
seraient  alors  positifs  et  l'intégrale  serait  elle-même  posi- 
,ive  ;  il  faut  donc  que  (i)'  soit  nul  et  par  suite  que  (-)  soit  cons- 
tant,  d'où  le  théorème  suivant  : 

TnÉoaiHK.  -  La  ligne  la  plus  cour,,,  parmi  celles  qullimi- 
Untsur  une  sur/ace  une  étendue  faire  constante,  est  un  cercle 
géodésique. 

Coordonnées  isométriques.  -  Supposons  que,  les  coordonnée 
étant   orthogonales,  les   coefficients  /et  g  soient  égaux,  s,  1  on 
donne  à   u  'et  à  ,  des  accroissements   égaux,    chaque   rect  ng 
élémentaire  a  ses  cotés  adjacents  égaux  ;  les  deux  famille,  de  lignes 
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coordonnées  divisent  la  surface  en  carrés  infiniment  petits.  On  dit 
alors  que  ces  deux  lignes  coordonnées  sont  isométriques  ou  encore 
quelles  forment  un  système  orthogonal  et  isotherme. 

Théorème.  —  //  existe  sur  toute  surface  une  infinité  de  sys- 
tkèmes  orthogonaux  et  isothermes  permettant  de  mettre  le  ds2 

sous  la  forme 

ds*-=\(dtf  +  d$*-)     ('). 

Supposons  en  effet  qu'on  ait  choisi  un  système  quelconque  de 
coordonnées  curvilignes;  la  forme  quadratique  du  ds2  peut  être 
décomposée  en  deux  facteurs  linéaires  et  mise  sous  la  forme 

ds'2  =  (f  du  -+-  g  cosco  dv)2  -+-  g2  sin2to  dv2 

=  {f  du  -+-  geMi  dv)  (/du  -+•  ge -«>'  dv)        (i2  =  —  j). 

Chacun  des  facteurs,  égalé  à  zéro,  donne  une  famille  de  lignes 
de  distance  nulle  et  ces  deux  familles  de  lignes  jouent  un  rôle 
important    dans   la   théorie   actuelle.    La  fonction  f  du  +  geMldv 

admet  un  facteur  d'intégrabilité  qu'on  peut  représenter  par  - 


ib 

de  sorte  qu'on  a,  en  appelant  a  +/'£  la  fonction  dont  elle  devient 
la  différentielle  totale, 

fdu-hgeMi.dv  =(«-+-  ib)(dz-+-  i  dfi); 
on  en  déduit,  en  changeant  i  en  —  /, 

fdu  -+-  ge~Mi.dv  =  (a  —  ib)  (dz  —  i d$), 

et,  en  multipliant  membre  à  membre, 

f2  du2  -+-  %fg  ces  td  du  dv  -+-  £-2  dv-  =  ds-  =  (  a-  ■+-  b2  )  (  do.2  -+-  d$2  ). 

Les  lignes  a  =  const.,  (3  =  const.  divisent  donc  bien  la  surface  en 
carrés. 

On  peut,  d'un  système  de  coordonnées  isométriques,  déduire 
tous  les  autres  ;  on  a  en  efiet,  (m,  i')  (a,  |3)  étant  deux  systèmes  de 
cette  nature, 


oui         \du  I         \dv  I         \dv  J  du  dv        Ou   Ov 


(')  Liouville,  toc.  cit. 
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II  étant  une  ccrlaine  fonction  de  u  et  de  v.  Posons 

d»  __     d$  o'i  _  _     ,ly. 

du  dv  du  dv 

de  manière  à  vérifier  klentiojuemenl  la  seconde  équation;  la  pre- 
mière devient  alors 


[(&)'+(*)>->-- 


D'où  k  =  rh  i .  Nous  aurons  donc 

£;  _  +  ^ê        c!ï  _—  f!ï 

On  doit  prendre  ensemble  les  deux  signes  supérieurs  ou  les  deux 
signes  inférieurs;  si  nous  adoptons  la  première  solution,  ce  que  nous 
avons  le  droit  de  faire,  puisque  le  signe  des  accroissements  du, 
dv  est  tout  à  fait  arbitraire,  on  voit  que  a  -+-  ï(3  doit  être  une  fonc- 
tion monogène  de  [u  +  iv).  On  obtiendra  donc  les  nouvelles  coor- 
données a,  j3,  en  prenant  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans 
une    fonction   monogène    quelconque    de    la    variable    complexe 

94.  Courbure  des  lignes  d'un  réseau  isométrique.  —  Les  for- 
mules qui  donnent  les  courbures  tangentielles  des  lignes  coordon- 
nées deviennent,  dans  le  cas  d'un  réseau  isométrique  (/=  g), 


*ï 

<4 

I 

f 

i 

./. 

pi 

-~' 

P2    "" 

du  ' 

on  en  déduit,  en  dérivant  la  première  par  rapport  à  u,  la  seconde 
par  rapport  à  p,  et  ajoutant 

(.5)  -Ei^-Eî^o. 

v      '  du  dv 

Supposons  qu'on  passe  du  point  M  au  point  Mf  {fig-  97);  l'ac- 

d  — 
croissement  de  la  courbure  —  a  pour  valeur     pt  du,  la  longueur  de 


Pi 


du 


341      QUATRIÈME    PARTIR.    —    COORDONNÉES   CURVILIGNES   SUR    UNE   SURFACE. 

l'arc  MM,  étant  f  du  ;  l'accroissement  de  la  courbure  —  sera   donc 

pi 

j    0±- 

De  même,  la  courbure  —  de  la  ligne  //  =  const.  prendra,  pour  un 
arc  MM2  =  ds-2,  l'accroissement 

/    àv 

Si  l'on  suppose  ds.±  =  ds,  l'équation  (  i5)  exprime  que  les  varia- 
tions de  —  y  —  sont  égales  et  de  signes  contraires  pour  des  dépla- 
cements égaux  effectués  sur  les  deux  lignes  coordonnées.  La  réci- 
proque est  vraie;  remarquons  en  effet  que,  les  coordonnées  étant 
orthogonales  et  d'ailleurs  quelconques,  les  courbures  principales 
des  lignes  coordonnées  ont  pour  valeurs 

(iG  J_  _ i_  àLf  _i_  _   i_  0  Logyg'  _ 

Pi  g     àv  p2        /       du 

Si  l'on  se  déplace  successivement  sur  l'une  et  l'autre  des  lignes 
v=  const.,  u  =  const.,  d'une  même  quantité  infiniment  petite  dl, 
on  aura 

pt  Ou  J     ou  ps  uv  g    àv 

Si  ces  deux  accroissements  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  nous 
aurons  l'égalité 

*1         d-L 

J pj_         £   _£î_  _ 

ou,  en  remplaçant  les  courbures  par  leurs  valeurs  (16), 

à-  à  T 
g  _j_  0f_ i_  d*  Log/        V  _i_  dff        J_  <)'  Log£  _ 

da  y*2  dt>         y^     du  ôv  Ov   g1  Ou        fg      Ou  Ov 
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et,  en  simplifiant, 

d*Log^- 


du  ôv 


<J'où,  en  appelant  U  une  fonction  de  u,  V  une  fonction  de  V,  U7  et 
V  leurs  dérivées, 

U7  -  Y  ~  A- 

I^e  ds2  prend  alors  la  forme 

ds>-  =  À0- [  U'2  du"-  -t-  V'2  rfpa  ]  =  X2  ( rfU2  -f-  rfV2  ). 

Les  courbes  l)  =  const.  et  V  =  const.  coïncident  évidemment 
avec  les  deux  familles  de  courbes  u  =  const.,  v  =  const.;  celles-ci 
décomposent  donc  la  surface  en  carrés  et  Ion  a  en  résumé  le  théo- 
rème : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  réseau  orthogonal  soit  isomé- 
trique, il  faut  et  il  suffit  que  deux  déplacements  infiniment 
petits  égaux,  effectués  à  partir  d' un  point  quelconque  sur  les 
deux  lignes  coordonnées,  donnent  lieu  à  des  accroissements 
égaux  et  de  signes  contraires  des  courbures  langentielles  cor- 
respondantes. 

Corollaire.  —  Lorsque  V une  des  deux  familles  de  courbes 
cVnn  réseau  isométrique  est  composée  de  cercles  géodésiques,  il 
en  est  de  même  des  courbes  de  Vautre  famille,  et  réciproque- 
ment, deux  familles  de  cercles  géodésiques  orthogonaux 
forment  un  réseau  isométrique. 

Lorsqu'on  prend  pour  lignes  coordonnées  deux  familles  de  cer- 
cles géodésiques  orthogonaux,  le  ds-  prend  une  forme  particulière- 
ment simple;    la  courbure   tangentielle  de  la  ligne  v=  const.   a 

en   effet  pour  valeur —  — -  — :  cette  courbure,  devant  rester  con- 
1  /'-  à» 

stante  en  même  temps   que    i',    est  une    fonction  de  cette  seule 
variable,  on  a  donc,  en  désignant  cette  fonction  par  <V(<'), 
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d'où,  en  intégrant, 

Le  ds'2  a  donc  la  forme  suivante 

(,7)  *'  =  (U  +  V)«' 

U  étant  une  fonction  de  u,  et  V  une  fonction  de  v. 

Réseaux  elliptiques.  —  Systèmes  harmoniques,  —  Lorsque 
l'expression  du  ds-  sera  de  la  forme 

(18)  ^2=___ 


cos-cp 


nous  dirons  que  le  réseau  (u,  v)  est  elliptique  ou  encore  que  les 
lignes  coordonnées  sont  des  coniques  géodésiques  ;  ces  dénomi- 
nations seront  justifiées  dans  le  Chapitre  suivant.  La  formule  de  la 
courbure  tangentielle  devient  par  un  tel  système  de  coordonnées  : 

2         1         à    /  smi \        d   / cosi 
sin  10     p        d«\coscp/       dv  \sin<p 

si  la  somme  ou  la  différence  des  coordonnées  u,  v  demeure  con- 
stante sur  une  ligne  donnée,  la  courbure  tangentielle  est  nulle  en 

chaque  point  de  cette  ligne,  l'angle  i  étant  alors  égal  à  -  rb  >l. 

Il  existe  sur   toute  surface  une  infinité  de  réseaux  elliptiques 
pour  qu'un  pareil  réseau  soit  isotherme,   il   faut   et  il   suffit  que 

tang'i  soit  égal  au  rapport  rr  d'une  fonction  de  u  à  une  fonction 

de  v  ;  lorsque  cette  condition  est  remplie  on  dit  que  les  coordon- 
nées u,  v  forment  un  système  harmonique  et  l'expression  du  ds3 
est  alors  réductible  à  la  forme  suivante  qu'on  appelé  forme  de 
Liouville  : 

(20)  ds*  =  (  U,  —  Vi)  (du\  +  dv\  )  ; 

on  peut  en  effet  passer  de  la  forme  (18)  à  la  forme  (20)  ou  inver- 
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semenl  par  le  changement  de  variables  suivant  : 


u  =    fcliii  y/Li  —  A,  v  =    f  di>,  V7<  —  V,.  tang4>  =  i/^  |_     '  ; 

h  étant  une  constante  arbitraire. 

Remarque.  —  La  forme  (20)  de  l'élément  linéaire  présente  un 
très  grand  intérêt  en  raison  de  ce  que  le  problème  fondamental  de 
la  détermination  des  lignes  géodésiques  peut  toujours  être  résolu, 
ainsi  que  nous  le  verrons  dans  le  Chapitre  suivant,  lorsqu'il  existe, 
sur  la  surface,  un  réseau  isométrique  formé  de  coniques  géodé- 
siques. 
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CHAPITRE  XXL 

LIGNES  GÉODÉSIQUES.  -  COURBURE  GÉODÉSIQUE. 


Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  ;  équation  des 
lignes  géodésiques  en  coordonnées  curvilignes.  pro- 
priétés des  lignes  géodésiques.  courbure  géodésique; 

identité    de    la   courbure   géodésique  et  de  la  courbure 

TANGENTIELLE.    INTÉGRATION     DE     l'ÉQUATION     DES     LIGNES 

GÉODÉSIQUES.    FORMULE    DE    LlOUVILLE.  COURBES    PARAL- 
LELES;   Méthode    de    Jacobi. 


95.  Ligne  la  plus  courte  entre  deux  points.  —  On  appelle  ligne 
géodésique  d'une  surface  une  ligne  dont  la  courbure  tangentielle 
est  nulle  en  chaque  point  et  dont  le  plan  oscillateur  est,  par  suite, 
constamment  normal  à  la  surface.  Les  géodésiques  d'un  plan  sont 
les  droites  de  ce  plan,  celles  d'une  sphère  sont  les  grands  cercles 
de  cette  sphère,  sur  une  surface  quelconque  les  lignes  géodésiques 
forment  un  ensemble  doublement  infini  et  jouent  le  même  rôle, 
dans  l'étude  des  figures  tracées  sur  cette  surface,  que  la  droite 
dans  celle  des  figures  planes,  ou  le  grand  cercle  dans  la  théorie  des 
ligues  sphériques.  Nous  avons  établi  géométriquement  (Première 
Partie,  §  37)  que  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  quel- 
conques, sur  la  surface,  est  une  ligne  géodésique;  nous  démon- 
trerons ici  une  proposition  plus  générale  : 

Théorème.  —  Pour  qu'une  ligne  (L)  située  sur  la  surface,  et 
passant  par  deux  points  A.,  B  soit  géodésique,  il  faut  et  il  suffit 

que  la  variation  première  de  l  intégrale    I     ds  soit  nulle  quand 

on  passe  de  cette  ligne  (L)  à   toute   autre   ligne   infiniment 
voisine,  ayant  les  mêmes  extrémités. 

Prenons    des    coordonnées  curvilignes  orthogonales,    en    sorte 
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qu'on  ait 

ds2  =  f'1  du-  -t-  g2  rffs, 
d'où 

ds  o  ds,  =  fdu  o(/ du)  -h  ^  dv  o(g  dv), 

8  ds  —  ù(fdu)  cosi  -+-  sin  t  §(£•  dv). 

Nous  devons  écrire   que  la   variation  de   l'intégrale     /  ds    esl 
nulle,  ce  qui  nous  donne,  d'après  l'équation  précédente, 

o   /  ds  =   I  o  d s  =  f  [  cos  i  o  (  f  du  )  -+-  sin  i  $(g  dv  )]  =  o  . 

La  quantité  sous  le  signe  peut  s'écrire 

/  <>/  *         <V\  \ 

—  o«  +  —  ov  I  cost  a«  -+■  fcosi  d  ou 
\du  dv      J  J 

(dg  R  <fe-      \    .     .   .  .... 

-H     -—  ou  H —  or    sin  i  dv  -\-  g  sin  j.«  ot>  =  o. 

\  o«  dv      J 

Intégrons  par  parties  et  égalons  à  zéro  les  termes  restant  sous  le 
signe    /    et  qui  contiennent  en  facteur  ou;   nous   obtenons  ainsi 


~  cos  i  du  —  d(  fcosi)  -\ — —  sin  i  dv  =  o, 
du  J  '       du 


ou,  en  réduisant, 


.  .    .  ,.       df        ...       dg   ,    .  , 

/  sin  j  «t cost  «afi' sin  i  dv  =  o, 

17  (Je  c'a 


ou,  en  remplaçant  j-j  y  par  — •is.,<2  et  divisant  par/, 


dv     du 


.     .   ..       cosi       ,         suit       . 
sin  i  di  h £•  «y  h £■  ai>  =  o. 

Pi  p2 


Mais  gdv  =  ds  sin  t  et  on  a  simplement 
di        cosi        sin  t 

(i)  -r-  -\ h: =  O. 

ds  pi  p2 

Il  est  évident  qu'on  obtiendrait  la  même  équation  en  égalant  à  o 
l'ensemble  des  termes  qui,  sous  le  signe  /  ,  contiennent  en  fac- 
teur oç  ;  or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  [§  93, 
formule  (i3)]  à  la  courbure  tangentielle  au  point  (u,  c);  le  théo- 
rème est  donc  démontré. 

Si  l'on  égale  à  zéro  l'expression  de  la  courbure  tangentielle  en 
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coordonnées  quelconques  on  a,  pour  l'équation  des  lignes  géodé- 
siques,  dans  le  cas  général, 


(a) 


d(g-cosj)        d(fcosi) 


au 


dv 


C'est  une  équation  ditïérentielle  du  second  ordre;  son  intégrale 
contient  deux  constantes  arbitraires  dont  on  pourra  disposer  de 
manière  à  faire  passer  une  ligne  géodésique  par  deux  points  quel- 
conques, ou  encore  par  un  point  donné  et  tangentiellement  à  une 
direction  donnée  dans  le  plan  tangent. 

96.  Propriétés  des  lignes  géodésiques.  —  Prenons  pour  lignes 
coordonnées     une    famille    quelconque    de    lignes    géodésiques, 

Fis.  ioo. 


v  =  const.,  et  leurs  trajectoires  orthogonales.  La  courbure  tangen- 

tielle  des  lignes  v  =  const.  étant  constamment  nulle,  on  a  -7  =  o  ;    le 

coefficient  de  /  ne  dépend  donc  que  de  la  variable  a;  or  nous 
pouvons  substituer  à  u  une  fonction  quelconque  de  cette  variable, 
par  exemple  l'arc  de  la  ligne  c=  const.  compté  à  partir  d'une 
courbe  fixe  située  sur  la  surface;  le  ds-  prend  alors  la  forme 


ds*=  du* 


'"■  dv*. 


Considérons  alors  {fig>  100)  un  rectangle  fini  AB  A,  B»  formé 
par  quatre  lignes  coordonnées  et  soient  a,  b  les  coordonnées  de 
A,  at,bt  celles  de  B,.  On  a  évidemment 


arc  AB 


=   !       du  =  ciy  —  a 


arc  A,  B, 
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et,  comme  la  ligne  géodésique  AB  est  quelconque,  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  — •  Lorsqu'un  segment  de  ligne  géodésique  se 
déplace  de  manière  à  demeurer  normal  aux  trajectoires  de 
ses  deux  extrémités,  sa  longueur  reste  constante. 

Considérons  en  général  un  segment  AB  de  ligne  géodésique  qui 
se  déplace  d'une  manière  quelconque  et  varie  en  même  temps  de 
longueur.    Soient  AB,  A'B'  (jig.   101)  deux  positions  infiniment 

Fig.  ioi. 


voisines;  proposons-nous  d'évaluer  la  variation  de  longueur 
A'B' —  AB;  pour  cela  considérons  les  trajectoires  orthogonales  des 
points  A  et  B  et  soient  A,B,  les  deux  points  où  elles  coupent 
la  seconde  position  A'B'  du  segment  géodésique  mobile;  on  a, 
AB  étant  égal  à  A,  B,  d'après  le  théorème  précédent, 

A'B'— AB  =  B,B  —  A,A'~  —  AA' cosA -+- BB' cosB. 

Cette  formule  est  identique  à  celle  qui  donne  l'accroissement 
de  longueur  d'un  segment  rectiligne  dans  le  plan  ou  d'un  arc  de 
grand  cercle  sur  la  sphère;  on  en  déduit  des  conséquences  ana- 
logues : 

Théorème.  —  Lorsqu'un  segment  géodésique  de  longueur 
constante  se  déplace  en  restant  normal  à  la  trajectoire  de  V une 
de  ses  extrémités,  il  est  en  même  temps  normal  à  la  trajectoire 
de  l'autre. 

Corollaire.  —  Si  l'on  mène,  à  partir  d'un  point  quelconque, 
des  lignes  géodésiques  de  même  longueur  dans  toutes  les 
directions,  le  lieu  de  leurs  extrémités  est  une  courbe  qui  coupe 
à  angle  droit  toutes  ces  lignes  géodésiques. 
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Remarque.  —  11  importe  de  remarquer  que  le  lieu  géométrique 
des  points  dont  la  distance  géodésique  ;'i  un  point  fixe  est  constante 
n'est  pas  un  cercle  géodésique,  tel  que  nous  l'avons  défini. 
Si  nous  supposons  en  effet  qu'on  prenne  pour  lignes  y— const. 
une  famille  de  géodésiques,  et  pour  u  =  const.  leurs  trajec- 
toires orthogonales,  la  courbure  tangentielle  de  la  ligne  géo- 
désique —  a  pour  valeur,  d'après  les  formules  établies  précédem- 
ment, f  étant  ici  égal  à  l'unité 

j_    _    \_  d£^ 

P2  ~"  g  àu 

Pour  que  cette  courbure  restât  constante  sur  la  ligne  u  =  const., 
il  faudrait  qu'elle  se  réduisit  à  une  fonction  de  la  seule  variable  u. 
On  aurait  donc  pour  «'  une  expression  de  la  forme  UV,  U  étant 
une  fonction  de  m,V  une  fonction  de  v\  en  d'autres  termes, 
l'expression  du  ds'2  serait  la  suivante,  ds2  =  du2-i-  XJ2Y2dv2,  qui 
convient,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  aisément,  à  une  surface  de 
révolution  dont  les  méridiens  seraient  les  lignes  v  =  const. 

On  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Lorsqu'une  sur/ace  admet  une  famille  de  lignes 
géodésiques  dont  toutes  les  trajectoires  orthogonales  sont  des 
cercles  géodésiques,  elle  est  applicable  sur  une  surface  de 
révolution;  les  cercles  géodésiques  considérés  correspondent 
aux  parallèles  de  cette  surface  de  révolution;  leurs  trajec- 
toires orthogonales  sur  la  surface  donnée  passent  par  suite 
par  un  point  fixe. 

Nous  verrons  plus  loin  (§  106)  une  application  intéressante  de 
ce  théorème. 

Développées  et  développantes  géodésiques.  —  Si  l'on  considère 
toutes  les  lignes  géodésiques  tangentes  à  une  courbe  (G)  leurs  tra- 
jectoires orthogonales  forment  sur  la  surface  une  famille  de  courbes 
parallèles  (Y)  qu'on  appelle,  par  analogie,  les  développantes 
de  (C);  inversement,  celle-ci  est  dite  la  développée  de  chacune  des 
courbes  (T).  Le  théorème  relatif  à  l'accroissement  de  longueur 
d'un  segment  géodésique  met  en  évidence  la  propriété  suivante  : 

Théorème.   —   Un  arc  quelconque  de  la  développée  est  égal 
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à  la  différence  des  distances  géodésiques  de  ses  deux  extrémités 
aux  deux  points  correspondants  d'uni-  développante  quel- 
conque. 

Si  l'on  imagine  un  fil  parfaitement  flexible,  tendu  entre  deux 
points  d'une  surface  et  soumis  uniquement  à  la  réaction  normale 
de  cette  surface,  cette  réaction  doit  s'exercer  dans  la  direction 
opposée  à  celle  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  d'équilibre  du 
fil;  cette  courbe  d'équilibre  est  donc  une  ligne  géodésique.  On 
voit  qu'on  peut  alors  donner,  pour  une  surface  quelconque,  un 
procédé  mécanique  de  description  des  développantes,  identique 
à  celui  qui  permet  de  décrire,  à  l'aide  d'un  fil  tendu  sur  la  surface, 
les  développantes  d'une  courbe  plane  ou  sphérique. 

1)7.  Courbure  géodésique.  —  Si  l'on  mène  les  deux  tangentes  géo- 
désiques aux  extrémités  M,  M'  d'un  arc  infiniment  petit  d'une  courbe 
quelconque  C,  tracée  sur  la  surface  {Jig-  102),  ces  deux  tangentes 

Fie.  102. 


se  coupent  en  un  point  M  ,  infiniment  voisin  de  M  et  de  M';  l'angle  s 
sous  lequel  elles  se  coupent  prend  le  nom  de  courbure  géodésique 

totale   de  l'arc  MM';  le  rapport '-— —,   est  la  courbure  géodésique 

1  '  aie  JM.M  &  ' 

moyenne  et  sa  limite,  quand  M'  se  rapproche  indéfiniment  de  M, 

est,  par  définition,  la  courbure  géodésique  au  point  M;  on  donne 

aussi  à  l'angle  z  le  nova  A  angle  de  contingence  géodésique. 

Pour  évaluer   la   courbure  géodésique  au  point  M,  considérons 

les  trois  lignes  géodésiqnes  v  =  const.  qui  passent  en  M,  en  M'  et 

en  Mi  ;  soient  /,  i\  les  inclinaisons  de  la  courbe  (C)  sur  les  deux 

premières,  i\  et  «',  -f-  z  les  angles  que  fait  la  troisième  avec  les  deux 

D.  23 
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lignes   géodésiques   MM,,    M,  M'.    Appliquons    l'équation    (1)    à 
chacune  de  ces   deux  lignes  géodésiques;  les  courbures  tangen- 

ticlles  —  >  —des  lignes  coordonnées  étant  des  quanlités  finies,  nous 

Pi       P2 

avons  le  droit  de  leur  attribuer  les  mêmes  valeurs  aux  points  infi- 
niment voisins  M,  M',  M|. 

Posons  alors,  pour  une  ligne  quelconque, 

ds  cos  i  =  ofx,         ds  sin  i  =  dfi; 

il    vient,    aux   infiniment   petits    du    second   ordre  près,   pour  la 
première  ligne  géodésique  MM,, 

a, -a         p,-ft 
l, —  l  H h =   O 


et,  pour  la  seconde, 

.                  a'- a,         p'-p, 
ï-tt-EH 1-   ' —  =  o 

Pi  P2 

ou,  en  ajoutant  et  divisant  par  ds, 

e  di        cosi        sin?' 

6^A'  ds  pi  p2 

Or  le  second  membre  est  égal  à  la  courbure  tangentielle  [§93, 
formule  (i3)],  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  courbure  géodésique  est  identique  à  la 
courbure  tangentielle. 

Nous  conserverons  dorénavant,  pour  désigner  cette  courbure, 
le  nom  de  courbure  géodésique  qui  lui  a  été  donné  par  Liou ville. 

98.  Intégration  de  l'équation  des  lignes  géodésiques.  —  L'équa- 
tion différentielle  (  i  )  est  du  second  ordre;  on  peut,  dans  certains 
cas,  en  obtenir  une  intégrale  première  et  ramener  la  recherche  des 
lignes  géodésiques  à  l'intégration  dune  équation  du  premier  ordre. 
Considérons  seulement  le  cas  où  les  coordonnées  sont  isométriques, 
c'est-à-dire  où  le  ds2  est  de  la  forme 

ds'1  =./2 ( du- -+-  dv"1). 
On  a  alors 

ds  cosi  =fdu,  ds  sin*  —  f  d\\ 


l 

«    0/ 

i          i    df 

pi 

r  o?  ' 

p,        f*  Ou 
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et  l'équation  (  i  )   prend  la  forme 


di  =  -y  (  —  du ■—  dp  ) 

t  \0v  du       ) 


ou 


,.,.  .dud2v —  dvd1u  df    .         df   . 

(  o  )  / — — =     —  du di 

•'        dut  +  dv*  \<Jv  <m 

Introduisons  une  variable  t,  telle  qu'on  ait 

du--\-  dv2  —  f2  dt2, 

et  cherchons  à  exprimer  n  et  r  en  fonction  de  t.  On  est  ainsi 
amené  à  déterminer  u  et  v  eu  fonction  dune  même  variable  t  à 
l'aide  des  deux  équations 

du  d2  v        dv  d2  u  df  du  df  dv 

~dt   ~d~F  ~  ~dî  ~d~F  ~*~dû~dl  ~~ '    dv    dt  ' 
du  d-  u        dv  di  v  _      df  du  df  dv 

~dt    dt2   ~^  dt  ~dF  ~~*  dû  ~dt        *  ~dv  dt' 

i  ,    d2u    d*v  ,  ,    . 

qui,  résolues  par  rapport  a  -rr>— t-, >  se  réduisent  a 

/  f  -  d1  u  _     df  d2  v  _     df 

Uj  ~d~F~''~dli'         ~dF~J7v" 

On  aura  donc  l'équation  des  lignes  géodésiques  en  intégrant  les 
équations  (4)  puis  en  éliminant  t  entre  les  deux  équations  obte- 
nues. On  peut  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  plus 
élégante  mais  fondée  sur  des  considérations  de  dynamique  (voir 
Liouville,  Application  de  r  analyse  à  la  Géométrie  de  Monge, 
Note  III). 

Cas  où  le  système  de  coordonnées  est  harmonique.  —  Lorsque 
les  lignes  coordonnées,  supposées  orthogonales  et  isothermes, 
forment  un  système  harmonique,  ou  système  de  Liouville,  le  coeffi- 
cient f1  est  réductible  à  la  forme  U — V,  U  étant  une  fonction 
de  u,  V  une  fonction  de  v\  les  lignes  coordonnées  sont  des  coniques 
géodésiques  (p.  346);  on  alors 


i   d*-(f2)        df  df  d"-f 


(  5  )  ^—  —  -f-  ■+-  -+-  / 

•>       <)ii  no  iin     rti>  u 


:>.     Ou  dv  du    dv       J  du  <)v 


=  o. 


On  obtient,  dans  ce  cas,  immédiatement  une  intégrale  première 
de  l'équation  des  lignes  géodésiques;  les  équations  (4)  deviennent 
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en  effet 

dlu  _  T1,  dlv  _        r, 

2  ~~dF  ~     '        l  ~d~F  ~ 


dt 
membres  de  la  seconde  par  —r-  et  qu'on  intègre,  on  a,  en  appelant  /i, 


Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par—  ,  les  deux 


dv 
dt 

k  des  constantes  arbitraires 


§),=  u-".     (aV. 


(domine  on  doit  avoir 


rf«  \ 2       /  <r/t>  \ 2 
in 

les  deux  constantes  />   et  k  doivent  être  égales  ;  on  a  donc,  pour 
l'intégrale  cherchée, 

du  dv 

=  dt. 


v/U— A        \/h  —  V 

Si  nous  remplaçons  du,  dv  par  les  quantités  proportionnelles 
cosi,  sin«,  cette  équation  prend  la  forme  simple  (Liouville,  loc. 

cit.) 

(6)  Vcos2i-t-  U  sin2i  =  h. 

Applications.  —  i°  Surfaces  de  révolution.  —  Considérons 
comme  première  application,  la  surface  de  révolution  définie  par 
les  équations 

x=ucosv,         y  =  us\nv,         z  =  <b(u). 

Les  lignes  v  =  const.  étant  les  méridiens,  les  lignes  u  =  const.  les 
parallèles,  on  a  ici 

(  7  )  ds-  =  du-  (  i  —  'V2  )  -+-  m*  dv- 

ou 


ds"  =  u"-  (  '■ —  dul-r-  dv1  ) 

v   »-  / 


Si  l'on  faille  changement  de  variables 


(tll 


/  i  -t-  'V2  —  =  dv.,  dv  =  d$,  u-  =  F|  -x  ) , 
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les  Lignes  coordonnés  sont  encore  les  méridiens  et  les  parallèles,  et 

le  ds-  devient 

ds*-  =  F(a)(dx*-+d<^). 

Les  méridiens  et  les  parallèles  forment  un  système  orthogonal 
et  isotherme  et,  de  plus,  le  ds2  a  bien  la  forme  de  Lioaville.  L'inté- 
grale première  (6)  des  lignes  géodésiques  est  donc 

F(a)  sin*i  =  /<, 

ou,  en  revenant  aux  variables  u,  c, 

u  si n  i  =  const., 
d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorkme.  —  Si  Von  multiplie  en  chaque  point  d'une  ligne 
géodésique  le  rayon  du  parallèle  par  le  sinus  de  V angle  sous 
lequel  cette  ligne  géodésique  coupe  le  méridien,  le  produit  a 
une  valeur  constante  (Clairaut). 

2°  Ilélicoïde.  —  Cherchons  encore  les  lignes  géodésiques  de 
1  hélicoïde  gauche  défini  par  les  équations 

;r  =  mcosc,        y  =  us'irn>,         z  =  kv, 

et  pour  lequel  on  a 

ds'-  =  du-  -+-  (  u"-  +  A2  )  dv*  =  (  m»  -+-  k*  )  (    /""      -+-  dv9-  \  , 

ce  qui  se  réduit  à 

rfs2  =  F(a)(da*-+-d$*), 

en  posant 

=  du,  dv  =  d';i,  u- -4-  k-  —  F ( x ). 


s/u1  -+-  A2 

On  a  donc  ici,  pour  l'intégrale  des  lignes  géodésiques, 
(8)  y/^2-f-  A2  sin  t  =  const. 

Les  lignes  v=  const.  sont  les  génératrices   de  l'hélicoïde. 

Remarque.  —  Comparons  le   ds-  de  la  surface  de   révolution 

générale 

ds*-=  rf«2(n-<V2)  -+-  h2  dvK 

à  celui  de  l'hélicoïde  réglé 

ds\  =  du]  -+-  (  u]  -+-  A2)  dv\. 
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Si  nous  établissons  entre  les  deux  surfaces  la  correspondance  point 
par  point  définie  par  les  deux  relations  c,  =  r,  u"  -+-  h-  =  u-,  le  ds2 
de  l'hélicoïde  prend  la  forme 

;  ,              u*         ,    .  ■    y  , 

«v-  =  — —  du1  -f-a-  ar-, 

a 2  —  A'2 

et  cette  expression  sera  identiqne  sur  les  deux  surfaces  si  l'on  choisit 
la  fonction  <l  de  telle  sorte  qu'on  ait 

u- 


i  +  f«(«) 


t2  —  k' 


En  d'autres  termes,  l'hélicoïde  gauche  est  applicable  sur  la  sur- 
face de  révolution  dont  le  méridien  satisfait  à  l'équation 


4»  (a)  =-====         ou  <i  —  .%=£Log y— 

y  u- — A2  h 

'l0  étant  une  constante 

L'équation  du  méridien  dans  le  plan  des  z-x  est  donc 


x  =  -  \e 


% 


c'est  une  chaînette  ayant  pour  base  l'axe  de  révolution.  On  a  donné 
le  nom  cVa/ysséide  à  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une 
chaînette  tournant  autour  de  sa  base  et  le  résultat  précédent  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —  L'hélicoïde  gauche  peut  être  appliqué  sur  une 
alysséide,  de  telle  sorte  que  ses  génératrices  rectilignes  se  trans- 
forment dans  les  méridiens  de  cette  alysséide. 

Théorème  de  Bour.  —  Considérons,  au  lieu  de  l'hélicoïde  réglé, 
l'hélicoïde  général  défini  parles  équations 

j  =  hcosc,         y=us\nv,         zz=o(u)-hkv 

pour  lequel  on  a,  en  mettant  en  évidence  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  lignes  u  =  const., 


CHAPITRE    XXI.    —    LIGNES  GÉODÉSIQUES.    COURBURE   GÉODÉSIQUE.         35y 

d'où,  en  posant 

(9)  w*-t-A:2=a?,       dv  h /  ■       du  —  c/t'i,       <l/("i)  =  4/  ç'^")^ — r> 

</-  -1-  A'  y  «- 

ils-  —  \\  -\-  'l'-(  ut  )  |  du\  -+■  u-  dv\  ; 

les  lignes  r,  =  const.  sont  donc  géodésiques  et  s'obtiennent  par 
une  quadrature;  Vhélicoïde  général  est  applicable  sur  une 
surface  de  révolution  dont  le  méridien  est  déterminé  par  la 
l'onction  o  (Théorème  de  Bour). 

On  voit  de  plus  que  L'équation  des  lignes  géodésiques  est 

(10)  (  u2-+-  Ar*)*sinsi  =  const. 

C'est  une  généralisation  intéressante  de  l'équation  de  Clairaut. 

3°  Comme  dernière  application,  supposons  les  points  d'un  plan 
déterminés  par  leurs  distances  p{,  p2,  à  des  foyers  fixes  F,,  F2 
(coordonnées  bipolaires). 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  F2  Ft ,  pour  axe  des  y  la  perpen- 
diculaire élevée  au  milieu  de  cette  droite  et  soit  ic  la  distance  des 
deux  foyers,  en  sorte  qu'on  ait  les  deux  équations 

pf—  p}=  4car,         p|  4-  pi  =  a(.r2-t-j2-f-c2). 

Le  système  de  coordonnées  uel  y  délîni  par  les  relations 

('  —   U  =  pi,  V  -+-  Il  =  p2 

est  orthogonal  et  isotherme  et,  déplus,  harmonique.  Ona,  en  effet, 
les  deux  formules  de  transformation 


X  =    — ,  y  =    -  v/(t,.!_C2)(C2_M2), 

et  l'on  en  déduit  aisément 

,   „         ,    ,       ,   .  „ .  /     dv2  du-     \ 

ds2  =  dx*  -h  dy%  =  (  p-  —  as  )  (  -= z  ■+■  -= ;    ■ 

J  !\y-—  c2        c"-—u\l 

Si  donc  on  pose  : 

—  /V£='  p-/-       *  =  .  PÎ=FW,         ..-F,<«, 

J    \J v* — c-  J    \/c- — u'2 

on  a  bien 

ds*-=  [F(oc)—  Fi($)](d%*-hd$*). 
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L'intégrale  première  des  lignes  géodésiques  sera  donc 

ou,  en  revenant  aux  coordonnées  u,  c, 

du  dv 


/( c2  —  u'l)(h  —  f/2 )       vA <'2  —  c~  M  l'~  —  l{  j 

C'est  l'équation  d'Euler  relative  au  théorème  d'addition  des 
fonctions  elliptiques  ;  ce  qui  précède  permet  d'en  obtenir  immé- 
diatement l'intégrale  sous  forme  algébrique.  En  effet,  les  lignes  géo- 
désiques du  plan,  étant  des  droites,  sont  représentées  par  une 
équation  linéaire  entre  x  et  r;  l'intégrale  est  donc  de  la  forme 


y(v- —  c'1)  (c- —  u-  )  =  muv  -f-  a. 

11  suffit  d'établir  entre  les  constantes  m  et  n  une  relation  telle  que 
l'équation  (18)  soit  identiquement  vérifiée. 

99.  Familles  de  courbes  parallèles.  Coniques  géodésiques.  — 
Les  trajectoires  orthogonales  dune  famille  de  géodésiques  forment 
une  famille  de  courbes  géodésiquement  équidistantes  ou  paral- 
lèles. On  peut  étendre  du  plan  à  une  surface  quelconque  la  théo- 
rie des  coordonnées  bipolaires  et  des  coordonnées  elliptiques; 
prenons,  en  etfet,  pour  coordonnées  d'un  point  quelconque,  les 
distances  géodésiques  u  et  v  de  ce  point  à  deux  points  fixes  de  la 
surface  ou,  plus  généralement,  à  deux  courbes  fixes;  les  trajec- 
toires   orthogonales    des   courbes    c  =  const.   ont    pour   courbure 

.    .,      à  (  îr  sin  m  )  ,    ,,  .  i  ,   .  •!    r 

tan<rentielle    — '■ :    pour  qu'elles  soient  géodésiques,   il  iaut 

que  g  sin  to  soit   une  fonction  de   la   seule   variable?;   de  même 

/'sin  10  ne  doit  dépendre  que  de  u  ;  le  ds-  peut  donc  se  mettre  sous 

la  forme 

7  du-  -+-  i  du  dv  cos  w  -+-  dv-        ( du  -+-  dv )-        ( du  —  dv  )- 

(u)     ds'2  —  — = 1 —  > 

sin-  tu  ,    .    ,  (o  ,  fa) 

4  s i n -  —  4  cos-  — 

2  i 

qui  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons  donnée  dans  le  cas  d'un 
réseau  elliptique  [p.  34<J,  formule  (iS)];  les  courbes  lieux  de  points 
dont    les   distances    géodésiques    à   deux    courbes    fixes    ont    une 
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somme  ou  une  différence  constante,  forment  un  double  système 
orthogonal  analogue  à  celui  que  forme,  dans  le  plan,  un  système 
d'ellipses  et  d'hyperboles  liomofocales,  et  il  est  naturel  de  leur 
donner  les  noms  d'ellipses  et  à1  hyperboles  géodésiques ;  parmi 

les  propriétés  «les  coniques  planes,  celles  qui  résultent  du  théorème 
relatif  à  la  variation  de  longueur  d'un  segment  rectiligne  appar- 
tiennent évidemment,  sur  toute  surface,  aux  courbes  ainsi  définies. 

Remarque.  —  D'après  la  formule  (n),  toute  surface  qui  admet 
deux  familles  de  géodésiques  se  coupant  sous  un  angle  constant 
est  applicable  sur  un  plan  (Liouville).  Si,  en  elTet,  on  appelle  u>  le 
supplément  de  cet  angle  constant,  il  suffît  de  poser  u  =  x sin to, 
V  =  j^sinto  pour  retrouver  la  forme  du  ds'1  du  plan,  en  coordon- 
nées rectilignes  obliques. 

Détermination  des  géodésiques.  Méthode  de  Jacobi.  —  Soit 
z>  (u ,  c)  =  G  l'équation  d'une  famille  de  courbes  parallèles, 
o(«,  v)=.Q  celle  de  leurs  trajectoires  orthogonales,  en  sorte 
qu'on  ait 

ds-  =f-  du-  -+-  if  g  cos  ta  du  dv  -+-  g"-  dv'1 

à'-P    ,  d<o    ,  \ 2       „ _  /  d<l    ,  d'\> 


.     du  ^ -dv)    -i-  G-  (  -~  du  -r-  -ri  dv 

au  dv       /  \  ou  dv 


\ou 


En  écrivant  que  ds'1  —  do'1  est  le  carré  dune  fonction  linéaire  de 
du  et  dv,  on  a  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(.,)  f-^-j    -2/,cos(,--  +  ^^j    =  /^SUWO. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  une  solution  es  (w,  e,  a)  de  cette 
équation,  contenant  une  constante  arbitraire  a,  non  additive. 
Substituons-la   clans  l'équation  (12)  et  dérivons  par  rapport  à  a 

dç 
l'identité  ainsi  obtenue,  nous  aurons,  en  posant  G  =  — 

1  da 

-0da  dO  ,  /<fcp   r)0         do    ()0\  dep    d6 

t'1  — nfsr  cos  w    — ! 1 -  —     -f-  g*  — =  o, 

•'     dv  dv  J°  \du  dv        Ov   du)       *    du  du 

ce  qui  exprime  que  les  deux  familles  de  courbes  cp=const., 
0  =  const.  forment  un  réseau  orthogonal  ;  d'où  le  théorème 
suivant  : 
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Théorème.  —  Quand  on  connaît  une  solution  de  V équation 
(12)  contenant  implicitement  un  paramètre  arbitraire,  il  suf- 
fit d'égaler  à  une  constante  arbitraire  la  dérivée  de  celte  fonc- 
tion par  rapport  au.  paramètre,  pour  avoir,  en  termes  finis, 
V équation  générale  des  lignes  géodésiques. 

Si,  par  exemple,  les  coordonnées  forment  un  système  harmo- 
nique, en  sorte  qu'on  ait f2  =  g2  =  L  — V,  l'équation  (12)  prend 
la  forme 

(S)X£)'-"'-vi 

on  peut  la  vérifier  en  posant 

cp  =    /  d[]  —  a  du  —  /  J  a  —  V  dv, 

d'où  se  déduit  immédiatement  l'équation  (6)  de  Liouville  [Pour 
une  étude  plus  complète  de  la  méthode  de  Ja.cohi,  cf.  Darboux 
(Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  II.  Livre  V,  Chap.  IV 
etV)]. 
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CHAPITRE  XXII. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES.  -  COURBURE  TOTALE. 


Formules  de  réduction  a  l'origine  (coordonnées  ortho- 
gonales). —  Courbure  géodésique  des  systèmes  ortho- 
gonaux, formule  de  Lamé.  —  Théorèmes  de  Gauss;  cour- 
bure totale;  surfaces  applicables  sur  un  plan.  —  Cour- 
bure totale  d'une  aire  polygonale.  —  Expressions  di- 
verses DE  LA  COURBURE  TOTALE  EN  COORDONNÉES  CURVI- 
LIGNES. 

100.  Coordonnées  orthogonales;  formules  de  réduction.  —  Afin 
de  pouvoir  interpréter  géométriquement  les  résultats  de  l'analyse, 
et  conformément  à  la  méthode  que  nous  avons  suivie  dans  l'étude 
des  courbes  à  double  courbure,  des  surfaces  réglées,  etc.,  nous 
supposerons  qu'on  prenne  pour  origine  un  point  M  quelconque  de 
la  surface,  pour  axe  des  z  la  normale  à  la  surface  en  ce  point, 
pour  axe  des  x  et  des  y  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées 
i>  =  const.  u  =  const.  qui  se  coupent  au  point  M.  Les  coordonnées 
cartésiennes  et  leurs  dérivées  partielles  des  divers  ordres  par 
rapport  à  u,  v  prendront  alors  des  valeurs  réduites,  ayant  une 
signification  géométrique,  et  qu'on  ne  devra  introduire  dans  les 
formules  obtenues  qu: après  avoir  effectué  toutes  les  dérivations. 
Nous  calculerons  ces  valeurs  réduites  en  nous  limitant  aux  déri- 
vées des  trois  premiers  ordres;  dans  les  formules  ainsi  obtenues 
nous  représenterons  par  les  mêmes  symboles  les  fonctions  elles- 
mêmes  et  les  valeurs  qu'elles  prennent  à  l'origine,  et  nous  n'intro- 
duirons, pour  distinguer  ces  dernières  valeurs,  aucune  notation 
spéciale,  afin  de  ne  pas  compliquer  l'écriture;  un  peu  d'attention 
suffira  pour  éviter  toute  confusion.  On  a  d'abord  les  formules 

dx  ùy  dz  dz 

dv  du  du  dv 


Ou  / 

(£)>' 

(àys 

2 

•e 

<777  "•', 

dy  _  ^ 
dv 
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Les  relations 

nous  donnent  en  outre 


Ceci  posé,  dérivons  d'abord  l'équation  qui  donne  la  valeur  géné- 
rale de/2  par  rapport  à  m,  puis  par  rapport  à  e,  et  introduisons  les 

valeurs  réduites  de -t— >  —>  •••:  il  vient 
ou      Ov 

fà*x  __  ,<y  d2.r  _  ,  y 

■    <*w8       '    du  '         •'  dadp       ^  dt>' 
d'où 

')8.r   _    <j>/  d-'.T     _   d/  _         fg 

Ou'1        Ou  Ou  Ov        ov  p, 

Si  nous  opérons  de  même  sur  la  formule  qui  définit  g-,  nous 

obtenons 

Oy    0-y             dg             Oy  0-y  dg 

Ou  Ou  Ov           Ou             Ov    dv%  Ov 

d2  y  dg         fg            d2  y  dg 

p2 


Ov-         dv 


d^y         02x 
Pour  obtenir——  et  -—>  il  suffit  de  dériver  par  rapport  à  u,  puis 
ou*        Ov'2  r  l  r  l 

par  rapport  à  c,  la  relation  d'orthogonalité 

dx  àx        Oy  Oy        Oz  as 

On  trouve  ainsi 


=  o. 
Ou  Ov         Ou  Ov         Ou   Ov 


02x         ,Td*'y  _  fa%x  à*  y 

J  a,,  .u,  +  S  77777  —  °i        ./  77775" 


du  Ov       "    Ou2  •    Ov-       '    du  ov 

et,  en  tenant  compte  des  formules  déjà  obtenues, 

d"-y  _  /*  (p£  _    _  g* 

dw2         p!  de8  ps 

Nous  connaissons  ainsi  les  dérivées  du  second  ordre  de  x  et  de  y. 
Considérons  maintenant  la  troisième  coordonnée  z.  De  la  formule 

dz  =  />  dx  ■+■  q  dy, 

on  tire  d'abord  les  deux  suivantes 

Oz  O.r  dy  Oz  Ox  dy 

t*f/  d«         7  d//  de        '    dp  1   Ov 


0-  z 

!      Ox              Oy 

r -r-  S  — 

\      OU             Ou 

ou- 

0-  z 

1    dx          à  y 

\     Ov           Ov 

Ou  dv 

<i-z 

Ô72  ~ 

/    o.r           Oy 
V  ôv    "^     ôv 
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I  V'ii\  uns  chacune  d'elles  par  rapport  à  //,  puis  par  rapportât, 
en  tenant  compte  toujours  «les  formules  de  réduction  déjà  obtenues  ; 
nous  avons  ainsi,  en  remarquant  que  p  et  q  sont  nuls, 

dx  _       /  Ox  \  -  _    . 
dû  ~  '   \ôû)    "  J'1  ' 

dx  _ 

Ou  ~7*^' 

ày 

Ov 

lui  résumé,  les  valeurs  réduites  des  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre  sont  contenues  dans  le  tableau  suivant  : 

o-2 
> 

p2 

àg 

ôô' 

OuOv  "/0"',       dv'2  h      ' 

Dérivées  du  troisième  ordre.  —  Prenons  d'abord  les  deux 
formules  générales 

.df        dx  ô-x        ày  à2  y        Oz   d2  z 
Ou        du  Ou'1  ~T'  Ou    Ou-        Ou  Ou1  ' 
Of       Ox    02x         Oy    0- y         Oz     0-z 


(i)  -^ 


Ou        h 

dx 

à*x  _àf 

Ou-        du 

Oy 

Tu  =  °' 

ov  ~*' 

<>-y  =  f1 

Ou-         pi  ' 

àz 

ôô  ~°' 

Oz 

—  =  °) 
Ov 

u  ->- 

(J« 

X 

du 

dv 

d'- 

y 

au  dv 

d'1 

z 

■lE, 
pi  ' 

à-x 
dv'2 

pî   ' 

à*  y 

dv2 

fgs, 

d2z 
dv* 

dv        du  du  dv        du  du  dv        du  du  dz 

Dérivons  chacune  d'elles  par  rapporta  u,  puis  par  rapport  à  p,  et 
réduisons;  nous  avons  ainsi,  en  représentant  par  S  la  somme  des 
résultats  d'une  opération  symétrique  effectuée  sur  les  trois  coor- 
données x,  y,  s, 

fdfy      ,.d2f     fd»x     „/à*xy      ,okt     /ofy        1 1         \ 

(ôô)  ^Jôô2=SôT-hb(ôô;)  =^ôu-^(ô7c)  ^f\Jî^r)^ 

df  àf  .  d2  f  d3  x  c  /  O2  x    à2x 


du  Ov  du  dv  du2  dv  \  du2  du  Ov 

=   f^L^Ù!   dJ-->rf*g 

Ou2dv        du  dv        '  \p1P2 

0 j'y         f°",f        dx     0:i  x       ,    0  /  02x 

J     tint  An 


dv  I  dv2         du  du  Ov2  \0udv 

03x  /àf\* 


■foVoV2  +  (ôv)  ^'^Vil"^ 
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(  opérant  de  même  sur  les  deux  formules 

dg        dx    d-x         dy    d-  y         dz     d1  z 
du         dv   du  dv        dv   du  dv        dv  du  dv 

dg        dx  d1  x         dy  d1  y        dz  d2  z 
S  ~Tv   —  ~d~v    dv*         ~dv    "dv2         dv   ~dv2  ' 

nous  obtenons  les   trois  équations  réduites 

àg\-        „d2g        dy    o3 y  (  d2x 


du]         c    du'2         dv  du2dv  \du  dv 

à*  y         fàg\* 

=  s 


du2dv        \d 


D  +"  À 


dg  dg             d2 g         dy     d3 y      |    c  fd2x    d2  x  ^ 

du   dv     '    °  dudv        dv    dudv2    '    ~  \  dv2    du  dv  J 

*y    ^dgdg               / 

du  dv2        du   dv                  \ 

i 

?  I  ?  2 

(dg\*,#g        dy  à\y           /d2x\2 
\dv  /         ê   dv2         dv    dv*            \  dv2  J 

dv*   "^  \àv  )         S    \pjj 


Nous  résumerons  ces  résultats  dans  le  Tableau  suivant 

1       du*         Ou2         J    \pl        r  j  dv*  dv2  g    Vp|  "*"     /' 

]     d3x  d2f  (    \  \        d3y  d*g  /    i 

\du2dv        dudv       '*      \p1p2  /       dudv2       dudv       *  "    \pips 

I     d*x  d2f  /  1  \  d3y  d*g  ,l\  \ 

'dir^2  =  d^  -fg'^^s)'  d^Tv  =  i^ --Mpi     /; 

Remarquons  que  ce  Tableau  est  incomplet  puisqu'il  y  manque 

les  valeurs  réduites  des  dérivées  -— ,  -~~  et  celles  des  dérivées  du 

dv3    du3 

troisième  ordre  de  z;  on  comblerait  aisément  la  première  lacune  en 

opérant  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  la  condition   d'ortho- 

(ôor  ôjc  \ 
—  —J  =0:  quant  aux  dérivées  de  z,  on  les  obtiendrait 

en  différenciant  les  relations  générales  qui  donnent  /•,  s  et  /.  Nous 
nous  dispenserons  de  faire  ces  calculs,  les  Tableaux  [I]  et  [11]  étant 
suffisants  pour  les  applications  que  nous  aurons  à  faire. 
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101.  Théorèmes  de  Gauss.  Formule  de  Lamé.  —  Toule  propriété 
géodésique  qui  ne  dépendra  que  des  infiniment  petits  du  premier 
et  du  second  ordre  pourra  être  obtenue  en  dérivant  une  fois  ou  deux 
fois,  par  rapport  aux  variables  u,  v,  les  relations  (jui  définissent/ 
et  g  et  la  condition  d'ortliogonalité,  puis  appliquant  les  formules 
de  réduction  [I]  et  [II].  Il  est  évident  d'ailleurs  que  toute  relation 
obtenue  de  cette  manière  sera  absolument  générale,  quoique  dé- 
duite des  équations  réduites,  pourvu,  toutefois,  qu'il  n'y  figure 
que  des  éléments  purement  géométriques.  Si,  par  exemple,  nous 
dérivons  deux  fois  de  suite,  par  rapport  à  u,  puis  par  rapporta  t\ 

la  relation 

dx  dx        dy  dv        dz   dz 


—  °i 
du   dv        du   di>        du  dv 


nous  aurons 


["  dx     à:i  x 
\  du  du  Ov- 


dx     d3x  dix  d-x        /  d'1  x 


ùv   àu%dv        du'-    dv-         \du  dv 
et,  en  faisant  usage  des  formules  réduites  (Tableau  [I]), 

J  àudv*  diûdv        p.y  du        pt   dv       J    '  J         \?ï        P2 

Mais  on  déduit,  des  deux  dernières  formules  du  Tableau  [II], 

,    d*x  d*y  rdU>  (  i\  à* g  ,,,/,,      1 

J  àudv1        °  du*dv       J  dv'-        °   J     \  pf/        °  du-  \  pf 

J  dv-  du-  \  pi         pf/ 

d'où,  en  substituant, 

(I)  ,«  +  ,££  +  £  £_££_,.,.<,._,,>. 

v  '  J   dv-  die1         pi    dv        p2    du       J 

Or  (s- —  rt)  représente,  en  formules  réduites,  le  produit  changé 
de  signe  des  courbures  principales  de  la  surface  au  point  M  ;  l'équa- 
tion précédente  met  en  évidence  ce  fait  que  ne  dépend   que 

des  éléments  géodésiques,  et,  par  suite,  reste  invariable  quand  on 
transforme  la  surface  en  une  autre  sur  laquelle  elle  est  appli- 
cable et  l'on  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  (Gauss,  Disqui- 
sitiones,  §  XII)  : 
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Théorème.  —  Lorsque  deux  surfaces  sont  applicables  V une 
sur  Vautre,  le  produit  des  courbures  principales  a  des  valeurs 
égales  su/-  les  deux  surfaces  en  deux  points  correspondants 
quelconques. 

Formule  de  Lamé.  —  Remplaçons  dans  l'équation  (i)  — ,    — 

r  '  v  '  Ov      ou 

/V    fff 
par  —  "t-s.,  '—;  nous  avons 

Pi       Pa 

<Pf à_(lS       f  <!K         dll  =  f±  (K\      K  El' 


OV'  '      OV   \pi  /  pt     OV  OU-  OU    \p2/  p2    ^U 

d'où 

•    ov-         p,    ov  J°  OV  [.pi/'  ou-        p2  ou       J°  Ou  \p2 

et  la  formule  précédente  peut  s'écrire 


Ri  R2       ov  \  pj  /        ou 

Cette  relation,  qui  est  générale  bien  qu'obtenue  à  l'aide  des 
formules  réduites,  peut  être  mise  sous  une  autre  forme.  Consi- 
dérons en  général  une  fonction  quelconque  de  u  et  de  v\  soit 
H  (m,  e)  cette  fonction,  dH  l'accroissement  qu'elle  acquiert  lorsque 
le  point  (m,  v)  subit  un  déplacement  infiniment  petit  dsi  faisant  un 
angle  i  avec  la  ligne  v  =  const.;  nous  avons  appelé  (p.  255)  le  rap- 
port -7—  la  dérivée  de  H,  prise  dans  la  direction  i.  D'après  cette 
définition,  on  aura 

dH   ,         OH    ,         /  i  oH         .i    dH 

dH  =  —  du  H dv  = 

ou  Ov 


—..  —  cosi  H sin  i  I  ds,-, 

J    Ou  g    OV  } 

d'où 


dH         i  OH         .        i    OH    .     . 

-j—  =  — .  — •  cosi —  si  ni, 

ast        j  Ou  g  Ov 


ce  qui  peut  encore  s  écrire 

/^      da 

(3)       -r- 


dH         .       dH    .     . 

rfH 

i  OH 

dl\         i   dH 

—. —  cost-i-  — — suit. 

- 

—     —     — ,       , 

.     ^^     

«5l                         «So 

6^1 

/  ou 

dso         g    Ov 

dH     dH    ,  .         .  ,   .    ,  .  ,  ....  ,  - 

-r—  >  -7—  étant  les  dérivées   prises   dans    les  directions  zéro   et  -• 

(tSi      ds-j  l  ■> 

Appliquons  ces  formules  aux  courbures  géodésiques  des  lignes 
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coordonnées:  nous  avons,  en  remarquant  que  les  règles  du  calcul 
des  dérivées  s'appliquent  sans  modification  à  ce  genre  de  dériva- 
tion géométrie  |iic, 

à_  (f\  _  J_  df         (  dJt  )  __  fg  % 

dv  \pj        p,  dv       J  \  dv  J  ~         p\       J*  ds2  ' 

_à_  i  _£\    _     J_  ^£         „_Pj  _   f£_         f„  _P_2, 
du\pij        p2  ou  ou         p|  ds\ 

La  relation  (2)  peut  donc  s'écrire,  en  divisant  tous  les  termes 


,/i- 

rf-1 

p2   _ 

Pi        _£_         1 

dsi 

<Ys2         p-f         pj 

(4) 

dsi  ds%         PÏ'    *    P»  R;  ^2 

C'est  la  formule  de  Lamé;  on  peut  lui  donner  une  autre  forme. 

Désignons  par  D„  (  —  j  la  dérivée  de  (—  )  prise  suivant  la  nor- 
male intérieure  à  la  courbe  t>  =  const.,  c'est-à-dire  dans  la  direc- 
tion -1  et  par  Dn  (—  )>  la  dérivée  de  —  prise  de  même  dans  la 
2         l  \p%J  p2  l 

direction  -;  nous  avons  alors,  d'après  la  formule  (3), 

\Pl/  «.S-2  \P2/  «*1 

et  l'équation  (4)  peut  s'écrire 

(5)  D„(±)+r>„(±)-±-^  =  -J-. 

\pi/  \pi/       pï       pi       Ri  Rs 

IG'â.  Courbure  totale.  —  Considérons  une  portion  de  surface 
limitée  par  un  contour  fermé  (C);  soit  S  son  aire;  si,  par  le  centre 
d'une  sphère  de  rayon  1,  nous  menons  des  parallèles  aux  normales 
de  la  surface  le  long  du  contour  (C),  nous  aurons  sur  la  sphère  un 
contour  fermé  (c)  entourant  une  portion  d'aire  n  à  l'intérieur  de 
laquelle  seront  compris  tous  les  points  qui  représenteraient  sphé- 
riquement  les  points  de  la  surface  contenus  à  l'intérieur  de  la 
courbe  (C).  L'aire  n  est,  par  définition,  la  courbure  totale  du 
segment  de  surface  limité  par  le  contour  (C);  lorsque  le  contour  (C) 
diminue  indéfiniment  en  entourant  un  point  fixe  M  de  la  surface,  le 
D.  24 
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rapport  —  tend  vers  une  limite  qu'on  appelle  la  courbure  totale 

au  point  M.  Celte  définition  de  la  courbure  totale  est  due  à  Gauss, 
qui  en  a  donné  l'expression  générale  en  fonction  des  coefficients 
du  ds-. 

Pour  arriver  à  cette  expression,  nous  démontrerons  le  théorème 
suivant  (  Gauss,  Disquisitiones)  : 

Théorème.  —  La  courbure  totale  en  un  point  quelconque  est 
égale  au  produit  des  courbures  principales  et  reste  par  suite 
invariable  quand  on  transforme  la  surface  en  une  autre  sur 
laquelle  elle  est  applicable. 

Supposons,  en  effet,  la  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  cour- 


bure; le  segment  limité  par  la  ligne  (C)  sera  divisé  en  rectangles 
infiniment  petits  MM4M'M2    et  l'aire  S  sera  égale  à  l'intégrale 

double  /  /  MM1M/M2=2.  Or,  si  nous  effectuons  la  représen- 
tation sphérique  des  lignes  de  courbure,  nous  diviserons  l'aire  ien 
rectangles  infiniment  petits  tnm'm2iH\  et  nous  savons  que  mmt 
sera  parallèle  à  MM,,  mm2  à  MM2.  On  aura  donc 


f.f 


mm  i  X  ni  m. 


or,  les  arcs  mm{,  MM2  sont  proportionnels  à  leurs  projections  sur 
une  droite  quelconque,  par  exemple  sur  Ox.  Si  l'on  appelle  A  le 
cosinus  de  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  normale  au  point  M,  on  aura 
par  suite 


mmx 
MÂT, 


d\  x 
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et  de  même 

m  ni  •>        d,  X 


M  M-,        d2x 

en  désignant  par  les  indices  (i)  et  (2)  les  déplacements  effectués 
suivant  la  première  ou  la  seconde  ligne  de  courbure.  On  aura 
donc 

MM,  x  MMj  (  -r-  )  ( ~-  )  =  mml  x  mm*. 

\d[X/  \d2x/ 

Or,  d'après  le  théorème  de  Piodrigues, 


On  en  déduit 


ce  qui  démontre 

Théorème.  —  Toute  surface  applicable  sur  un  plan  est 
l'enveloppe  d'un  plan  mobile  à  un  paramètre. 

Si,  en  effet,  une  surface  S  est  applicable  sur  un  plan,  comme  la 
courbure  totale  est  nulle  en  tous  les  points  de  celui-ci,  le  produit 
des  courbures  principales  sera  nul  en  tous  les  points  de  cette 
surface  S.  Or,  on  a,  comme  on  sait,  sur  une  surface  quelconque, 

1  rt  —  s2 


dx  X              1 

d.2\ 

1 

~d^r  ~~~  RT 

> 

d2x 

=  — ÏÏT 

di 

1 

dï 

""  R 

,R.' 

\  théorème. 

(troisième  partie,  §  70);  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  applicables  sur  un  plan  est  donc  rt  —  s-=o  et  nous 
avons  vu  que  son  intégrale  générale  est  donnée  par  l'enveloppe 
d'un  plan  mobile  dont  l'équation  dépend  d'un  paramètre  unique. 

Courbure  totale  d'une  aire  polygonale.  —  Considérons  sur 
la  surface  un  point  O  et  une  ligne  (L)  sur  laquelle  un  point  A  soit 
pris  pour  origine  des  arcs  (fig.  io4).  Un  point  quelconque  M  est 
déterminé  par  sa  distance  géodésique  au  point  O  et  par  l'angle  ce 
que  fait  la  géodésique  OM  avec  la  géodésique  OA.  Prenons  pour 
lignes  coordonnées,  les  géodésiques  issues  du  point  O  et  leurs 
trajectoires  orthogonales;  la  formule  (2)  et  celle  qui  donne  la 
courbure  géodésique  d'une  ligne  quelconque  se  réduisent  pour 
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(6) 


Ri  R2 


ds 


di 


ds  si n  i 

P2 


di 


àg 

au 


dv. 


La  première  exprime  que   l'élément  d'aire  g  du  dv  a  pour  cour- 

hure  totale  -r-^-  du  dv:  soient  alors  M,  M'  deux  points  infiniment 
du*  r 

voisins  de  (L);    on   a,    pour   la    courbure    totale   c/£   du    secteur 

OMM', 

(7)  A — *JT    ^ 


C*U        /o         \<>M        /M 


Pour  calculer  le  premier  terme,  portons  sur  OM,  OM'  deux  lon- 

Fig.  .04. 


gueurs   égales    infiniment   petites    O/»,   Om' \   le    triangle    Omni' 

a  •  1  ,    ,  -i-  1  niOni' 

pouvant    être    considère    comme    reetihgne,    fe    rapport 


arc.  mm 


1  1    dg\  ,.  ,    •  , 

«  =  const.,  c  est-a-dire  I-  -     );  or,  cette  limite  est  évidemment 


a   pour  limite    la  courbure  géodésique,   au   point  O,   de  la  ligne 

g  àu/> 

égale  à  — V  et  notre  premier  terme   se  réduit  à  do.    Quant  au 
0  g  dv  '  • 

second    terme,    on    l'obtient  immédiatement  en    appliquant  à   la 

ligne  (L)  la  seconde  des  formules  (6)  et  Ton  a  en  définitive 

rfS  =  do-+-d<l -, 

P 

ty  étant  l'angle  sous  lequel   le  contour  (L)  coupe    la  géodésique 
OM,  -  la  courbure  géodésique  de  ce  contour  au  point  M. 
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Si  l'on  intègre  cette  formule  depuis  le  point  A  jusqu'au  point B, 
on  a,  pour  la  courbure  totale  du  triangle  curviligne  fini  OAB, 


M.-i)-/f. 

Jk     p 


E  =  0-+-B 

\      P 
/\  /\  /\ 
O,  A,  B  étant  les  angles  intérieurs  de  ce  triangle.  Pour  en  déduire 

la  valeur  sphérique  d'une  aire  limitée  par  un  contour  polygonal 

curviligne,   fermé  et  convexe,  il  suffit  de  joindre  par  des  lignes 

géodésiques  les  sommets  de  ce  contour  à  un  point  intérieur  et  de 

faire  la  somme  des  courbures  totales  de  ces  secteurs   partiels;  on 

est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  courbure  totale  d' un  segment  de   sur/ace 

limité  par  un  contour  polygonal  convexe  est  égale  à  la  somme 

des  angles  intérieurs  du  contour  diminuée  d'autant  de  fois 

deux  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins   deux  et  de  V intégrale 

I  —  étendue  à  tout  le  périmètre  de  ce  contour  [O.  Bonnet, 

Mémoire  sur  la  théorie   générale    des  surfaces   [Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  t.  XIX,  p.  1 3 1 )] . 


/ 


Lorsque  le  contour  est  formé  de  lignes  géodésiques,   l'intégrale 

ds 

est  nulle  et  la  courbure    totale    est    donnée    par  la   même 


p 

règle  que  l'aire  d'un  polygone  sphérique.  Ce  beau  théorème  est 
dû  à  Gauss  (Disquisitiones,  §  20);  la  proposition  plus  générale 
d'O.  Bonnet  s'en  déduit  immédiatement,  en  remplaçant  le  contour 
donné  par  un  polygone  géodésique  circonscrit  d'un  nombre  infini 
de  côtés. 

103.  Expressions  diverses  de  la  courbure  totale.  —  i"  Coordon- 

f 
nées  orthogonales.  —  Si  dans  la  formule  (2)  nous  remplaçons  — 

g           1                 1                     \   èf     \    dt?     n      , 
et  —  par  leurs  valeurs —■>  -.  —  elle  devient 

Pi  S  c>v   S  du 

m  f9    _à  (idf\        _^/_Lç>£\ 

RtR2        dv  \g  dv)        du  \f  du/' 

Considérons,     comme    application,    la    surface     de    révolution 
définie  par  les  équations 

x=ucosv,        y  =  usinv,         z  =  <|;(k), 
ds*=  (n- 'ty'*)du*-{-  u*  dv*,        /=  y/n- *J/2,        g  =u. 
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La  formule  (  *j)  nous  donne  pour  la  courbure  totale 
i  i    i     df  i     d  (  i 


Ri  R2        u  f3  du  ±u  du  \/'2 

Proposons-nous,    par  exemple,    de   déterminer  le   méridien  de 

telle    sorte  que   la    courbure  totale  soit   constante  et  égale  à—; 
i  °  a2 

l'équation  précédente  donne  alors 


a-  d  ( —  ]  -~  iu  du  =  o, 


d'où,  en  appelant  b2  une  constante  arbitraire, 

a2  —  è2-f-  u'2 


(9  *' 


62  —  iS- 


C'est  l'équation  différentielle  du  méridien;  considérons  en  parti- 
culier le  cas  où  les  méridiens  concourent  en  un  point  non  singulier 
de  la  surface;  lorsque  le  rayon  du  parallèle  s'évanouit,  il  faut  que 
la  tangente  au  méridien  devienne  perpendiculaire  à  l'axe, 
donc  'Y  (u)  doit  s'annuler  pour  u  =  o;  on  doit  donc  prendre  b2 
égal  à  a2  ;  et  l'équation  (9)  devient 


dz  1 


d'où,  en  intégrant, 


—  y  a-  —  u*. 


Le  méridien  est  donc  un  cercle  avant  son  centre  sur  l'axe;  la 
sphère  est  donc  la  seule  surface  de  révolution  à  courbure 
constante  pour  laquelle  les  points  situés  sur  V axe  soient  des 
points  réguliers. 

On  voit  qu'une  surface  de  révolution  à  courbure  constante 
positive  coupera  toujours  son  axe  en  un  ou  plusieurs  points 
singuliers.  Si  l'on  donne  à  la  constante  b'2  d'autres  valeurs,  on 
aura  une  suite  de  surfaces  pour  lesquelles  les  parallèles  de  rayon 
nul  seront  des  points  coniques  réels  ou  imaginaires  {Cf.  Darboux, 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.   I,  £  72). 

Si  la  courbure  totale  doit  être  constante  et  négative,  l'équation 
différentielle  du  méridien  s'obtient  en  changeant  le  signe  de  a- 
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dans  l'équation  (<>  )  < | n i  devient 

'dz\*      u^—cû—b1 


lu  /  //-  —  11- 

On    petit    déterminer    ici    la    constante    b    de    telle    sorte    que 
le    méridien    soit    asymptote   à    l'axe,    c'est-à-dire    de    telle  sorte 

que  -j-  soit  infini  pour  u  =  o,  ce  qui  donne  &=  o,  el  nous  avons 

alors  pour  l'équation  du  méridien 

/  / ;  du 

az  =  va-  —  u2  —  • 
u 

Il  est  aisé  d'en  avoir  la  définition  géométrique.  Si,  en  effet,  nous 
appelons  0  l'angle  que  fait  l'axe  avec  la  tangente  au  méridien,  nous 

avons  —r  =  tan  g;  9  et  l'équation  précédente  devient 

K2  =  (a2  —  m2)  tanç28,         u2(i  -+-  cot2ô)  =  a2,  -T—-  =  a. 

si  il  0 

Mais  -r—r  est  évidemment  égal  au  segment  de  tangente  compris 

sin  0  do  d  i 

entre  l'axe  et  le  point  de  contact;  le  méridien  est  donc  la  trac- 
trice  de  paramètre  a  qui  a  pour  asymptote  V axe  de  révolution. 
Cette  surface  remarquable  a  reçu  le  nom  de  pseudo-sphère,  ou  de 
surface  pseudo-sphérique.  C'est  la  plus  simple  de  toutes  les 
surfaces  à  courbure  constante  négative. 

2°   Coordonnées  isométriques.  —  La  formule  (8),  dans  le  cas 
où  f=  g,  devient 

p    _  <,2Log/   ,    d'Log/ 


H,  H,  ou"-  dv* 


(Liouville,    Analyse    appliquée    ci    la    Géométrie    de    Monge, 
Note  II). 

Cette  élégante  formule  prend  une  forme  plus  réduite  si  l'on  fait 


le  changement  de  variables 

u  -+-  iv  =  a,         u  —  iv  =  Jî, 

ce  qui  revient  à  rapporter  la  surface  à  ses  lignes  de  distance  nulle. 
On  a,  en  elfet,  en  désignant  par  H  une  fonction  quelconque  de  u 
et  de  v, 

<nH  _  ^11  <p\\        t>2  II  <fi\\_  _    _^H  d2H        >PH 

~ôvîl  ~~    0%"-  ~    '  Or  O'p    '    ~d$*  '  ov*    "      "   da2  "       Or  d$         0$*-  ' 
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d'où 

—  4 


du'1         dv*  d*d$ 

Si  nous  appliquons  cette  formule  de  transformation  à    la  fonc- 
tion f,  l'équation  (9)  prend  la  forme 

_i _  _4_  à'-  Log/ 

{U)  R,  R,        /*     «Ja«^ 

due,  comme  la  précédente,  à  Liouville  (loc.  cit.). 

3°  Coordonnées  obliques.  —  L'expression  développée  du  pro- 
duit >  dans    le   cas    général,    telle   qu'elle   a   été  donnée  par 

Gauss  (Disquisitiones,  §  11)  est  assez  compliquée  ;  on  peut,  en 
procédant  comme  il  suit,  la  mettre  sous  une  forme  plus  condensée 
(Liouville,  Journ.  de  Math.,  Ie  série,  t.  XVI,  p.  i.îo).  Calculons 
la  courbure  totale  du  parallélogramme  élémentaire  M  M,  M' M, 
formé  par  deux  couples  de  lignes  coordonnées  infiniment  voi- 
sines; les  angles  intérieurs  M,  M'  de  ce  parallélogramme  sont,  en 
conservant  nos  notations  habituelles, 

doi  dto    ,  1  (  d-  o)  à'1  iû  d'1  ta    . 

o)     et     10  -\ — —  du  h — —  dv  ■+■         —. — -  du1  -r-  1  — - — -  du  dv  h dv 

du  dv  1  \  ou-  ou  dv  dv- 

les  angles  intérieurs  M,  et  M-,  ont  de  même  pour  valeur 

dm      ,  1   à'1  10  dit)   ,         1   rf2w    , 

77  —  w du du'1     et     t.  —  co —  dv dv-. 

du  2    du1  dv  -j.    dv'1 

L'excès  de  la   somme  de   ces    quatre    angles    sur    27:  est   donc 
dudv. 


dudi 

Quant   à  l'intégrale    /  —,  elle  doit  être  réduite  à  son  premier 

élément  pour  chacun  des  côtés  MM,,  M,  M',  M.' Mi,  MeM;  on  à 
donc  à  faire  la  somme  des  quatre  angles  de  contingence  corres- 
pondants qui  sont,  en  tenant  compte  du  sens  dans  lequel  chaque 
côté  est  parcouru, 

£-  du,      £■  dv  -t-  4-  (  —  )  du  dv,     —  Ldu—  —  (£-\  du  dv,     —  £  dv. 

pi  p2  du\pî/  pi  dv  \pi  /  p8 

La  courbure  totale  est  d'ailleurs  un  infiniment  petit  du  second 
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'77 


i  •  i      /V  s  i  n  10     »      .  ,  r 

ordre,  (jui  a  pour  partie  principale  •  —  cluav  ;  on  a  donc',  enlin, 

/ç  si  no  _    d'-i»  d_  f  tf\    §     d_  //\  _ 

R,  Rs      ~  du  <h'       du  \  p.»  /  "^  df  \  p,  /  ' 

C'est  la  formule  de  Liouville;  si  l'on  tient  compte  des  formules  qui 


f         e 
donnent  —  et  —  >  savoir 

Pi  ?2 


'de  df\       du 

.  -r-  cos  w — 

s  in  io  \  ou  dv  /        Ou 


J  smu  \du      dv 


du) 
dv' 


l'équation  (12)  devient 


(.3) 


fg  si  no)         d2u>  d  (  du        dv 

Ri  R2  rfa  (>c        t*«  \       y'sinco 


104.  Surfaces  admettant  deux  familles  de  courbes  parallèles 
composées  de  cercles  géodésiques.  —  Nous  pouvons  maintenant 
compléter  le  théorème  énoncé  à  la  fin  du  paragraphe  96. 


Fie.  io5. 


En  effet,  un  parallèle  d'une  surface  de  révolution  est  évidem- 
ment une  ligne  le  long  de  laquelle  la  courbure  totale  reste 
constante.  Si  donc  une  surface  S  admet  une  famille  de  courbes 
parallèles  composée  de  cercles  géodésiques,  comme  ceux-ci 
correspondent  aux  parallèles  de  la  surface  de  révolution  sur 
laquelle  S  est  applicable,  la  courbure  totale  restera  constante  sur 
chacun  de  ces  cercles  géodésiques;  de  plus,  leur  développée 
géodésique  commune  se  réduira  à  un  point  O. 
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I  Supposons  alors  qu'il  existe  une  seconde  famille  de  courbes 
parallèles  de  cette  nature  et  soit  Ot  le  point  de  concours  de  leurs 
normales  géodésiques;  considérons  le  quadrilatère  curviligne 
MM,  M' M 2  formé  par  deux  couples  de  cercles  géodésiques  de  cha- 
cune des  deux  familles  (fig.  io5).  Soient  K,  K,,  K/,  K2  les  valeurs 
de  la  courbure  totale  en  chacun  des  quatre  sommets  de  ce  quadri- 
latère; d'après  ce  qui  précède  K=  K.,,  K,  =  K'  d'où  K  =  K.'.  La 
courbure  totale  est  donc  constante  sur  toute  la  surface.  Celle-ci  est 
par  conséquent  applicable  sur  une  surface  de  révolution  à  courbure 
totale  constante  dont  l'axe  coupe  les  méridiens  en  un  point  corres- 
pondant indifféremment,  soit  au  point  O,  soit  au  point  O,.  Si  donc 
l'un  au  moins  des  points  O,  0(  n'est  pas  un  point  singulier  de  la 
surface  S,  le  méridien,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  se  réduit  à  un 
cercle  et  l'on  a,  en  résumé,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Toute  surface  qui  admet  deux  familles  de 
courbes  parallèles  formées  de  cercles  géodésiques  est  applicable 
sur  une  surface  de  révolution  à  courbure  totale  constante;  si 
l'un  au  moins  des  deux  points  O,  O,  auxquels  se  réduisent 
les  deux  développées  géodésiques  est  un  point  régulier,  la  sur- 
face est  applicable  sur  une  sp/ière  et  tous  ses  points  jouissent 
de  la  même  propriété  que  le  point  O. 
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CHAPITRE  XXIII. 

SURFACE  RAPPORTÉE  A  SES  LIGNES  DE  COURBURE. 


Relations    entre    les    courbures    principales    et   les    coef- 
ficients   DU    ds'2;    CAS    DES    SURFACES    ISOTHERMIQUES.    L.ES 

COORDONNÉES  PONCTUELLES  (OU  TANGENTIELLEs)  SATISFONT 
A   UNE    MÊME    ÉQUATION    AUX    DÉRIVÉES     PARTIELLES,    LINÉAIRE 

ET     DU     SECOND     ORDRE.    COURBURE     DES     LIGNES     ASYMPTO- 

TIQUES;  FORMULES  d'O.  BONNET;  APPLICATION  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE.  SURFACES  DONT  LES  LIGNES  DE  COUR- 
BURE   SONT    DES    CERCLES    GÉODÉSIQUES. 

105.  Parmi  les  systèmes  orthogonaux  qu'on  peut  tracer  sur 
une  surface  donnée,  celui  que  forment  les  deux  familles  de 
lignes  de  courbure  présente  un  intérêt  particulier.  Si  l'on  prend 
pour   lignes    coordonnées    f>  =  const.,    u  =  coost.   les    lignes    de 

courbure   correspondant  aux  courbures   principales   ; — ,  -=r-,   il  y 

1  1  l  Kj     K2  J 

a,  entre  les  coefficients  du  ds-  et  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux, des  relations  simples  que  nous  établirons  d'abord. 

Soient  À,  u,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  aux  points  a?, 
y,  z.  Les  formules  d'O.  Rodrigues,  appliquées  à  l'axe  des  x,  nous 
donnent 

(1)  Rl^=_^,  R2^=_^, 

du  du  '  dv  dv 

d'où,  en  dérivant  la  première  par  rapport  à  r,   la  seconde  par  rap- 
port à  iij 

n     d2X  d\  dR,  d"-x         _     d*\  dl  o\\, 

(2)  Ri  - — ; — 1 = —  =  R.. 1 -; 

ou  dv        du    dv  du  dv  '  du  ov        ov    ou 

en  appliquant  les  mêmes  formules  à  l'axe  des  y  on  a  de  même 

du  dv        du    dv  ou  dv  '  Ou  dv        dv     du 
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Introduisons  maintenant  les  formules  de  réduction  du  Chapitre 
précédent;  les  équations  (2)  deviennent,  en  prenant  pour  axes  les 
directions  principales  et  la  normale  en  M, 


du  dv         Ri     dv  pi  du  dv 

(3)  v 

d^j.  fg  dV     ,     g    dR3 

n  - — —  =  —  —  =  rv-2  t 


du  dv  p2         '     du  dv        R2    du 

car  les  formules  (1)  se  réduisent  alors  à 

D    dX  ,  d\x  d\  d\x 

R,  ■—=—/,  R1-L-=o,  R2— =  0,  R2 -!-=£. 

du  J  du  dv  dv 

o-  •  m-  <>»X  1         J 

Ï5i  maintenant  on  élimine  - — r-  entre  les  deux  premières  equa- 

du  dv  l  l 

d%  u. 
tions  (3),  - — —  entre  les  deux  dernières,  on  a  les  formules  cher- 

x    'du dv  7 

chées  : 

jl^(Rs_Rl)  =  R     '    fl, 

)    f   dv  Ri     dv 

(4) 

i^(Rl_R2)  =  Rli.^a. 

I   ^  du       '  "  '  x  R2    du 

On    peut   laisser    subsister   dans    ces    formules    les    courbures 

.     1  ,   •  ii-  1  ,        1   df      \    dg     , 

ireouesiques    des    lianes    coordonnées  -.  —,    —  -f-    étant    eiraux   a 
n  &  f  dv      g  du  ° 

— ,  —  ;  on  peut  aussi  leur  donner  une  autre  forme  en  posant 


P« 


k^^-     ïb  =  " 


elles  deviennent  alors 

_   1    df       dP       dO  _   i  <te       dP        dQ 

(5)  2Q-.  —  = ,         —  2  Q —  = 1 — —  • 

v  J    uv         dv         dv  g  du        du         du 

Surfaces  isothermiques.  —  Lorsque  les  lignes  de  courbure  sont 
isothermes,  la  surface  est  dite  isothermique  ;  il  est  aisé  de 
déduire  des  formules  (5)  L'équation  qui  caractérise  les  sur- 
faces isothermiques;  on  peut  toujours,  en  effet,  remplacer  des 
coordonnées  isométriques  u,  v  par  des  fonctions  U  et  V  ne  dé- 
pendant chacune  que  d'une  seule  de  ces  deux  variables  et  telles 
que  l'on  ait  f=°-J  la  condition  cherchée   s'obtient  alors  en  éli- 
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minant  la  fonction  Log/ entre  les  relations  (5),  ce  qui  donne 


"1 

fdP        dQs 
de          ov 

v               /  dP        dQ  \ 
)          d  (    tfu          dèT    ) 

Ou 

K      Q      > 

/   '  dv>\      Q      / 

et,  en  simplifiant, 

d  / 1  dp x 

)  H      ''    /  '     ^ 

du  \Q  dt>, 

'         de  \  g    d//  /   —  °' 

(6) 

,Q   ^P 
x  Ou  dv 

dP  dQ        dP   dQ 

du    dv         Ov    Ou 

o, 


Cette  équation  (6)  est  vérifiée  identiquement  quand  P  se  réduit 
à  une  constante;  d'où  l'on  déduit  le  théorème  suivant,  en  appelant 
courbure  moyenne  la  demi-somme  des  courbures  principales  : 

Théorème.  —  Toute  surface  à  courbure  moyenne  constante 
est  isothermique . 

En  particulier  les  surfaces  minima,  pour  lesquelles  on  a  P  =  o, 
sont  divisées  en  carrés  par  leurs  lignes  de  courbure. 

106.  Théorème  de  Lamé.  —  Nous  ferons  plus  loin  l'application 
des  résultats  précédents  à  quelques  questions  particulières;  pour 
le  moment,  revenons  à  la  théorie  générale  et  reprenons  les  for- 
mules (i)  et  (2)  : 

dx         -H    —  d'X  f)Rl    ^X  *** 


du                   du             du  dv               dv    du  du  dv 

àx  _              dX              d*x              dR,   dX  d2X 

dv                    dv             du  dv              du     Ov  2  du  dv 

TVT                    1  f  1     •                         ,\  •                   d\      d\  d2  X 
IMous  en  déduirons,  en  éliminant  —  ,  —  et 


du     dv  Ou  Ov 


d2.r     _  dR,   dx  d2X 

du  dv  Ov    Ou  l  du  dv 

„     d*x  dR,  dx  d2X 


"  du  dv         du    dv  du  dv 

dJL  o-L 

1            1    \    d^x             Ri  dx  R,  dx  _ 

R2        Hi/àudv          Ov     du  du     Ov 

ou  encore 

,,       d*-x         R,  dR,  dx  R,  dR,   dx 

(  Ri  —  R2  ) — -  — 'r-  tt  — -  t-  =  o 

'  du  dv         R2    du    dv  Ri     dv    du 
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ou,  en  tenant  compte  des  formules  (4), 

d%.r  àLogf    d.r        dijOgg     d.r  _ 

du  dv  dv         Ou  du        dv 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Lorsqu'on  prend  pour  lignes  coordonnées  les 
lignes  de  courbure  de  la  surface,  les  trois  coordonnées  ponc- 
tuelles d'un  point  quelconque  vérifient  une  même  équation 
linéaire  et  du  second  ordre,  savoir 

à^)  dhogf    çft_        d  hogff    àO  _ 

9  dudv  ~        dv       *  du  ~        dû         dv  ~ 

Considérons,  au  lieu  des  coordonnées  ponctuelles  a?,  y,  z,  les 
cosinus  directeurs  X,  u.,v  de  la  normale;  entre  les  équations  précé- 
da 
dentés  éliminons  ,  nous  obtenons 

ou  dv 

n  .    d*l         dR,     d\       dRt     à\ 

(Ri  —  R>  )  3 H -  •   -r r-i  •  —  =    O, 

du  dv  du      dv  dv      du 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (4), 

d'-l  i       dg     R,     d\        i      df     R,      d\ 


Ou  dv        ,Ar      du      Ri      dv        f     dv      R2      du 


=  o. 


On  peut  donc  énoncer  le  théorème  corrélatif  du  précédent, 
savoir  : 

Théorème.  —  Lorsque  Von  prend  pour  lignes  coordonnées 
les  lignes  de  courbure  de  la  surface,  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  satisfont  à  une  même  équation  aux  dérivées 
partielles  linéaire  et  du  second  ordre,  savoir  : 

d*%        Rt  dhogf  dS       Rg  dLogff  dS  _ 

du  dv  ~  R~2       dv       dû  ~  R[       dû       dv  ~~  °' 

Les  propositions  réciproques  sont  exactes  et  peuvent  être 
énoncées  sons  la  forme  suivante  (')  : 

(  '  )  Ce  théorème  et  les  suivants  sont  contenus  comme  cas  particuliers  dans  une 
proposition  générale  dont  on  trouvera  la  démonstration  dans  les  Leçons  de  M.  Dar- 
boux  Sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  I,  §§  113  et  suivants. 
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Théorème.   —  Si  une  équation  aux   dérivées  partielles  du 
second  ordre  linéaire  et  de  la  forme 


du  dv 


du  dv 


admet  trois  solutions  satisfaisant  à  la  condition 


dO,  dO,        d82  dOj  ^  d03  de3 
du    dv         du    dv 


—  =  o, 
du    dv 


on  aura  les  équations  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de 
courbure  en  égalant  ces  trois  solutions,  soit  aux  coordon- 
nées x,y,z  d'un  point  quelconque,  soit  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale. 

Supposons  en  effet  qu'on  élimine  A  et  B  entre  les  trois  équa- 
tions qui  expriment  que  0,,  Go,  Q3  sont  solutions  de  l'équation 
proposée.  On  aura  ainsi 


('O 


de, 

Vu 

dO., 
du 

de  s 

du 

dO, 
~dv 

dO, 
~dv 

d0;i 
"dv 

d*8, 

d2  0., 

d263 

du  dv 


du  dv 


du  dv 


Or  si  O,,  H-,,  03  sont  les  coordonnées  cartésiennes  a?,  y,  z, 
cette  équation  exprime  (troisième  Partie,  §  76)  que  les  lignes 
M  =  const.,  v  —  const.  forment  sur  la  surface  un  réseau  con- 
jugué; la  condition  imposée  à  ô1}  92,  G3  exprime,  d'autre  part,  que 
ce  réseau  est  orthogonal  si  l'on  suppose  les  coordonnées  rectangu- 
laires; elles  coïncident  donc  avec  les  lignes  de  courbure. 

Si  au  contraire,  on  regarde  G,,  82,  63  comme  les  cosir.  is  direc- 
teurs de  la  normale,  la  relation  (11)  exprime  encore  que* es  lignes 
u  =  const.,  v  =  const.  forment  sur  la  surface  un  réseau  conjugué; 
quant  à  la  relation 

dG,  dO,  _^  dO,  <)<),        d03  dOj  _ 
du    dv         Ou    dv         du    ov 

elle  signifie  que  ce  réseau  conjugué  est  représenté  sur  la  sphère 
par  un  réseau  orthogonal;  il  est  donc  encore  formé  des  lignes  de 
courbure  de  la  surface. 
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107.  Courbure  des  lignes  asymptotiques.  —  Lorsque  le  plan 
oscillateur  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface  coïncide  enunpointM 
avec  le  plan  tangent,  le  théorème  de  Meusnier  tombe  en  défaut 
ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  (§  77)  et  ne  permet  pas  de  cal- 
culer la  courbure  ^;  mais  celle-ci  ne  diffère  pas  alors  de  la  cour- 
bure géodésique  et  peut,  en  conséquence,  être  déterminée  par  les 
formules  générales  données  au  paragraphe  92. 

Lorsque  la  surface  est  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure, 
l'angle  i  que  fait  la  tangente  à  la  courbe  avec  la  ligne  v  =  const. 
est  égal  au  demi-angle  des  directions  asymptotiques;  on  a  donc, 
en  appelant  a,  b  le  cosinus  et  le  sinus  de  cet  angle, 


cos^=rt,         siru  =  b,         tangi*  =  - 

où 

,  Ri  hi  R2 

a2  =  — —  >  b2  — 


Rj 


R,-R2'  R2— Ri 

La  courbure  r-  étant  égale  à  la  courbure  géodésique  -,  on  a 
R  P 

fg        d{gs'\ni)        d(fcosi)   ^d(bg)        d(af  | 
H    "  du  dv  au  dv 


ou 


fe        ,  à  g  df  db         rda 

R  du  dv 


'"  du       J  dv  ' 


Si  nous  remplaçons  —  >  —   par  leurs  valeurs  tirées  des   équa- 

r      s  du     dv    '  l 

dons  (4),  cette  relation  devient 

(12)  ^  =  kg-Bf 

en  posant 

dw"4"     R2(Ri—  R2)   du  '  ""  <h>  "1"aRi(Ri— Ri)    dv 

Reste  à  calculer  A  et  B,  ce  qui  se  fait  sans  difficulté;  prenons 
par  exemple  A;  on  a 

A  _  i  db  ,_i_  e>Ra 
T)   ~  7)  dû  R2    du 

Or,  d'après  la  définition  de  Z>, 


2  db         i  ciR,      i 

/oRi 

\  du 

dR,\ 

~  du  ) 

i 

/«m, 

\  du 

R,  dR, 

b  du  ~   R2  au     '  R2—  Ri 

R2- 

R, 

R2  du 
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d'où,  en  substituant  dans  la  valeur  de  A, 


Rs  —  K|  l   du  K2     du  J  "~  H,  \  du  ■        RT  ~ôû 

ce  qui  peut  s'écrire 


Ri{    du  Ri     du  /  -  du  \R;5 

on  aurait  de  même  pour  B 

d'où  enfin,  pour  la  courbure  j?  > 
.,  v  fg  ,,u,    à    /R,  \  sp,  d   /R, 

Cette  formule,  où  l'angle  i  figure  par  son  sinus  et  son  cosinus, 
a  l'avantage  de  ne  donner  lieu  à  aucune  difficulté  relativement  aux 
signes;  si  Ion  y  remplace  a,  b  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
rayons  de  courbure  principaux  elle  prend  la  forme  suivante  sous 
laquelle  elle  a  été  donnée  par  O.  Bonnet  : 

<  ,  ^  „  (R,— Ra)a        i  1  à   I R,  \         i  l  d   /R,  \ 

Appliquons  cette  formule  aux  surfaces  réglées;  l'une  des  deux 
valeurs  de -jr- doit  être  nulle  dans  toute  l'étendue  de  la  surface; 
lorsque  celle-ci  est  une  surface  du  second  ordre,  les  deux  valeurs  de 
77  sont  nulles  puisque  les  deux  lignes  asymptotiques  ne  sont  tout 
autre  chose  que  les  génératrices   reclilignes  ;   on  a  par  conséquent 

àu\Rl)        de\H*J       °" 

Réciproquement,  si  Ton  suppose  ces  deux  relations  vérifiées  sur 
toute  la  surface,  les  deux  familles  d'asymptotiques  se  composent 
de  lignes  dont  la  courbure  est  nulle,  c'est-à-dire  de  droites,  et  la 
surface,  étant  doublement  réglée,  est  une  quadrique;  de  là  le 
théorème  suivant  qui  a  une  grande  importance  dans  la  théorie  des 
surfaces  du  second  ordre  : 

I).  25 
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Théorème.  —  Lorsqu'  un  point  parcourt  une  ligne  de  cour- 
bure sur  une  surface  du  second  ordre,  le  rayon  de  courbure 
principal  correspondant  varie  proportionnellement  au  cube 
de  l'autre  rayon  de  courbure  principal.  Réciproquement,  si  les 
lignes  de  courbure  d'une  sur/ace  jouissent  de  la  propriété 
précédente,  cette  surface  est  une  quadrique. 

Il  est  aisé  de  déduire  de  ce  théorème  une  forme  remarquable 
de  l'élément  linéaire  d'une  surface  du  second  ordre,  rapportée  à 
ses   lignes  de  courbure;    nous   pouvons    en    efïet    prendre    pour 

variable  v  une  fonction  quelconque  de  -^  et  pour  u  une  fonction 
quelconque  de  ■—;  le  moyen  le  plus  simple  consiste  à  poser 

R1=  i-u*,         R2  =  uvs, 
d'où  : 

R!    Ov         v  R2    du         u 

et  d'après  la  formule  (4)  • 


>   àf            v            i  / 

I 

I 

f  dv         v-  —  u'1         i  \ 
i    dg             u              i  / 

v  —  u 

1     I 

('  -+-  u 
I 

g   Ou           II-  —  V'1          2  ^ 

Ku  —  v 

u  -+-  l- 

et,  en  intégrant, 

yî==_U(«*_^),        g>*  =  V(u*-i>*), 

U  et  V  étant  des  fonctions,  l'une  de  u,  l'autre  de  v.  On  a  donc 

ds-  =  (r-  —  u-)  (U  du- -h  V  dv-  l. 

On  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  du 
second  degré  forment  un  système  isotherme  composé  de  coniques 
géodésiques;  le  ds-  est  de  la  forme  de  Liouville,  en  sorte  que 
l'équation  des  lignes  géodésiques  admet  comme  première  in- 
tégrale (§98) 

v-  cos2  i  -f-  u1  sins  i  ='const. 


Remarque.  —  Les  surfaces  du  second  ordre  sont  les  seules 
surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  forment  un  système  de 
Liouville;  nous  renverrons  pour  la  démonstration  qui,  sans  être 
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difficile,  exige  d'assez  longs  développements,  au  Mémoire  de 
Bonnet  sur  les  surfaces  applicables  {Journal  de  l'Ecole  Poly- 
technique, XLIP  Cahier,  §  20). 

108.  Courbure  géodésique  des  lignes  de  courbure.  —  Les  for- 
mules générales  qui  donnent  la  courbure  géodésique  des  lignes 
coordonnées  deviennent,  quand  la  surface  est  rapportée  à  ses  lignes 
de  courbure 

£  _         K2        dLosRi  /_         Ri        t?  Los  K8 

pt  ~~  Rj—  R2        dv       '  J,  ~  R!—  R2        du      ' 

et  permettent  de  traiter  un  grand  nombre  de  questions  relatives 
aux  surfaces  définies  par  une  propriété  géométrique  de  leurs 
lignes  de  courbure.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer 
les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  des  cercles 
géodésiques. 

D'une  manière  générale,  supposons  que  la  surface  admette  un 
réseau  orthogonal  formé  de  cercles  géodésiques.  Nous  avons 
vu  (§  9-4)  que  le  ds-  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

.  .      dir2-h  dv"- 

U  étant  fonction  de  u,  V  de  v  ;  d'où  l'on  déduit,  pour  les  cour- 
bures géodésiques  des  lignes  coordonnées 

-L=v,       il=-U'. 

Pi  P2 

Si  nous  supposons  maintenant  que  les  lignes  coordonnées 
soient  les  lignes  de  courbure,  les  équations  (i5)  deviennent 


d'où 


V  R2       _i_  JR,  U'  R,       j_  <m2 

U  +  V  _  R,—  R2  R[  ~àv~'  U  ■+-  V  _  R,—  R,  R2    du 


i    dR,  i    ^R-2        /  i 


U'    au         VU,        R,/  U 


Pour  achever  la  solution,  il  faudrait  remonter  des  formules  précé- 
dentes aux  expressions  des  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction 
de  u  et  de  v  ;  ce  calcul,  dont  on  trouvera  le  détail  dans  le  Mémoire 
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de  G.  Bonnet  sur  les  surfaces  applicables  (/oc.  cit.,  §  22)  est  lon<; 
et  compliqué;  il  est  préférable  de  reprendre  la  question  en  se  ser- 
vant uniquement  de  considérations  géométriques. 

Soit  donc  M  un  point  quelconque  de  la  surface,  MN  la  nor- 
male, MP  la  normale  principale  à  la  ligne  de  courbure  consi- 
dérée, 8  l'angle  iNMP,  p,  le  rayon  de  courbure  géodésique,  on 
aura  d'abord 

ds 

(16)  dQ  =  Y>         R  =  ptsin0, 

la  première  de  ces  équations  exprimant  simplement  que  la  ligne 
en  question  est  une  ligne  de  courbure;  soient  encore  G  le  centre 
de  courbure  et   K  le  centre   de  la   sphère  osculatrice   dont  nous 

désignerons  par  ;•  le  rayon,  a  l'angle  MlvC,  on  a  {fig-  io5) 

(17)  KG  =  T —  =/'sina,  R  =  rcosa. 

as 

Or,  si  l'on  différence  la  seconde  des   formules  (16)  en  suppô- 
ts 
sant  pi    constant     et  en    tenant    compte  de  la  relation  clh=-=, 

il  vient 

ds 

dR  =  Oj  cosô  d(\  =  pi  cosO  — , 

et  les  formules  (l'j)  se  réduisent  à 

pi  cosO  —  /•  sina  =  o, 

p!  sin  0  —  r  cosa  =  o. 
d'où 

pi=  r,         0+a  =  -; 

donc,  dans  toute  l'étendue  de  la  ligne  de  courbure  considérée,  la 
sphère  osculatrice  coupe  la  surface  à  angle  droit  et  son  rayon 
est  constant. 

Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter  (deuxième  Partie,  $o7)  :  ou 
le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  fixe  et  la  ligne  de  courbure 
considérée  est  sphérique ;  ou  cette  ligne  de  courbure  a  sa  cour- 
bure constante;  mais  dans  ce  cas  onaa  =  o,  8  =  — et,  d'après  la 
première  des  formules  (16)  —  =  o.    La  ligne  en  question  se  réduit 
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donc  à  un  cercle  et,  par  suite,  esl  encore  une  courbe  sphérique. 
En  résumé,  toute  ligne  de  courbure  dont  la  courbure  géodé- 
sique  est  constante  appartient  à  une  sphère  qui  coupe  la 
surface  à  angle  droit.  Si  donc  toutes  les  lignes  de  courbure 
sont  des  cercles  géodésiques,  La  surface  est,  en  chacun  de  ses 
points,  orthogonale  à  deux  sphères  S,,  ï2  dont  chacune  reste  inva- 
riable quand  on  se  déplace  sur  la  ligne  de  courbure  correspon- 
dante; il  est  bien  évident  d'ailleurs  que  ces  deux  sphères  se  coupent 
également  à  angle  droit. 

Ceci  posé,  considérons  trois  sphères  Sj,  22,  Sa  correspondant  à 

Fig.  io5. 

M 


trois  lignes  de  courbure  du  second  système;  toutes  les  sphères  S, 
devant  les  couper  à  angle  droit  auront  leurs  centres  sur  l'axe 
radical  de  ces  trois  sphères  ;  on  en  conclut  que  toutes  les  sphères  S2 
passeront  par  deux  points  fixes  A2,  B2  situés  sur  cette  droite  D,. 
De  plus,  les  sphères  S,  auront  un  môme  plan  radical  contenant 
les  centres  de  toutes  les  sphères  £2  et  par  suite  se  couperont  sui- 
vant un  même  cercle  K(. 

Si  l'on  fait  subir  à  l'ensemble  une  inversion  en  prenant  pour 
centre  le  point  A2,  l'une  des  deux  familles  de  sphères  se  trans- 
formera en  un  faisceau  de  plans  passant  par  un  point  fixe  O  trans- 
formé du  point  B2,  l'autre  en  une  famille  de  sphères  ayant  pour 
centre  ce  point  fixe.  La  surface  cherchée  sera  donc  transformée 
en  un  cône  de  nature  quelconque  ou  en  un  cylindre  si  le  point  O 
est  rejeté  à  l'infini  ('  ). 

Le  raisonnement  précédent  ne  s'applique  que  si  l'une  au  moins 
des  deux  familles  est    composée    de    sphères    n'ayant   pas   leurs 

(')  Si  les  points  A:,  B,  étaient  imaginaires,  le  cercle  K,  serait  réel;  en  prenant 
pour  pôle  d'inversion  un  point  quelconque  de  ce  cercle,  on  aboutirait,  comme 
on  le  voit  plus  loin,  à  une  surface  de  révolution. 
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centres  en  ligne  droite;  si  cette  circonstance  se  présente,  toutes 
les  sphères  S,  passent  par  un  même  cercle  K^,  toutes  les  sphères  S2 
par  un  même  cercle  Ko  ;  si  l'on  prend  pour  centre  d'inversion  un 
point  quelconque  du  cercle  K,,  la  première  famille  se  transforme 
en  un  faisceau  de  plans  passant  par  une  droite  fixe,  la  seconde  en 
une  famille  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  cette  droite;  la  sur- 
face cherchée  se  transforme  alors  évidemment  en  une  surface  de 
révolution.  La  solution  de  la  question  proposée  est  donc  donnée 
par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Une  surface  dont  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure sont  des  cercles  géodésiques  est  la  transformée  par  in- 
version d'un  cône,  d'un  cylindre,  ou  d'une  surface  de  révo- 
lution. 

109.  Transformation  normale  infiniment  petite.  —  Supposons 
qu'on  élève  en  chaque  point  M  d'une  surface  S,  une  normale  MM' 
infiniment  petite  dont  la  longueur  /  soit  une  fonction  donnée  des 
coordonnées  curvilignes  u,  v  qui  déterminent  sur  S  la  position  du 
point  M.  Le  lieu  du  point  M|  sera  une  surface  S|  infiniment  voi- 
sine de  S.  Nous  donnerons  le  nom  de  transformation  normale 
à  la  transformation  ainsi  définie.  Ceci  posé,  cherchons  s'il  existe 
un  réseau  orthogonal  qui  se  transforme  en  un  réseau  également 
orthogonal  lorsqu'on  passe,  par  une  transformation  normale, 
de  la  surface  S  à  une  surface  S,  infiniment  voisine.  Les  deux  sur- 
faces étant  rapportées  à  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires, les  coordonnées  de  M|  se  déduisent  de  celles  de  M  par  les 
formules 

3?j  =  x  -Fpl,      y\—y^(ii-       zi  =  z — /. 

/étant  une  fonction  infiniment  petite  de.retdejK  qui  forment 
sur  S,  un  système  de  coordonnées  curvilignes;  on  en  déduit  en 
différentiant  : 

dxi  =  dx  -f-  p  dl  -+-  /(  r  dx  -+-  s  dy).         dyx  =  dy  -+-  q  dl  -+-  l(  s  dx  -+-  t  dy), 

dz\  =  dz  —  dl. 

Prenons  maintenant  pour  axe  des  z  la  normale  en  M  à  la  sur- 
face S;  pour  axes  des  x  et  des  y  les  tangentes  aux  deux  lignes  du 
réseau   orthogonal   (pie   nous   voulons    transformer;    nous  devons 
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faire p  =  q  =  o ;  ajoutons  alors  les  canes  des  trois  équations  pré- 
cédentes il  vient  en  ne  conservant,  comme  on  doit  le  faire,  que  les 
tenues  du  premier  degré  en  /, 

ds\  =  (i-+-  ilr)  (/.>--+-  n  +  v//)  dyi-'r  î/s(a+  lr  -+-  /^j  <Ar  cAk. 

Il  faut  et  il  suffit  que  s  soil  mil  pour  que  les  lignes  x  =  const., 
r  =  const.  se  coupent  à  angle  droit  sur  la  surface  Si;  or  cette  con- 
dition exprime,  comme  nous  le  savons,  que  les  lignes  x  =  const., 
y=  const.  sont  tangentes  aux  directions  principales  de  S,  d'où  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  réseau  orthogonal  d'une  surface  S 

se  transforme  en  un  réseau  orthogonal  dans  une  déformation 
normale  infiniment  petite,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  composé 
des  lignes  de  courbure  de  S. 

Surface  d'aire  minima.  —  Le  théorème  de  Du  pin  [voir 
Troisième  Partie,  §  80),  relatif  aux  systèmes  triplement  orthogo- 
naux se  déduit  immédiatement  de  la  proposition  qui  précède. 
Soient  en  ellet  deux  surfaces  S  et  S i  infiniment  voisines  apparte- 
nant à  l'une  des  trois  familles  considérées,  les  deux  autres  familles 
déterminent  sur  S  et  S|  deux  réseaux  orthogonaux  qui  se  dé- 
duisent l'un  de  l'autre  par  une  transformation  normale  infiniment 
petite  et  qui,  par  suite,  sont  composés  des  lignes  de  courbure 
de  S  et  de  S,.  Nous  déduirons  en  outre,  de  l'expression  trouvée 
pour  l'élément  linéaire  de  la  surface  S,  la  démonstration  d'un 
théorème  important  relatif  aux  surfaces  d'aires  minima. 

Considérons  un  contour  fermé  (G)  et  une  surface  continue  S 
passant  par  ce  contour;  on  peut  choisir  S  de  telle  sorte  que  l'aire 
limitée  sur  S  par  le  contour  (G)  soit  aussi  grande  que  l'on 
voudra;  mais  cette  aire  ne  peut  évidemment  devenir  moindre  que 
toute  quantité  donnée;  en  supposant  qu'il  existe  une  surface 
pour  laquelle  cette  aire  soit  un  minimum,  cherchons  quelle  sera  la 
propriété  caractéristique  de  cette  surface. 

Pvapportons  la  surface  S  à  ses  lignes  de  courbure  u  =  const., 
ç  =  const.;  soit  une  autre  surface  S(  passant  par  (C)  et  infiniment 
voisine  de  S;  on  peut  passer  de  S  à  S,  par  une  transformation 
normale  en  prenant  pour  l  une  fonction  infiniment  petite  des  coor- 
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données  u ,  v,  assujettie   à   s'annuler  en   tous   les   points  du  cou- 
tour  (C).    Considérons;    sur    les  deux  surfaces  {fig.    106),   deux 

Fig.  106. 


rectangles  infiniment  petits  correspondants  MPQR,  M,P,Q,R,; 

soient  A,  A,  les  aires  de  ces  deux  rectangles,  —  >  t—  les  courbures 

principales  de  S  au  point  M;   on  a,  d'après  ce  qui  précède,   en 
revenant  à  nos  notations  habituelles  : 


w/l+S£).,(I+|W, 


ds2  =  f2  du?  -+-  g2  dv2 .         A  =  fg .  du  rfr  ; 

\i—  A  =  'lfg.l 


R,         RJ 


du  dv  : 


La  différence  des  deux  aires  totales  est  donc  mesurée  par  l'inté- 
grale double 

étendue  à  tout  l'intérieur  du  contour  (G).  Or  nous  supposons 
que  S  est  la  surface  d'aire  minima;  cette  intégrale  doit  donc  être 
nulle  ou    positive    quelle  que    soit    la   fonction    indéterminée  /. 

Si  (  = — h  tt-  )  n'était  pas  nul  en  tous  les  points  de  cette  portion  de 

surface,  on  pourrait  choisir  la  fonction  /  de  telle  sorte  que  l'élé- 
ment de  l'intégrale  fût  partout  négatif.  L'intégrale  double  serait 
alors  négative,  contrairement   à  l'hypothèse.  On   doit  donc  avoir 

dans  toute  l'étendue  de  la  surface  S,   - — h  j—  =  o,  et  nous  pou- 

M  j  ri  o 

vons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  que  /'aire  limitée  par  un  contour  donné 
sur  une  surface  S  ait  une  valeur  moindre  que  pour  toute 
autre  surface  passant  par  ce  même  contour,   il  faut  <jue  les 
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courbures  principales    soient    en    chaque  point   égales  et  de 
signes  contraires. 

Remarque.  —  Cette  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est  pas 
suffisante;  il  peut  se  faire,  comme  cela  a  lieu  dans  les  questions 
qui  dépendent  du  calcul  des  variations,  qu'une  surface  particu- 
lière, à  courbure  moyenne  nulle,  ne  satisfasse  pas,  quelle  que  soit 
le  contour  (C),  à  la  condition  de  minimum. 

Par  extension,  on  appelle  surface  minima  toute  surface  dont 
les  rayons  de  courbure  principaux  sont,  en  chaque  point,  égaux  et 
de  signes  contraires. 

110.  Équation  du  second  ordre  commune  aux  lignes  géodési- 
ques  et  aux  lignes  de  courbure.  —  On  peut  former  une  équation 
différentielle  du  second  ordre  qui  soit  vérifiée,  pour  une  surface 
quelconque,  à  la  fois  par  les  lignes  géodésiques  et  par  les  lignes 
de  courbure  ( Joachimsthal) .  Considérons,  en  effet,  sur  une 
courbe  quelconque,  deux  points  infiniment  voisins  M,  M';  soient 
MN,  M'N'  les  normales  à  la  surface,  MP  la  normale  principale  de 
la  courbe  au  point  M  ;  la  différence  des  cosinus  des  deux  angles 
que  fait  MP  avec  MN  et  avec  M'N'  est  en  général  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre;  or,  que  la  ligne  MM'  soit  une  ligne  géodé- 
sique  ou  une  ligne  de  courbure,  cet  ordre  s'élève  d'une  unité  en 
sorte  que  l'on  a 

cosNP  —  cosN'  P  =  o, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  (  '  ). 

Le  fait  est  évident  pour  les  lignes  géodésiques,  l'un  des  angles 
étant  rigoureusement  nul  et  l'autre  infiniment  petit  ;  si  maintenant 
on  suppose  que  MM'  soit  une  ligne  de  courbure,  les  normales  MN, 
M'N'  peuvent  être  considérées  comme  situées  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  MPN  ;  les  directions  MP,  MN,  M'N'  sont  donc 
représentées  sphériquement  par  les  sommets/?,  /*,  n'  d'un  triangle 

sphérique  dont  l'angle  n  diffère  infiniment  peu  d'un  angle  droit. 


(l)  Cette  démonstration  est  due  à  O.  Bonnet,  Mémoire  sur  ta  théorie  générale 
des  surfaces  (Journal  de  V École  Polytechnique^  XXX"  Cahier,  Note  II). 
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On  a  donc,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre 

cospn'  =  cos np  cos  nn', 

cospn'  =  cosnp(i  —  2  sin2 /m')  ~  cospn.  c.  q.  f.  d. 

Pour  obtenir  l'équation  cherchée,  il  suffira  d'évaluer  cette  diffé- 
rence de  cosinus  et  d'annuler  sa  partie  du  premier  ordre. 

Soient  alors  A,   B,   C,   les    coefficients  de   direction  de  la  nor- 

Fig.  107. 


maie,  H-  la  somme  de  leurs  carrés,  nous  avons,  en  conservant  nos 
notations  habituelles, 

B         ,C 


cosNP  =  a'rr 
H 


B' 


II 


-^=«'(è-4)-p'(l-4)-T'(c+4) 


(18) 


L'équation  différentielle  cherchée  est  donc 
A        „.  .B         .  .  C 


*>d      +pd-+T>d.u 


Cette  équation  devient,  en  remplaçant  a',  ,3',  y'  par  les  quan- 
tités proportionnelles 

ds  d- x  —  dx  d-  s,         ds  d1y  —  dy  d1  s,         ds  d1  z  —  dz  d- s, 
développant  et  remarquant  que  A  dx  -+-  B  dy  -\-Cdz  =  o, 

II  ds(d\  d'-x-h  dB  d*y  +  dÙtPs)  —  d\\  ds(\  rf'r  +  B  d*-y  -+-  G  diz) 

—  II  d*s (  dk  dx  -+-dBdy-+-  dC  dz)  =  o. 

Les  deux  dernières   parenthèses  étant  égales  et  de  signes  con- 
traires, cette  équation  peut  s'écrire 

dA  d*x  -+-  dB  d*  v  -+-  dC  d2 z        A  dk  -+-  B  rfB  -+-  G  </C        tf*s 


('9) 


rfA  dx  -+-  dB  dy  -+-  dC  d: 


A2-+-B2 
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Remarque.  —  Si  l'on  prend  pour  axes  la  normale  et  les  tan- 
gentes principales  au  point  M,  et  qu'on  applique  les  formules 
générales  de  réduction  (p.  239),  l'équation  (18)  se  réduit  à 


- -r—  )  sin  9  coso  sin  0  =  o. 

V  Ko         Ki/ 


(  >n  en  conclut  que,  réciproquement,  toute  ligne  tracée  sur  la. 
sur/ace  et  vérifiant  V équation  (19)  est  une  géodésique  ou  une 
ligne  de  courbure. 

Application  aux  surfaces  du  second  ordre.  —  Considérons, 
par  exemple,  l'ellipsoïde 

X1  yï  -2 

—  +  TT  +  —  ='■ 
a-         U1         c- 

On  a  ici 

37  V  Z  T2  V-  Z2  I 

A=->  »*=£-,  C=^,  H'-=  —  +-21  +  -  =  _ , 

/(-  b1  ■     c-  a*        b*        c*        rl 

P  étant  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  M,  puis 

dxï  dv-  dz- 

d\  dx    -4-  d B  dy    -t-  dC  dz     =  H ; —  -+-  > 

a-  o-  c- 

„  dxd2x        dyd2y        dzd2z 

c/\  d-x  -+-  dB  d2  y  -+-  «C  d-  z  = 1 —. — : 1-  ■ 

J  a2  b-  c2 

L'équation  (19)  s'intègre  donc  une  première  fois  et  donne 


h  -. 1-  —     - —  =  const. 

a2        b2        c2  /  P2 

Or,  la  parentbèse  est  égale  à  ^>D  étant  le  demi-diamètre  de 

l'ellipsoïde  parallèle  au  déplacement  MM' et  l'intégrale  obtenue  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

PD  =  const., 

relation  d'où  l'on  peut  déduire  très  simplement,  ainsi  que  nous  le 
verrons,  toutes  les  propriétés  communes  aux  lignes  géodésiques 
et  aux  lignes  de  courbure  d'une  surface  du  second  ordre. 
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CHAPITRE  XXIV. 


APPLICATION    DE   LA  THEORIE   GENERALE 
AUX  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 


Relations  entre  deux  quadriques,  homothétiques  ou  ho- 
mofocales,  infiniment  voisines  ;  theoremes  de  j.  bertrand. 
— ■  Propriétés  communes  aux  lignes  géodésiques  et  aux 
lignes   de   courbure.  propriétés   spéciales  aux  lignes 

DE  COURBURE.  Le   SYSTEME  TRIPLE  HOMOFOCAL  ET  LES    COOR- 
DONNÉES   ELLIPTIQUES.   APPLICATION    A   l'ÉTUDE    DES    LIGNES 

TRACÉES     SUR     UNE     SURFACE     DU     SECOND     ORDRE.    ELLIPSES 

ET   HYPERBOLES    GÉODÉSIQUES.   ANALOGIE    ENTRE    LE    RÉSEAU 

FORMÉ    PAR    LES    LIGNES    DE    COURBURE    ET   LE    RÉSEAU    PLAN    DES 
CONIQUES    HOMOFOCALES. 

111.  Nous  avons  vu  (§  lOo)  que  les  lignes  de  courbure  d'une 
quadiïque  forment  sur  la  surface  un  réseau  isotherme  et  harmo- 
nique, d'où  un  système  de  coordonnées  curvilignes  (coordonnées 
elliptiques)  qui  permet  de  mettre  en  évidence,  avec  une  extrême 
facilité,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin,  les  propriétés  des  lignes 
géodésiques  et  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  du  second 
ordre.  Quelques-unes  de  ces  propriétés  peuvent,  d'ailleurs,  être 
établies  de  la  façon  la  plus  élémentaire  et  il  y  a  lieu  de  s'y  arrêter 
avant  d'avoir  recours  aux  coordonnées  elliptiques. 

Nous  pouvons,  sans  restreindre  la  généralité  de  la  question  (i), 
considérer  la  surface  à  centre  représentée,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, par  l'équation 

a1         b-         c- 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  surface,  P  la  distance  du  centre 
au  plan  tangent  en  M,  /•  le  rayon  central  OM,  D  le  demi-diamètre 


1 

x- 

.r'1 

^: 



=r 



■+- 

6* 

-t- 

ps 

a* 

c; 

] 

a2 

P« 
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parallèle  à  un  déplacement  iM  M'  elléctué  sur  la  surface  et  ayant  pour 
cosinus  directeurs  a,  (3,  y;  on  a  alors 

(2) 

(3) 

I  i) 

£,  t\  et  Ç  étant  les  cosinus  directeurs  du  rayon  central  OM. 

Ceci  posé,  on  peut  avoir  besoin  de  comparer  la  surface  S  à  une 
autre  quadrique  S,  infiniment  voisine  ayant  mêmes  plans  princi- 
paux, mais  d'autres  longueurs  d'axes.  Si  nous  difTérentions  dans 
cette  hypothèse  l'équation  (4),  elle  nous  donne  pour  deux  points 
M,  AI,  situés  sur  le  même  rayon  central 

dr        É*  ïi 2  £2 

(5)  —  =  L.da+±-db  +  ±-dc. 

Supposons,  par  exemple,  que  S(  et  S  soient  homothétiques;  da, 
db,  de  sont  alors  proportionnels  à  a,  b,  c  ;  on  a  donc,  en  appelant 
dk  une  fonction  infiniment  petite  de  a,  fe,  c, 

r3        \  a-       b-        c-  /  r- 

d'où  dr  =  rdk,  résultat  d'ailleurs  évident  a  priori.  Considérons 
encore  le  cas  où  les  deux  surfaces  S  etS|  sont  homofocales  ;  en 
désignant  alors  par  o  une  variation  infiniment  petite,  nous 
aurons 

0(l2  =   <jU-  =  OC1  =  101, 

l  étant  une  fonction  de  a,  6,  c;  on  en  déduit 

&a  =  —  oc,         ob  =  -  àl,         oc  =  -  ol, 
abc 


et  l'égalité  (5)  devient  alors 


&  7)2  Ç2 

i  +  7~  +  ^ 
«*        6*        c* 


o/. 


ce  qui  peut  s'écrire  encore 


a*         b*         c*  I  r- 
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Soi!  alors  dh  la  distance  du  point  M  à  la  surface   homothétique 

infiniment  voisine,  0//  la  distance  du  même  pointa  la  surface  homo- 

focale  infiniment  voisine  ;  remarquons  que  cette  distance  est,  clans 

les  deux  cas,  la  projection  du  petit  vecteur  MM,  sur  la  normale  en 

M  à   la   surface;   ces  deux  directions  font  évidemment  un  an^le 

p 
avant  pour  cosinus  —  On  aura  donc  pour  l'un  et  l'autre  cas 

(6)  dh  =  -  dr  =  P  dk,  8/1  =  -  8r  =  ^ , 

r  r  P 

et  comme  dk,  ol  sont  indépendantes  de  la  position  du  point  M, 
on  est  conduit  à  ce  théorème  : 

Théorème.  —  La  distance  d'un  point  variable  sur  une  qua- 
drique  à  la  quadrique  homo  focale  infiniment  voisine  est  inver- 
sement proportionnelle  à  la  distance  du  même  point  à  la  qua- 
drique homothétique  infiniment  voisine. 

112.  Propriétés  communes  aux  lignes  géodésiques  et  aux  lignes 
de  courbure.  —  On  sait  (Troisième  Partie,  §  72)  que,  pour  une 
courbe  quelconque,  située  sur  une  surface  du  second  ordre,  on  a 
D-  =  —  PR«,  R«  étant  le  rayon  de  courbure  normale;  si  l'on  rap- 
proche de  cette  proposition  les  expressions  obtenues  pour  dh  et 
ùh,  ainsi  que  le  théorème  de  Joachimsthal,  PD  =  const.,  démontré 
à  la  fin  du  dernier  Chapitre  et  relatif  aux  lignes  de  courbure  et 
aux  lignes  géodésiques,  on  voit  que  le  long  de  l'une  quelconque 
de  ces  lignes  le  produit  R„  P3  doit  demeurer  constant  ;  on  a  donc 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  long  d' une  ligne  géodésique  ou  d'une  ligne 
de  courbure,  le  rayon  de  courbure  normale  varie  : 

1"  En  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  du  plan  langent 
au  centre; 

2"  En  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  à  la  sur/ace 
homothétique  infiniment  voisine; 


(')  Il   sera  toujours   facile  de  discerner,   parmi   les  propriétés  de  la  quadrique 
à  centre,  celles  qu'on  peut  étendre  aux  parabololdes. 
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:>"  En  raison  directe  du  cube  de  la  distance  à  la  surface 
homofocale  et  infiniment  voisine. 

Propriétés  spéciales  aux  lignes  de  courbure.  —  Lorsqu'il 
s'agit  d'une  ligne  de  courbure,  le  diamètre  parallèle  à  la  tangente 
devient  un  axe  de  la  section  centrale  dont  le  plan  est  parallèle  au 
plan  tangent.  Si  nous  désignons  par  v  la  valeur  du  produit  PD{, 
qui  reste  constant  tout  le  long  de  la  première  ligne  de  courbure, 
par  u  celui  du  produit  PD2  relatif  à  la  seconde  ligne  de  courbure, 
nous  aurons,  d'après  ce  qui  précède,  en  appelant  comme  toujours 
lli,  K2  les  rayons  de  courbure  principaux 

R,P=  —  Df.         R2P=  —  Dl,         l'D,=  r,         PD2=</, 
(7)  PDtD2  =  afcc, 

celte  dernière  égalité  traduisant  la  propriété  connue,  relative  au 
volume  du  parallélépipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués. 
On  en  déduit 

P3R,=— (4,  P3R2=-«2 

Pt>2R,=  Pu2Ri=  —  a*ft2c2; 

d'où  Ton  conclut 

(8; 

ii:,  ce" 

r  Ri       R>  /  /  7 

Les  rapports  r—  ,  — -  sont  donc  constants,  le  premier  quand  on 

parcourt  la  première  ligne  de  courbure,  le  second  quand  on 
parcourt  la  seconde.  Nous  avons  déjà  rencontré  ce  théorème  qui 
résulte,  ainsi  que  sa  réciproque,  de  la  formule  de  O.  Bonnet  pour  la 
courbure    des    lignes    asymptotiques   (§107).    De    plus,    l'égalité 

Ra-  b'1  c-  ,    .  ,  ,       ,   , 

2  = -rr—  met  en  évidence  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — Le  long  d'une  ligne  de  première  courbure,  la 
seconde  courbure  principale  varie  en  raison  directe  de  la  dis- 
tance à  la  surface  homothétique  infiniment  voisine,  et  la  pre- 
mière courbure  proportionnellement  au  cube  de  cette  même 
distance. 

Remarque.  —  On  appelle  polhodie  le  lieu  des  points  pour  les- 
quels la  distance  P  du  centre  au  plan  tangent  a  une  valeur  constante; 


R. 

„8 

R,                 1*8 

I               ukvk 

m 

rt6  />c6 

R?  —  a6b6c*  ' 

R,R2  ~~  a6b6c6 
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la  dernière  des  formules  (8)   donne  l'expression   de   la  courbure 
lolale  ,.   ,,    en  coordonnées  curvilignes  et  l'on  en  déduit  que  les 

i\\  no 

lignes  d'égale  courbure  ne  sont  autres  que  les  polhodîes;  leur 
équation  en  coordonnées  curvilignes  est  uv  =  const. 

Considérons  maintenant  un  rectangle  curviligne  ÀBCD  de  gran- 
deur finie,  formé  par  quatre  lignes  de  courbure  {fig-  108).  Soient 

Fis;.    108. 


AB,  CD  deux  lignes  de  première  courbure,  BC,  DA  étant  de  la 
seconde  famille.  Menons  aux  quatre  sommets  quatre  normales  infi- 
niment petites  AA',  BB',  CC,  DD',  limitées  à  la  surface  honiofo- 
cale  infiniment  voisine;  nous  aurons,  d'après  ce  qui  précède,  les 
deux  systèmes  d'égalités 


Rf 

/AA' 

~  V  BB7" 

)'■ 

R'2!        /BB'\s 

rî  ~  v  ce7;  ' 

R*,;       /CC'\ 

rT  ~  \ddv 

'         r!,'      /dd'\» 

R£ 

R5  " 

A  A' 
:  ÏÏF' 

R1'        BB' 

W;~  ce' 

Wl      ce 

R!!  ~  DD'' 

RD        DD' 
R)  _  AA71 

d'où,  en  considérant  les  sommets  opposés, 
R|R',;  _  A  A' CC 

d'où 


R»  R? 


BB'DD' 


AA'  x  ce 


R)R«: 

t\  A'  ce 

r»  r1; 

VBB'DD' 

AA' 

DD' 

BB7  = 

CC" 

BB'x  DD'  =  '' 

d'où  enfin  ce  théorème  dû  à  J.  Bertrand  : 

Théorème.  —  Si  Von  considère,  sur  une  surface  du  second 
ordre,   un  rectangle  de  dimensions  finies  formé  par  quatre 
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lignes  de  courbure^  les  dislances  des  quatre  sommets  à  la  sur- 
face homofocale  infiniment  voisine  forment  une  proportion. 

1 13.  Emploi  des  coordonnées  elliptiques.  —  L'élude  des  relations 
outre  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  géodésiques  d'une  surface 
du  second  ordre  devient  extrêmement  facile  quand  on  a  recours 
au  système  de  coordonnées  que  nous  avons  défini  (troisième  Partie, 

p.  a8())  et  que  fournit  le  système  triplement  orthogonal  formé  de 
quadriques  homofocales;  il  convient  de  reprendre  d'abord,  avec 
quelques  détails,  la  théorie  de  ces  coordonnées  elliptiques.  Consi- 
dérons l'équation 

.ri  y-  z- 

J  v    ;        a  ■+-  t        b  -T-  t        c-yt 

Ainsi  que  nous  l'avons  vu,  a;, y,  s  étant  donnés,  cette  équation 
admet  trois  racines  m,  v,  w  réelles  et  distinctes  si  a,  b,  c  sont,  comme 
nous  le  supposons,  différents.  En  d'autres  termes,  pur  chaque 
point  de  l'espace,  on  peut  faire  passer  trois  surfaces  de  celle 
famille;  nous  savons  aussi  que  ces  trois  surfaces  se  coupent  deux 
à  deux  à  angle  droit,  que  l'une  est  un  ellipsoïde,  les  deux  autres 
des  hvperboloïdes,  l'un  à  une  nappe,  l'autre  à  deux  nappes. 

Les  trois  racines  M,  c,  w  sont  les  coordonnées  elliptiques  du 
point  qui  a  pour  coordonnées  cartésiennes  .r,y,  s;  nous  devons 
chercher  d'abord  l'expression  de  x.  y,  z  en  fonction  de  //,  e,  iv. 
Pour  cela,  observons  qu'on  a  identiquement 

(t—  ~u)(t  —  v )(t  —  w  i 


(10)  -H(*)  = 


{t  -+-  a  )  (  t  -+-  b  )  (  t  -+-  c  ) 


car  cette  fonction  H  est  complètement  déterminée  par  ses  Irois 
zéros,  ses  trois  infinis  et  la  condition  de  se  réduire  à  —  i  pour  t  in- 
fini. Identifions  cette  expression  avec  l'expression  (5)  ;  multiplions 
les  deux  membres  par  t  -f-  «,  puis  faisons  t  =  —  a;  nous  aurons 
ainsi  la  valeur  de./;2  et  nous  en  déduirons  par  analogie  celles  de  y- 
et  de  c2,  ce  qui  nous  donne 

_  (M  +  B)(i'  +  rt)(ir  +  rtl 
(b  —  a)  (c  —  a ) 

(u  -4-  b)(v+-  b)(w-h  b) 

(il  {  y-~  —, ; > 

I  (a  —  b){c  —  b) 

j     . (u-+- c)(v -+-c)(w -\-c) 

\  (  <*■  —  c  )  (  b  —  c) 

D.  i6 
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Ce  sont  les  formules  de  transformation  cherchées.  On  peut  encore 
faire  autrement  l'identification  des  deux  expressions  de  H  (t);  si 
l'on  chasse  les  dénominateurs  avant  d'identifier,  on  a 

(«  +  a)((  +  i)(<  +  c)-a;!(;+6)(<  +  c)-7!(t  +  c)(  t-i-a) 

—  z*(t-\-a)(t-hb)==(t  —  u)(Lt  —  e)(t  —  w). 

[  ./■-  --y*1  -+-  z2  —  a  —  l)  —  c  =  u  -f-  v  -+-  u\ 

(12)     (b-hc)ar--+-(c-\-a)yi-Ji-(a-\-b)z-  —  ab  —  bc —  ca  — —  (uv-+-t>w-+-wu  1, 
f  bcx--¥-  ('c(  y-  -f-  abx-  —  abc  =  uvw. 

(  )n  en  conclut  que  les  équations 

u  -h  v  -h  w  =  const.;         uv  -+-  r«  —  wu  =  const.,         uvw  =  eon«t. 

représentent  en  coordonnées  elliptiques  :  la  première,  les  sphères 

ayant    pour    centre    commun    l'origine  ;   la   seconde,    les  surfaces 

du    second    ordre     homocycliques    à    la    quadrique    particulière 

a.r-  -\-bv2-\-( ■:•:•-=  1  ;  la  troisième,  les  surfaces  homothétiques,  à  la 

1  •  .•      r«       -r'-    ,    yl       z~ 

(iiiadrique  particulière \- -. — =  1» 

1  l       '  abc 

Distances  du  centre  aux  plans  tangents.  — ■  Cherchons  la  dis- 
tance l\,.  du  centre  au  plan  tangent  à  la  surface  w  =  const.   xNous 

avons 

1  .r2  r-  -s 


l\i        1  a  -+-  iv.)*        <  h 
d'autre  par! 


=  —  ll'i  w), 


\(t)  (t—u)(t  —  v) 


D'où,  en  faisant  /  =  w  et  représentant  par  f  { '  t)  la  fonction 
f(  t)=(t  -+-  a)  ( t  ■+-  b)  (t  -+■  c), 

-H'OrlJ"1-':1^"-1''. 

On  aura  donc,  par  analogie,  les  trois  formules 

1         .(u  —  V)(u  —  w)  I      _  (v  —  u)(v  —  IV\         1       _{w —  u)(w — y) 

Calcul  du  ds-.  —  Les  formules  (i3)  conduisent  aisément  à 
l'expression  de  l'élément  linéaire.  Différentiohs  en  efiet  les  for- 
mules (11),  par  logarithmes,  et  calculons  dx2-\-  dy2  +  dz2,  nous 
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trouverons 

<•/./•  du  dv  dw 

>. 


x         ua        v  -+-  <(        w  -+■  a 


et  deux  du  nulles  analogues,  d'où  l'on  déduit,  en  tenant  compte  des 
conditions  d'orthogonalité  (p.  286), 

.',  ds*  -  du^-  \ ,     Xl     ,  --       y\    ,  H ^--\  H-  dv"-  \      "'"'     ,  -H. .  .1 

-+-  du2    - — •  -h . . .     , 

mi.  d'après  les  formules  (  [3), 

'  du  \  2        /  dv\-        /  r/« 


4';s!  =  If;J+(p:;  +  vi>,, 

i  *■  =  _ rf««+  ^ dv- 

+  <tt'-")(tV-V)div*. 

/<  «•  ) 

Il  résulte  de  là  que  toutes  les  surfaces  du  système  sont  isother- 
miques;  si  l'on  fait,  par  exemple,  chv  =  o,  on  a,  pour  l'élément 
linéaire  de  la  surface  w  =  o, 

4  ds*  =  (p  —  u)    —  -A-  tf»2  ■+■  ^A-  rft'2   . 

ce  qui  met  en  évidence  cette  propriété,  déjà  démontrée  d'ailleurs 
(p.  386),  que  toute  surface  du  second  ordre  est  isothermique. 
On  en  conclut  que  l'ensemble  des  quadriques  homofocales  forme 
un  système  triplement  orthogonal  et  isotherme.  Lamé  a  démontré 
que  ce  svslème  triple  est  le  seul  système  réel  qui  divise  l'espace  en 
cubes  infiniment  petits.  Nous  renverrons,  pour  la  démonstration 
de  ce  beau  théorème,  au  mémoire  de  O.  Bonnet  sur  les  systèmes 
isothermes  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XXXe  Cahier). 

Intégrale  première  de  C équation  des  lignes  géodésiques.  — 

Remarquons  enfin  que,  sur  chacune  des  surfaces  du  système,  par 

exemple  sur  la  surface  w  =  eonst. ,  les  lignes  de  courbure  formant 

un  système  de  Ljouville,  les  lignes  géodésiques  vérifient  l'équation 

(p.  356) 

i»cos2ê-f-  u  sinst  =  const. 

à  laquelle  on  peut  arriver  d'ailleurs  par  une  autre  voie. 
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Calcul  des  diamètres.  —  Considérons  toujours,  en  particulier, 
l,i  surface  w  =  const.  et  cherchons  la  longueur  du  demi-diamètre 
parallèle  à  un  déplacement  effectué,  sur  cette  surface,  parallèle- 
ment à  la  direction  v  =  const.  ou,  ce  qui  revient  au  même,  parallèle- 
ment à  la  normale  de  la  surface  u  =  const.;  si  nous  appelons  D„  ce 
demi-diamètre, 

J_  =  p2  [ , Z! | zi  1 , 

I>«  "  I _(«  ■+■  "')  (a  -+-  ")2        (  b  -f-  w)  (b  -+-  u)-        (c-+-  w)(c-t-  «)2J 

j.   P  y  p 

caries  cosinus  directeurs  de  D,,   sont  évidemment- — —  >    ,- — —  > 

«  -+-  «     y  -+-  « 
-p 
— — — •  Or,    si  nous  retranchons  l'une   de  l'autre  les  deux  énua- 

tions 

î  œ-  y-  z- 


Vft        (a  -+-  u)-        (b-hu)-        (c-hu)- 

r- 


(a  -f-  u)  (a  -t-  «'  )        {b  -î-  u)  (  b  -i-  w  )        (  c  -H  «  )  (  c  -4-  »'  ) 
d  vient 


4 


—  =  (  w  ■ 

P£  L<  a  -+-  iv)  (a  -+-  m)2        (b  -h  n')(b  +  u)'1 

"4"(c-f-.v)(t.-H«)sJ  =(lV_")DlP^; 
d'où 

(î  5)  D2  =  w>  —  m         et  de  même         D2  =  w  —  v. 

D'une  manière  générale,  si  l'on  désigne  par  D/  le  demi-diamètre 
parallèle  à  un  déplacement  incliné  d'un  angle/  sur  la  ligne  p  =  const., 
on  a,  en  observant  que  D,  est  un  rayon  central  de  l'ellipse  qui  a 
pour  demi-axes  Dw  et  D,,, 
(,6)  D2  (--«>(«•-«) 


w  —  v  cos2  i  —  u  sin2  i 


d  où  l'on  déduit   aisément   la  valeur  du  rayon  de   courbure  nor- 
male d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface  w  =  const. 

114.     Propriétés   des  lignes    géodésiques.    —    Considérons    en 
particulier  la  quadrique  w  =  o  dont  l'équal ion  cartésienne  est 


y 
~b 


=  i. 
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el  qui  est  par  conséquent  la  plus  générale  des  surfaces  du  second 
ordre  à  centre.  Les  formules  précédentes  deviennent  pour  w  =  o 

('7)  5¥=^'  Df=-«,  DI  =  -P, 


1>2        a/* 


(t8) 


t»;         r  cos* 1  -t-  u  sin*« 

—  m  rf«!  v  du'' 


fv—u\\                    —  Il  (lll- 
(  lu)       f/s-  =    (    ; ; ! 

\       i         \^(ii  ^-a){n-^- 0)(  U-+-C)        (t'H-<7 


){v  +  ù)(v    -c) 


(  )n  déduit  de  la  dernière,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  plus  haut, 
(pie  L'intégrale  première  des  lignes  géodésiques  est 

v  cos2  i  -i-  u  si n2/  =  const. 

On  arrive  d'ailleurs  au  même  résultat  en  écrivant  la  relation 
PDj=  const.  et  en  tenant  compte  des  formules  (17)  et  (18). 

La  constante  qui  figure  au  second  membre  est  évidemment 
égale  à  e0  si  la  ligne  géodésique  touche  la  ligne  de  courbure  dont 
L'équation  est  v  =  c0. 

Remarquons  encore  que  d'après  les  formules  (17)  les  coordon- 
nées ;/,  v  sont  égales  en  tout  ombilic  de  la  surface  et  la  constante 
du  second  membre  de  l'équation  précédente  se  réduit  à  la  valeur 
commune  de  ces  deux  coordonnées;  cette  valeur  est  d'ailleurs  évi- 
demment égale  à  —  b  d'après  ce  que  nous  avons  dit  relativement 
à  la  séparation  des  racines  de  l'équation  (9)  si  a  <^b  <c;  on  a 

donc 

v  cos2  i  -+-  u  sin2  i  -+■  b  =  o, 

pour  l'équation  de  toute  ligne  géodésique  issue  d'un  ombilic. 

Nous  savons,  et  cela  résulte  d'ailleurs  de  l'équation  u  =  V=  —  />, 
qu'il  existe,  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde,  quatre  ombilics  réels  F i,F2, 
F3,  F/,  situés  sur  la  section  principale  dont  le  plan  est  perpendi- 
culaire à  l'axe  moyen.  Considérons  alors  une  ligne  géodésique 
quelconque  issue  de  l'un  des  ombilics,  F,  par  exemple,  et  distincte 
de  la  section  principale  F,  F2  qui  elle-même  est  à  la  fois  une  ligne 
géodésique  et  une  ligne  de  courbure  (flg-  '09).  L'équation  carté- 
sienne de  cette  section  étant  .y  =  o,  nous  pouvons  prendre  v=  —  b 
pour  son  équation  en  coordonnées  curvilignes.  La  ligne  géodésique 
considérée,  issue  de  F, ,  rencontrera  une  seconde  fois  cette  section 
au    point  dont  les  coordonnées  curvilignes  sont  données  par  les 
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deux  équations 

v  =  —  b,         p  COSa  i  -+-  //  s i  1 1  -  /  =  —  6, 

d'où  u=  v  =  —  &.  Ce  second  point  d'intersection  sera  donc  l'un 
des  trois  autres  ombilics,  F3  par  exemple  ;  il  résulte  d'ailleurs  de 
la  propriété  caractéristique  des  géodésiques  (p.  348)  cjn e,  si  un  arc 
de  courbe  dont  les  extrémités  sont  fixes  se  déforme  d'une  manière 
continue,  en  restant  géodésique,  sa  longueur  est  invariable;  or,  la 

Fie.   ioii. 


surface  n'ayant  aucun  point  singulier,  on  peut,  par  une  déformation 
de  cette  nature,  passer  de  l'un  à  l'autre  des  deux  arcs  géodésiques 
qui  composent  la  section  principale  et  qui  ont  pour  extrémités  F, 
etF3;  ces  deux  arcs  ont  donc  même  longueur;  en  d'autres  termes 
les  deux  points  F(  et  F3  sont  diamétralement  opposés,  d'où  ce 
théorème 

Théorème.  —  Toutes  les  lignes  géodésiques  issues  oV un  ombi- 
lic r^ont  concourir  en  un  second  ombilic  diamétralement  opposé 
au  premier  ;  leur  longueur  commune  est  égale  au  demi-péri- 
mètre de  la  section  principale  perpendiculaire  à  1  axe  moyen. 

Ho.  Lignes  de  courbure.  —  Ainsi  que  nous  l'avons  remarqué, 
la  valeur  de  l'expression  v  cos2 i -f-  u  sin2 i  reste  la  même  pour 
toutes  les  lignes  géodésiques  tangentes  à  une  même  ligne  de 
courbure.  Considérons  alors  un  point  M  situé  sur  la  ligne  de 
courbure  v  =  Â~  et  joignons-le  à  deux  ombilics  consécutifs  F,,  Fa  ; 
appelons  9t  o2  les  angles  que  font  ces  deux  géodésiques  avec  celle 
qui  touche  la  ligne  v  =  k  au  point  M;  nous  aurons,  d'après  la 
propriété  des  ombilics,  pour  les  deux  lignes  F,  M,  F2M 

k  cos^O!  -+-  u  sin2cpi  =  />  cos2cp2  -+-  M  sin2<p2  =  —  />, 
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ci  cela  quelle  que  smi  la  seconde  coordonnée  m,  c'est-à-dire  quelle 
que  soit  la  position  du  poinl   M  sur  la  ligne  v  =  /. .  On  cri  déduil 

immédiatement 

k  -    h 
tang2o,  =  tanç2o2  = 7  • 

il      -  h 

Les  angles  o(,  o>  sonl  donc  égaux  ou  supplémentaires;  les  deux 
c;is  correspondent  évidemment  aux  deux  lignes  de  courbure  qui 
liassent  au  point  M  et  l'on  a  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  —  Les  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent 
en  un  point  M  sont  bissectrices  de  V  angle  formé  par  les  deux 
lignes  géodésiques  qui  joignent  ce  point  M  à  deux  ombilics 
quelconques. 

Ellipses  et  hyperboles  géodésiques.  —  Considérons  mainte- 
nant, sur  une  même  ligne  de  courbure,  un  point  M'  infiniment 
voisin  de  M.  Nous  avons,  d'après  les  propriétés  des  segments 
géodésiques,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

FtM'—  F,  M  =       MM'coscp,. 
F2M'—  !•',  M  --—  MM'cos?!; 

d'où 

F,  M—  F,  M  '  =  F,  M  +  F2M. 

et  l'on  démontrerait  de  même  qu'on  a,  pour  la  seconde  ligne  de 

courbure, 

F2M'—  F,  M '=  F,  M"—  F, M", 

d'où  ce  théorème  : 

Toute  ligne  de  courbure  d'une  surface  du  second  ordre  est 
le  lieu  des  points  dont  les  distances  géodésiques  à  deux 
ombilics  quelconques  ont  une  somme  ou  une  différence  con- 
stante. 

La  plupart  des  propriétés  finales  des  coniques  planes  s'étendent 
immédiatement  aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second 
ordre  et  les  démonstrations  sont  identiques;  considérons,  par 
exemple,  deux  lignes  de  courbure  (C)  (F)  de  même  famille 
[fig.  1  10)  ou  de  familles  différentes  (Jig-  111).  D'un  point  P  pris 
sur  1'  menons  des  tangentes  géodésiques  PM,  PM'  à  (G).  Soit  v=.k 
L'équation    de  (C),   on  a  tout   le  long  de    la  géodésique  MP   une 
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valeur  constante  pour  L'expression 

or  celle  valeur  est  égale  à  /,  au  point  M.  On  a  donc  au  point  P 


■t  d 


et  de  même 


ccos2o  -1-Msinsc9  =  / . 

v  cos2©i-+-  a  sin2Oj  =  /,  ; 


Fie. 


d'où  Ton  conclut  évidemment 


?iï 


si  l'on  tient,  compte  de  la  disposition  des  angles  cp  et  cp,   dans  les 
deux  figures,  on  a  donc  ce  premier  théorème  : 

Peux  tangentes  géodésiques  à  une  même  ligne  de  courbure 
font  des  angles  égaux  avec  chacune  des  lignes  de  courbure 
qui  passent  par  leur  point  d'intersection. 

Les  propositions  analogues  aux  théorèmes  de  Graves  et  de 
Chasles  se  démontrent  comme  pour  les  coniques.  La  figure  i  10, 
par  exemple,  donne,  quand  on  passe  du  point  V  au  point  P'  infini- 
ment voisin, 


P'M'  — PM   =  pP'eoscp  — MM  . 

P'Mi—  PM,=  MiM'i  —  PP'cosî?,=  M,Mi—  PP'cos?; 


d'où 


T'M'-f-P'M',—  M,M't  =  PM  h-  PM,—  MM',  ; 
d'où  celte  généralisation  du  théorème  de  Graves  et  de  Chasles  : 

Si  d'un  point  mobile  sur  une  ligne  de  courbure  on  mène  des 
tangentes   géodésiques  à    une    ligne   de    courbure   du    même 
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système  (C),  la  somme  de  leurs  longueurs  diminuée  de  l'arc 
de  la  courbe  (C)  compris  cuire  les  deux  points  de  contact, 
conserve  une  râleur  constante. 

Si  les  deux  courbes  (C)  et(r)  ont  la  disposition  indiquée  dans 
l,i  figure  iii,  on  voit  qu'on  a,  en  appelant  H  leur  point  d'inter- 
section, 

P'  M',  —  PM ,  =  -  P  F"  cos  9,  4-  M ,  m  ; , 

P'M' —  PM  =— PP'cosç  +M'M; 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre  et  tenant  compte  de  ce 
que  o  =  © , , 

dPMt  —  dPM  =  M,  M,-    M'M  =rfHM,-  rfHM, 
(•<■  i|iii  peut  encore  s'écrire 

f/(PM,-HM,i  -,  d(PM  —  HM); 

d'où 

PMj  -  HM,  =  l'Ai  —  HM  =  const. 

La  constante  est  nulle  comme  on  le  voit  en  plaçant  le  point  P, 
en  H  ;  donc  : 

Si  deux  lignes  de  courbure  (C),  (P)  de  systèmes  différents 
se  coupent  en  un  point  H,  lorsque  d'un  point  P  mobile  sur  la 
seconde  on  mène  des  tangentes  géodésiques  à  la  première,  leur 
différence  est  égale  à  la  différence  des  arcs  de  celle-ci  compris 
entre  le  point  H  et  les  deux  points  de  contact. 

Supposons  maintenant  (ffg-  i  i  o)  que  la  courbe  (G)  étant  fixe  et 
avant  pour  équation  c  =  /i-,,  le  point  P  se  meuve  sur  la  surface  de 
telle  sorte  que  l'angle  MPM,  ait  une  valeur  constante  V;  l'angle  ot 

est  alors  ésral  à  —  —  —  et  l'on  a  au  point  P 

°  2  -Z  i 

V  cos2cii  -i-  n  sin20[  =  k 
ou 

c  sin2 Y-  u  cos2—  =  />. 

C'est  l'équation  en  coordonnées  elliptiques  du  lieu  décrit  par 
le  point  P:  si  en  particulier  on  suppose  V=  7»  cette  équation  se 
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réduit  à 

Le  lieu  du  point  I'  est  donc  ù  l'intersection  de  la  quadrique 
considérée  w  =  o  avec  la  surface  //  -f-  v  -f-  iv  =  ik.  Ornons  savons 
que  celle  dernière  est  une  sphère  concentrique  à  la  quadratique, 
donc  : 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  formé  par  deux  géodé- 
siques  tangentes  à  une  ligne  de  courbure  fixe  est  une  conique 
sphérique. 

Courbure  géodésique  d'une  ligne  de  courbure.  — ■  Nous 
donnerons  enfin,  pour  terminer,  une  expression  intéressante  du 
rayon  de  courbure  géodésique  de  la  ligne  de  courbure  c  =  const. 
Revenant  à  nos  notations  habituelles  et  posant  f-  =  v — «  ;  nous 
avons  pour  la  courbure  géodésique  de  la  ligne  v  =  const. 

l  =  ±(l)  =  -L—l 

p       ov\  t  I  j.  4 

Or,  si  nous  appelons  i<b  l'angle  F,  MF2  formé  par  les  deux  rayons 
vecteurs  géodésiques  issus  de  deux  ombilics  consécutifs  (  fig.  2), 
nous  avons,  en  vertu  des  propriétés  des  ombilics, 


d'où 

et  par  suite 


v  si n2  <|»  -t-  u  coss  'i  =  —  b  : 


a  cos:)  <b  =  —  ■>.(  v  ^r-  b  y1 . 


Le  produit  p  cos3<li  reste  donc  constant  tout  le  long  de  la  ligne 
v  =  const.  On  sait  d'ailleurs  (première  Partie,  §9)  que  le  rayon  de 

courbure  d'une  conique  plane  est  éffal  à     f*    -,  p  étant  le  paramètre 

ii  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  issus  des  foyers-,  la  formule 
précédente,  qui  est  due  à  O.  Bonnet  [Mémoire  sur  la  théorie 
générale  des  surfaces  [Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
\WlIe  Gabier,  §  32)],  me!  donc  une  fois  de  plus  en  évidence 
I  analogie  qui  existe  entre  les  coniques  planes  et  les  lignes  de 
courbure  des  surfaces  du  second  ordre. 
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110.  Réseaux  harmoniques  sur  une  surface  quelconque.  —  On 
a  \  u.  page  3  i'i.  que,  >i  le  ds-  est  réductible  à  la  forme  de  Liotn  ille, 
>i,  eu  d'autres  termes,  la  surface  est  harmonique,  le  réseau  des 
Lignes  coordonnées  est  formé  d'ellipses  el  d'irj  perboles  géodésiques, 
lieux  des  points  dont  les  distances  géodésiques  à  deux  courbes 
données  ont  une  somme  ou  n ik^  différence  constante  ;  dans  le  cas 
des  quadriques,  ces  coniques  géodésiques  sont  les  lignes  de  cour- 
hure,  el  les  développées  des  deux  courbes  directrices  se  réduisent 
à  deux  points  qui  sont  des  ombilics;  niais  il  n'en  résulte  aucune 
simplification  et  les  propositions  établies  dans  ce  cas  particulier 
s'étendent,  ainsi  que  leur  démonstration,  à  tout  système  ortho- 
gonal et  isotherme  formé  de  coniques  géodésiques.  Supposons,  en 
effet,  qu'on  ait  mis  le  ds-  sous  la  forme 

(h1  =  (  U  —  V  )  (  du1  -+-  dvl  )  ; 

l'expression  l  sin2«  +  Vcos2t  conserve  une  valeur  constante  sur 
une  ligne  géodésique  quelconque;  si  celle  ligne  reste  tangente  à 
Tune  des  coniques  «lu   réseau,  par  exemple   à  la  conique  v  =  (3, 

on  a 

Usin2i'-+-Vcos2i=V([3) 

Etant  donné  un  point  P  de  coordonnées  (m,  e),  cette  équation 
l'ait  connaître  l'angle  i  sous  lequel  la  ligne  Y  =  const.  est  coupée, 
au  point  P,  par  une  tangente  géodésique  menée  de  ce  point  à  la 
conique  A  =  \ rp  ;  on  en  conclut  que,  d  un  point  donné  P,  on  peut 
mener  deux  tangentes  géodésiques  à  une  conique  quelconque 
du  réseau;  l'angle  formé  par  ces  deux  tangentes  a  pour  bis- 
sectrices les  tangentes  aux  deux  lignes  coordonnées  qui  se 
croisent  au  point  P;  la  valeur  w  de  cet  angle  est  donnée  par 
la  formule 

T  T         ■        «    W  T  ,     W  IT/, 

u  si n2 h  V  cos2  -  =  \  (p) . 

Si  L'on  attribue  à  to  une  valeur  constante,  cette  équation  est  celle 
•  lu  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante, 
dont    les    côtés    enveloppent    la    conique    U  =  [i  ;    elle    se    réduit 

à  U -+-  V=  const.  quand  to  =  - . 

•i 

Remarque.    —    Imaginons,    sur   les   deux   rayons    géodésiques 
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Ml'.  M ,  I *  (  fig.  i  10  et  i  i  i),  deux  points  Q  et  Q,  qui  décrivent  des 
trajectoires  orthogonales  de  ces  rayons  vecteurs;  l'égalité  «  =  ox 
entraine  évidemment  la  suivante 

rf(PQ±PQ,)  =  o 

On  peut  donc  prendre  pou?-  courbes  directrices  les  trajectoires 
des  points  Q  et  Q<,  c'est-à-dire  deux  développantes  quelconques 
de  n  importe  quelle  conique  du  réseau.  11  n'y  a  donc  aucune 
différence  essentielle  entre  les  ellipses  et  les  hyperboles  géodé- 
siques,  puisqu'en  choisissant  convenablement  les  courbes  de  base 
ont  peut  faire  en  sorte  qu'une  courbe  donnée  soit  une  hyperbole 
ou  une  ellipse. 

Si,  enfin,    on    calcule,   par    la    formule    générale,   la  courbure 

géodésique--  de  la  conique  v  =  const.,  on  obtient  immédiatement 
L-V  V  sr  * 

tlOU    0!  COS3  —  =  2(  \  3 —  \    P 
'  1 


Le  produit  du  rayon  de  courbure  géodésique  par  le  cube  du 
cosinus  du  demi-angle  formé  par  les  deux  rayons  géodésiques 
a  une  valeur  constante  sur  chacune  des  coniques  du  réseau. 
C'est  la  généralisation  du  théorème  d'O.  Bonnet. 


EXERCICES    PROPOSÉS 
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PREMIERE    PARTIE. 

QUESTIONS  A  TRAITER  GÉOMÉTRIQUEMENT. 


1.  Etudier,  directement  et  sans. recourir  à  la  théorie  du  centre  instan- 
tané, le  lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  dont  les  côtés  enveloppent 
deux  courbes  fixes  ;  construire  la  normale  en  chaque  point.  Cas  particulier 
où  l'une  des  deux  courbes  se  réduit  a  un  point  ;  construction  de  la  tan- 
gente à  la  podaire,  normale  ou  inclinée,  d'une  courbe  plane.  Cas  où  les 
deux  courbes  enveloppes  des  cotés  de  l'angle  mobile  se  confondent  avec 
une  même  conique;  lieu  du  sommet  quand  cet  angle  est  droit.  (Intro- 
duction). 

2.  Eieu  des  points  d'un  plan  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  sont 
liées  par  une  relation  linéaire  (  Ovales  de  Descartes)  construction  de  la 
normale.  Même  question  pour  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un 
point  et  à  une  droite  sont  liées  par  une  relation  linéaire.  (Introduction). 

3.  Construire  la  normale  en  un  point  M  à  la  courbe  plane  définie,  en 
coordonnées  bipolaires,  par  l'équation  p  '.  p  '  =  const.  Casoù  at=a2  {Ova- 
les de  Cassini);  trouver  la  relation  simple  qui  existe,  dans  ce  cas  parti- 
culier, entre  la  normale  limitée  à  l'axe  focal,  la  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  et  la  droite  qui  va  du  point  M  au 
centre.  (Introduction.) 


C1)  Certaines  questions,  malgré  l'intérêt  qu'elles  présentent,  n'ont  pu  être 
traitées  dans  le  cours  ou  ne  l'ont  été  que  d'une  façon  très  sommaire,  en  raison 
«les  limites  que  nous  avons  dû  nous  assigner;  l'astérisque  *  désigne  ceux  des 
exercices  proposés  qui  peuvent  utilement,  à  ce  point  <\c  vue,  servir  de  complé- 
ment au  texte. 
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4.  Même  question  en  supposant  que  pj  et  ps  représentent  les  distances 
»lu  point  1\I  à  deux  droites  fixes  ;  cas  particulier  où  a,  =  ou  ;  de  la  construc- 
tion trouvée  pour  ce  cas  particulier  déduire  une  propriété  connue  des 
asymptotes  de  l'hyperbole.  (Introduction.) 

55.  Un  segment  rectiligne,  de  longueur  et  de  position  variable,  reste 
langent,  en  son  milieu,  à  une  courbe  fermée  ;  démontrer  que  les  aires  des 
deux  courbes  décrites  par  ses  extrémités  sont  égales  ;  cas  où  la  longueur 
du  segment  reste  constante;  qu'arrive-t-il  quand  le  point  de  contact 
divise  le  segment  variable  dans  un  rapport  constant  quelconque  ?  (Intro- 
duction, i 

G.  On  considère  deux  courbes  fermées  convexes,  parallèles  et  équidis- 
tantes  d'une  longueur  /;  démontrer  que  l'aire  comprise  entre  ces  deux 
courbes  a  pour  valeur  ±-l--+-  /s,  s  étant  la  longueur  de  l'une  des  deux 
courbes.  (Introduction.) 

7*.  Le  lieu  des  points  P  du  plan  dont  les  podaires,  par  rapport  à  une 
courbe  fermée  ont  une  même  aire  S  est  un  cercle  dont  le  centre  O  ne 
dépend    pas    de  S  (Steiner).    Si    l'on    appelle   S0  l'aire  de    la   podaire   du 

point  O,  on  a,  pour  un  point  P  quelconque  S  =  S0  -! —  •  PO  ;  comme  appli- 
cation trouver  l'aire  du  limaçon  de  Pascal. 

8*.  On  mène,  d'un  point  P.  deux  tangentes  PM,  PM'  à  une  ellipse; 
démontrer  que  la  différence  PM -f- PM'  — arc  MM'  demeure  constante 
lorsque  le  point  P  décrit  une  seconde  ellipse  homofocale  à  la  première. 
(Théorème  de  Graves  et  de  Chasles). 

9.  Si  le  point  P  décrit  une  hyperbole  homofocale  à  l'ellipse  donnée  et 
coupant  celle-ci  en  un  point  Q.  démontrer  que  la  différence  des  tan- 
gentes PM  et  PM'  est  égale  à  celle  des  arcs  d'ellipse  QM  et  QM'.  (Mac 
Gullagh,  Chasles.)  (Introduction.) 

10.  Lieu  des  centres  des  coniques  qui  ont,  en  un  point,  donné,  un  contact 
du  troisième  ordre  avec  une  conique  donnée  (G);  ce  lieu  est  le  diamètre 
de  (G)  qui  passe  par  le  point  donné  (Ghap.  I.) 

11.  On  joint   un   point  M  d'une  courbe   plane   au    milieu  I  de    la    corde 

infiniment  petite  parallèle  à  la  tangente  en  M;  a  étant  l'angle  que  fait  avec 

j  i> 

la    normale   la    direction   limite  de  i\IJ,  démontrer  qu'on  a  T<ra  =  -•- — . 

1  o     as 

Il  désignant  le  rayon  de   courbure  au  point  M.  [On  petit  substituera  la 

courbe  la  parabole  qui  lui  es/  osculatrice  au  point  M.)  (Ghap.  II.) 

12.  Construire  par  points  la  développée  d'une  conique  à  centre  définie 
par  un  foyer  et  la  directrice  correspondante.  (Ghap.  II.) 
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13.  Le  rayon  de  courbure  de  la  développée  d'une  conique  est  égal  à 
trois  fois  le  segment  de  la  normale  à  celte  développée  compris  entre  son 
pied  et  le  point  où  elle  coupe  le  diamètre  delà  conique  qui  passe  au  point 
correspondant  (  Mac-Laurin  i.  (  Cliap.  II.) 

li*.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  à  une 
ellipse  en  deux  points  associés  est  une  conique  homofocale  à  cette 
ellipse.  On  appelle  associés  deux  points  P,  Q  appartenant  à  un  même 
quadrant  AB  et  telles  que  les  normales  en  ces  deux  points  soient  à  une 
même  distance  du  centre  o.  Déduire  du  théorème  énoncé  que  la  différence 
des  deux  arcs  AI*,  BQ  de  l'ellipse  est  égale  à  o.  (Fagnano).  (  Chap.  II.) 

lo.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  extrémités  des  aiguilles  d'une 
montre  ;  construire,  à  un  instant  quelconque,  le  point  de  contact  de 
cette  droite  et  de  l'enveloppe,  et  le  centre  de  courbure  de  celle-ci. 
(Ghap.  II,  III.) 

16.  Enveloppe  d'une  famille  de  cercles  à  un  paramètre;  étudier  les 
relations  entre  l'enveloppe  et  le  lieu  des  centres;  cas  particulier  où  les 
cercles  passent  par  un  point  fixe.  Comme  application,  trouver  l'enveloppe 
d'un  cercle  qui  passe  par  un  point  fixe  O  et  qui  varie  de  telle  sorte  que  la 
corde  déterminée  par  une  sécante  fixe  soit  vue  de  ce  point  O  sous  un  angle 
constant.  (Ghap.  III.) 

17*.  Soient  (C)  une  courbe  fermée,  (Ci)  et  (C2)  les  podaires,  également 
fermées,  d'un  même  point  O  par  rapport  à  (C)  et  à  sa  développée;  démon- 
trer que  l'aire  de  (Ci)  est  égale  à  la  somme  des  aires  de  (C)  et  de  (C2). 
Comme  application,  calculer  l'aire  de  la  podaire  centrale  de  la  développée 
de  l'ellipse.  (  Chap.  III.) 

18*.  Une  courbe  fermée  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  :  après  un 
tour  complet  un  point  P,  attaché  a  la  courbe  mobile,  a  passé  d'une  posi- 
tion A  à  une  position  B;  démontrer  que  l'aire  comprise  entre  la  droite 
lixe.  l'aie  de  roulette  décrit  par  le  point  P,  et  les  deux  droites  qui 
joignent  les  points  A,  B  aux  centres  instantanés  correspondants,  est  égale 
à  deux  fois  l'aire  de  la  podaire  du  point  P  par  rapport  à  la  courbe  rou- 
lante (Steiner).  Application  au  cas  où  la  courbe  roulante  est  une  ellipse 
ayant  P  pour  foyer. 

10*.  Généraliser  le  théorème  de  Steiner  ;  quelle  modification  doit-on 
faire  subir  à  son  énoncé  lorsque  la  base  est  une  courbe  et  que  le  rapport 
des  courbures  de  la  base  et  de  la  roulante  est  un  nombre  constant?  Appli- 
cation à  la  quadrature  des  épicycloïdes.  (Chap.  IV.  | 

20*.  Lorsqu'une  courbe  fermée  roule  sans  glisser  sur  une  droite  lixe. 
lare  de  roulette  décrit  par  un  point  P  quelconque,  attaché  à  cette  courbe 
mobile,  est  égal  à  l'arc  de  podaire  compris  entre  les  projections  de  P  sur 
les  deux  tangentes  à  (C)  qui  coïncident  avec  la  droite  fi\e  à  l'origine  et  à 
la  fin  du  mouvement.  (Steiner.) 
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Plus  généralement  démontrer  que  le  rapport  de  l'arc  élémentaire  «le 
roulette  à  l'arc  correspondant  de  la  podaire,  dans  le  cas  où  la  base  du 
roulement  n'est  plus  rectiligne,  est  égal  à  K-+-I,  K  étant  le  rapport  des 
courbures,  à  l'instant  considéré,  de  la  base  et  de  la  roulante.  Appliquer 
ce  résultat  à  la  rectification  des  épieycloïdes  allongées  ou  raccourcies,  et 
de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  d'une  ellipse  qui  roule  sans  glisser  sur 
une  de  ses  tangentes.  (Chap.  III  et  IV.) 

21*.  Construction  de  la  formule  de  Savary.  La  formule  de  Savary  (p. 67) 
ne  dépend  que  de  la  somme  des  courbures  de  la  base  et  de  la  courbe 
roulante;  on  peut  donc,  pour  construire  le  centre  de  courbure  d'une 
roulette,  à  un  moment  donné,  remplacer  dans  la  construction  donnée 
page  70,  les  points  O,  Oj  par  deux  autres  tels  que  la  somme  des  inverses 
des  vecteurs  C1O1,  GO  reste  la  même.  Déduire  de  cette  remarque  deux 
autres  manières  de  construire  la  formule  de  Savary.  (Chap.  IV.  ) 

22.  Appliquer  la  construction  de  Savary  à  la  détermination  du  centre  de 
courbure  de  l'épicycloïde.  (  Chap.  IV.) 

23*.  Démontrer,  à  l'aide  des  constructions  de  Savary,  les  théorèmes 
relatifs  au  cercle  des  indexions  et  au  cercle  des  rebroussements. 
(Chap.  IV.) 

24.  Un  triangle  ABC  se  déplace  en  restant  constamment  semblable  à 
lui-même.  Ses  sommets  A  et  B  décrivent  des  courbes  fixes  dont  on  sait 
construire  la  normale  en  chaque  point;  le  côté  AB  enveloppe  une  courbe 
fixe,  le  point  de  contact  étant  également  connu  à  chaque  instant.  Cons- 
truire la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  sommet  (C)(Manhcim).  (On 
ramène  la  question  aux  constructions  connues  dans  le  cas  du  mouvement 
«l'une  ligure  invariable,  en  envisageant  successivement  les  trois  angles 
invariables  A,  B,  C.)  (Chap.  IV.) 

2o.  On  considère,  sur  un  segment  AB  de  grandeur  variable,  le  point  M 
qui  divise  ce  segment  dans  un  rapport  donné  B.  La  normale  à  l'enveloppe 
du  segment  rencontre  en  a  et  S  les  normales  aux  trajectoires  des  points  A 
et  B;  démontrer  que  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M  divise 
dans  le  rapport  B  le  segment  a[3.  On  déduira  la  démonstration  de  ce 
théorème  de  l'exercice  précédent  en  considérant  le  cas  limité  où  le 
Il  iangle  ABC  se  réduit  à  une  droite. 

Application  :  Construire,  en  un  point  donné,  la  normale  à  l'hyperbole 
définie  par  ce  point  et  ses  asymptotes.  (  Lverc.  2i.  ) 

20.  Construire  le  centre  de  courbure  de  la  roulette  engendrée  par  un 
foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  parabole  roulant  sans  glisser  sur  une  droite 
fixe.  Dans  le  cas  où  la  courbe  roulante  est  une  parabole,  déduire  de  la 
la  construction  trouvée  que  la  roulette  considérée  esl  une  chaînette. 
(Chap.  II  et  IV.) 
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27*.  Théorème  de  Rivais.  —  Démontrer  que  les  centres  de  courbure 
des  roulettes  engendrées  par  les  différents  points  d'une  droite  A  sont 
répartis  sur  une  conique  passant  au  centre  instantané  et  tangente  en  ce 
point  à  la  courbe  roulante  ;  que  devient  cette  conique  quand  A  devient  la 
droite  de  l'infini  ?  (Chap.  IV.  ) 

On  appliquera  à  un  point  variable  sur  A  la  construction  de  Savary 
(p.  73)  et  l'on  verra  sans  peine  que  le  lieu  du  centre  de  courbure  a  deux 
points  sur  une  droite  quelconque  menée  par  le  centre  de  courbure  de  la 
base. 

28*.  Démontrer  que  les  coniques  de  Rivais  relatives  aux  diverses  droites 
du  plan  mobile  ont  toutes,  pour  cercle  osculaleur,  au  centre  instantané, 
le  cercle  des  inflexions.  (Général  Dewulf.  )  (Chap.  IV.) 

29.  Les  deux  premiers  côtés  d'un  triangle  indéformable  enveloppant 
chacun  un  cercle  fixe  ;  trouver  l'enveloppe  du  troisième  côté. 

30.  Etant  donnés,  clans  un  plan  fixe  P,  un  cercle  fixe  (C)  de  centre  O  et 
un  point  fixe  A  situé  sur  ce  cercle,  on  considère  un  plan  Q  mobile  sur  P 
de  telle  sorte  qu'une  droite  (D)  de  ce  plan  passe  constamment  au  point  A, 
tandis  qu'un  point  IM  de  cette  même  droite  décrit  le  cercle  (C).  Trouver  la 
courbe  de  base  et  la  courbe  roulante.  (Chap.  IV.) 

(Licence,  Paris  i883.) 

31.  Une  droite  située  dans  un  plan  mobile  se  meut  en  demeurant  tan- 
gente à  un  cercle  fixe,  tandis  qu'un  de  ses  points  A  décrit  une  tan- 
gente fixe  de  ce  cercle.  Trouver  la  courbe  de  base,  la  courbe  roulante,  le 
cercle  des  inflexions.  (Chap.  IV.) 

(Licence,  Besançon  1884.) 

32.  Deux  courbes  (  C)  et  (C)  sont  symétriques  par  rapport  à  une  droite  A 
perpendiculaire  à  une  de  leurs  tangentes  communes  T.  On  fait  rouler  sans 
glisser  (C)  et  (C)  sur  la  droite  T  de  sorte  qu'elles  demeurent  symétriques 
par  rapport  à  A.  Trouver  la  base  du  roulement  et  la  courbe  roulante  dans 
le  mouvement  relatif  de  (C)  par  rapport  à  (C).  (Chap.  IV. ) 

(Paris,  1893.) 

33.  Un  segment  rectiligne  AB,  mobile  dans  un  plan  tc,  est  assujetti  aux. 
conditions  suivantes  :  il  glisse  sur  un  point  fixe  O  de  ce  plan  et  est  vu  sous 
un  angle  droit  d'un  autre  point  C  de  ce  plan.  Trouver  le  centre  instantané 
de  rotation  et  les  courbes  décrites  par  ce  point  dans  le  plan  -  d'une  part, 
et,  d'autre  part,  dans  un  plan  lié  invariablement  au  segment  AB  (on  sup- 
pose AB  =  ?.  OC).  (Chap.  IV.) 

(Paris,   1896.) 

34*.  Définir  le  roulement  d'une  courbe  sphérique  indéformable   sur  une 
courbe    fixe    appartenant  à  la    même  sphère  et    le    roulement    d'un    cône 
mobile  sur  un  cône  fixe  de  même  sommet.  Etendre  aux    figures  sphériques 
L).  •: 
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la  théorie  «In  centre  instantané  et  des  roulettes;  démontrer  que  le  mouve- 
ment le  plus  général  d'un  solide  possédant  un  point  fixe  se  ramène  au 
roulement  d'un  eùne  mobile  sur  un  cône  fixe.  (Chap.  IV  et  V.) 

.'îj*.  Montrer  qu'on  peut  passer  d'une  infinité  de  manières  d'une  position 
d'un  solide  à  une  autre  au  moyen  d'une  translation  et  d'une  rotation,  l'am- 
plitude de  la  rotation  et  la  direction  de  son  axe  étant  les  mêmes  dans  tous 
les  cas  (déplacement  hélicoïdal).  Cas  particulier  où  la  rotation  est  nulle 
i  mouvement  de  translation).  Démontrer  qu'on  peut  toujours  faire  en 
sorte  que  la  translation  soit  parallèle  à  l'axe  de  la  rotation  i  Kxere.  34.) 

36*.  Définir  ce  qu'on  doit  entendre,  d'après  l'exercice  précédent,  par 
Yaxe  instantané  de  rotation  et  de  glissement  dans  le  déplacement  con- 
tinu d'une  figure  indéformable;  montrer  que  ce  mouvement  se  ramène  au 
roulement  d'une  surface  réglée  mobile  sur  une  surface  réglée  fixe,  roule- 
ment accompagné  d'un  glissement  le  long  de  la  génératrice  de  contact. 
i  Exerc.  34  et  33.) 

37.  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  circulaire  en  considérant  la 
section  elliptique  déterminée  par  son  plan  oscillateur  dans  le  cylindre  de 
révolution  sur  lequel  elle  est  tracée.  (Chap.  V.) 

38.  Déterminer,  à  l'aide  des  éléments  qui  définissent  une  surface  réglée, 
le  paramètre  de  distribution  du  paraboloïde  des  normales.  (Chap.  VI.  I 

39.  Démontrer  qu'on  peut,  par  une  droite  donnée  A,  faire  passer  une 
infinité  d'Iivperboloïdes  se  raccordant  avec  une  surface  réglée  le  long  d'une 
génératrice  G  (hyperboloïdes  de  raccordement ').  Lorsque  A  passe  à 
l'infini,  ces  hyperboloïdes  deviennent  des  paraboloïdes  hyperboliques  ; 
démontrer  que  l'un  des  paraboloïdes  de  raccordement  est  équilatère,  qu'un 
de  ses  plans  directeurs  est  perpendiculaire  à  G, et  qu'on  l'obtient  en  faisant 
tourner  de  <)o"  autour  de  G  le  paraboloïde  des  normales.  (Chap.  VI.) 

40.  Soient  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  I  C  )  t  racée  su  r  une  surface 
donnée,  IWT  la  tangente  à  (  C),  IVITj  la  droite  suivant  laquelle  le  plan 
tangent  en  M  est  coupé  par  le  plan  central  de  la  normalie  correspon- 
dante; démontrer  que  MT  et  MTj  forment  sur  la  surface  un  système  de 
tangentes  conjuguées. 

41*.  Démontrer  que  les  sections  faites  dans  une  surface  par  les  plans  qui 
passent  par  une  droite  D  et  les  courbes  de  contact  de  cette  surface  avec 
les  cônes  dont  les  sommets  sont  sur  cette  droite  forment  sur  la  surface  un 
réseau  conjugué  (  Konigs).  Déduire  île  ce  théorème  que  si  les  lignes  de 
première  courbure  d'une  surface  sont  planes  et  situées  dans  des  plans 
passant  par  une  même  droite,  les  lignes  de  seconde  courbure  sont  situées 
sur  des  sphères  dont  les  centres  sont  sur  cette  droite. 


DEUXIEME    PARTIE. 

APPLICATION  DE  L'ANALYSE  A  LA  THÉORIE  DES  COURBES. 


I.  COUBBES   PLANES. 

42.  Étudier,  en  opérant  comme  pour  l'ellipse  (§  XLII  i,  les  propriétés 
île  l'hyperbole  définie  par  les  deux  équations 

x  ==  —  (e'-t-  e  '  ».          )•  =  —  (  e       c-«) 

•'.  v  2 

(normale  en  mi  point,   rayon  ci   centre  de  courbure,  développée,   rectifi 
cation  ci  quadrature  |. 

43.  Démontrer  que  le  centre  de  courbure  en  un  point  l\l  d'une  conique 
ii  centre  (C)  esl  situé  mu-  l'hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  axes  de  (C),  qui  passe  par  le  centre  de  cette  conique,  et  qui  la  louche 
au  point  M. 

La  démonstration  géométrique  est  immédiate;  déduire  des  ('quai  ions  de 
la  conique  (C)  et  de  l'hyperbole,  la  construction  suivante  du  centre  de 
courbure  :  soient  N  le  point  où  la  normale  en  AI  rencontre  l'un  des  axes 
de  (  C),  1'  le  point  de  rencontre  du  rayon  central  île  M  avec  une  parallèle  à 
la  tangente  en  M,  menée  par  le  point,  N  ;  la  parallèle  au  second  axe  menée 
par  ce  point   M   passe  par  le  centre  de  courbure. 

Étendre  ces  résultats  au  cas  où  la  conique  (C)  devient  une  parabole. 

44.  Déterminer  les  courbes  planes  t elles  qm'  la  courbure  en  un  point 
quelconque  iM  soit  proportionnelle  à  cos:i'^,  2©  étant  l'angle  des  rayons 
vri  leurs  qui  joignent  le  point  !\1  à  deux  points  fixes. 

Trouver  une  courbe  plane  telle  que  sa  courbure  en  chaque  point  soit 
proportionnelle  à  la  courbure,  au  point  correspondant,  de  sa  transformée 
par  inversion. 

i'i.  lin  chaque  point  d'une  ellipse  on  mène  une  perpendiculaire  au 
diamètre  qui  aboutit  en  ce  point;  étudier  l'enveloppe  de  cette  droite, 
déterminer  son  centre  de  courbure.  Rectifier  la  courbe;  elle  est  unicursale 
h   -on  are  s'exprime  par  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

iii'.  Généralisation  du  théorème  </<•   Steiner  i  Exerc.  7j.  —  Soil    AI» 


4îO  EXERCICES   PltOPOSKS. 

un  arc  donné  d'une  courbe  plane  (C),  A'  el  IV  les  projections  d'un  point  î\1 
«lu  plan  sur  les  tangentes  en  A  et  B;  évaluer  l'aire  du  secteur  compris 
entre  les  rayons  vecteurs  MA,  MB  et  la  podaire  du  point  M  par  rapport 
à  (c);  démontrer  que  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  cette  aire  a  une 
valeur  donnée  est  une  conique. 

On  supposera  la  courbe  définie  par  l'ensemble  de  ses  tangentes. 

'h*.  Théorème  de  Holditch.  —  Un  segment  recliligne  AB  se  déplace 
de  telle  sorte  que  ses  deux  extrémités  décrivent  des  courbes  fermées,  et 
revient  à  sa  position  première  après  n  révolutions  complètes;  un  point  P, 
situé  sur  ce  segment  entre  A  et  B,  décrit  alors  une  troisième  courbe 
fermée;  si  l'on  désigne  par  (A),  (B),  (P)  les  aires  de  ces  trois  courbes 
fermées,  par  a  el  b  les  distances  de  P  aux  extrémités  du  segment  AB,  on  ;i 

h  i  A)  -+-  a ( B )         _. ,  , 

5 =  (P)  -h  n-ab. 

a  -4-  b 

Soient  or,  y  les  coordonnées  île  P  ;  X\,  y\  celles  de  A  ;  x-2,  y2  celles  de  B  ; 
/  l'angle  de  AB  avec  OX;  on  applique  la  formule  ordinaire  de  quadrature 
en  prenant  t  pour  variable  et  tenant  compte  des  relations 

.?■[  =  x —  acost,      yi  =  y  —  rtsin/.       ./ "2  =  x  -+-  bcost,      y*  =  y  -+■  bsint. 

4S*.  Un  plan  mobile  se  déplace  sur  un  plan  fixe  et  revient  à  un  moment 
donné  à  sa  position  initiale,  chacun  de  ses  points  ayant  décrit  une  courbe 
fermée;  le  lieu,  dans  le  plan  mobile,  des  points  qui  ont  décrit  des  courbes 
de  même  aire  K2  est  un  cercle;  tous  les  cercles  correspondant  à  des  valeurs 
différentes  de  cette  constante  K2  sont  concentriques. 

49*.  Généralisation  du  théorème  de  Holditch.  —  Deux,  mobiles  Mi  Ma 
décrivent  simultanément  deux  courbes  fermées,  de  manière  à  se  retrouvei 
à  un  même  moment   dans  leurs    positions    initiales:   soient  M  le  point  qui 

divise  le  segment  Mi    M>  dans  un  rapport  donné    — >  P  l'extrémité   d'un 
°  r  '  m  2 

vecteur,  d'origine  fixe,  égal  et  parallèle   à   MjM2.  Démontrer  qu'on  a,  ers 

désignant  par  S,  Si,  S2,  S  les  aires  décrites  par  M,  Mlr  M2,  P  lorsque  Mi 

et  M2  sont  revenus  à  leurs  positions  premières: 

maSi  —  m{  S2  /;/,  ms 


m-i —  ni  i  {  m  ,  —  ni\  )'- 

Ce  théorème  est  dû  à  Elliott;  on  le  démontre  comme  celui  de  Holditch, 
en  partant  des  formules 

m  ■-,  x  !  —  ///  ! .?.,  m  ■■>  yt  —  mx  y-, 

y  =  — i^ — ~^~  ' 


m*  —  ni 


Remarque.  —  Il  y  a  lieu  t!e  considérer  comme   de    même   «igné    ou    de 
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signes  contraires  deux  aires  fermées  suivant  qu'elles  sont  parcourues  dans 
le  menue  sens  ou  dans  deux  sens  différents. 

50.  Soient  M,  M]  deux  points  d'une  ellipse,  situés  sur  un  même  quadrant 
et  tels  que  les  normales  correspondantes  soient  à  une  même  distante/ 
du  centre  O  (points  associés,  p.  i  jj).  Démontrer  la  relation 

ÔM"2-4-ÔM,2=  a*-H&2H-Z2, 

et   en   déduire    le   théorème    de    Fagnano    (a,    b    sont   les    demi-axes  de 
l'ellipse). 

51.  Soient  M,  M'  deux  points  situés  sur  un  même  quadrant  d'ellipse. 
Mi,  M',  les  deux  points  associés  respectivement  à  M  et  à  M'.  Démontrer  la 
relation 

arc  MM'— arc  M, M',  =  1  —  1', 

l  et  V  désignant  les  distances  du  centre    de    l'ellipse    aux    deux  normales 
dont  les  pieds  sont  M  et  M'. 

52.  Déterminer  les  courbes  planes  telles  que  la  projection  du  rayon  de 
courbure  en  un  point  quelconque  M    sur  le  rayon  vecteur  OM,    issu   d'un 

point  fixe,  soit  égale  à  n  fois  ce  rayon  vecteur.  Cas  particulier  où  a  =  -  ; 

déduire  du  résultat  obtenu  un    moyen  de  construire  le  centre  de  courbure 
en  un  point  quelconque  de  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

53*.  On  considère,  sur  la  lemniscate  qui  a  pour  équation  en  coordonnées 
polaires 

p2  =  2  «2  COS  2(0, 

deux  points  Mi,  Mi  tels  qu'on  ait 

COS  (0]  COS  (Oi  =    • 

i°  Démontrer  que  les  deux  arcs  OM1;  AM2  ont  même  longueur,  À  étant  le 

sommet  pour  lequel  w  =  o  et  Ole  centre  pour  lequel  co  =  -  • 

4 

•2°  Démontrer  que  — -  est  une  fonction  elliptique  de  l'arc  OM  =  s;  déter- 
miner les  invariants  et  les  périodes  de  cette  fonction  elliptique. 

3°  De  la  valeur  trouvée  pour  la  demi-période  réelle,  déduire  une  autre 
démonstration  du  théorème  de  Fagnano. 

54.  Démontrer  que  dans  la  lemniscate  de  Bernoulli  le  rayon  de 
courbure  est  égal  au  tiers  de  la  normale  polaire. 

Chercher  l'équation    de  la  courbe  plane  pour   laquelle  on  a,  en  général, 
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N 
K  =  --  •  On  est  conduit  aux  courbes   suivantes   pour    les    valeurs    corres- 
pondantes de  la  constante  A: 

L ■  =  3.  lemniscate  de  Bernoulli; 

/.  =  :>,  cercle; 

k  =  i,  spirale  équiangle; 

/.  =  o,  droite; 

/r  =  —  i,  hyperbole  équilatère; 

Â"  =  -i-  —  >  parabole  ayant  pour  foyer  le  pôle  O. 

Vérifier  géométriquement  la  propriété  énoncée  pour  chacune  de  ces 
courbes  particulières. 

.v>3.  Une  courbe  plane  admet  l'origine  comme  point  double  et  son  équa- 
tion en  coordonnées  obliques  est 

•ixy  =  ax3  -+-  3  bx"-y  ■+-  3  cxy-  -+-  dy3—- 

i"  Démontrer  que  les  courbures  des  deux  branches  de  courbe  qui 
touchent  respectivement  Ox  et  Oy  sont  données  par  les  formules 

—  =  asinG,  —  =  rfsinO, 

ni  K2 

0  étant  l'angle  des  deux  tangentes  au  point  O. 

■>,°  Appliquer  ces  formules  à  la  lemniscate  hyperbolique 

(  .r2-j-r2  )'2  =  a-j  '- — ^x'1. 

3°  Démontrer  que  les  courbures  des  deux  branches  de  courbe  qui  se 
raccordent  en  un  point  de  rebroussement  sont  toutes  deux  infinies. 

06.  Trouver  l'enveloppe  des  axes  et  le  lieu  des  foyers  des  paraboles 
osculatrices  ou  tous  les  points  d'une  spirale  logarithmique.  Enveloppe  des 
directrices. 

57.  On  prend  pour  origine  des  rayons  vecteurs  d'une  épicycloïde  le 
centre  du  cercle  fixe;  soit  K  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M.  p  le 
rayon  vecteur  ÛM;  démontrer  que  K  et  p  satisfont  à  une  relation  de  la 
forme 

K--r-  m  p-  =  const.         (//i -;- i  >  o). 

Trouver  toutes  les  courbes  planes  qui  satisfont  à  cette  condition. 

(Licence,  Poitiers  igoô  I. 

M8.  Un  cercle  de  rayon  a  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe,  en 
entraînant  un  point  M  situé  à  une  distance  l  de  son  «entre;  démontrer  que 
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l'arc  de  roulette  décrit  par  le  point  M  pendant  une  révolution  complète  du 
cercle  mobile  est  égal  au  périmètre  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes 
seraient  a  -+-  /,  et  a  —  /. 

(Pascal). 

*>9.  D'après  le  théorème  de  Steiner,  relatif  à  la  rectification  des  roulettes 
(  Exerc.  20),  ce  même  arc  serait  équivalent  au  périmètre  d'une  podaire  de 
cercle  ;  le  démontrer  analvtiquement  ;  en  déduire  une  relation  entre  le 
périmètre  du  limaçon  de  Pascal  et  celui  d'une  certaine  ellipse;  ces  résultats 
sont  contenus  dans  un  théorème  général  qui  fait  l'objet  de  l'exercice  suivant. 

GO.  Lorsqu'une  cartésienne  ou  lieu  des  points  dont,  les  distances  à  deux 
foyers  fixes  sont  liées  par  une. relation  linéaire  m.ipi-\-  /n2p2=  ni,  se  compose 
de  deux  boucles  fermées  dont  l'une  est  complètement  intérieure  à  l'autre,  les 
rayons  vecteurs  issus  d'un  foyer  coupent  ces  deux  boucles  en  deux  points 
correspondants  M  et  M';  démontrer  que  la  différence  de  deux  arcs  corres- 
pondants est  égale  à  un  arc  d'ellipse  dont  les  paramètres  se  déduisent 
simplement  de  ceux  qui  définissent  la  cartésienne. 

(\V.  Robërts.) 

(51.  Etudier  la  courbe  décrite  par  un  foyer  d'une  ellipse  qui  roule  sans 
glisser  sur  une  droite  fixe  (Roulette  de  Delaunay);  démontrer  que  le  rayon 
de  courbure  R  et  la  normale  N  limitée  à  la  droite  fixe  satisfont  à  la  rela- 
tion 

JL  ^.L^const. 

Déterminer  en  général  les  courbes  planes  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété. 

62.  Trouver  les  courbes  planes  telles  que  leurs  normales  découpent  sut- 
une  droite  fixe  des  segments  proportionnels  aux  arcs  décrits  par  leurs 
points  d'incidence. 

(  Dupobcq.) 

Démontrer  que  le  segment  compris  sur  la  normale  entre  la  courbe  et  la 
droite  fixe  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  du  rayon  de  courbure. 

63.  On  considère  une  famille  de  courbes  planes  représentée  par  l'équa- 
tion /(.r,  y,  L)  =  o,  où  /  est  un  paramètre  variable;  on  suppose  la  fonction  y 

choisie  de  telle  sorte  que  les    trois    équations  f=  o,  —  =  o,  — — ,  =o  aient, 

1  4  •'  ot  or- 

quel  que  soit  /,  une  solution  commune  {\,  7));  démontrer  que,  dans  ces 
conditions,  si  le  point  (;,  i\)  n'est  pas  fixe,  quel  que  soit  /,  la  courbe  (G)  a, 
en  ce  point,  un  contact  du  second  ordre  avec  son  enveloppe;  et  trouver  les 
conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  y  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 
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Gi.  Une  fiiinillc  de  courbes  planes  étant  définie  en  coordonnées  bipolaires 
par  l'équation  f(pi,  pt)  =  const.,  démontrer  qu'on  obtient  l'équation 
différentielle  des  trajectoires  orthogonales  en  posant 

p  EL  r/o,+  0,-^  dOi=o, 

Qi  et  02  étant  les  angles  que  font  les  rayons  vecteurs  FiM,  F2  M  avec  la 
direction  F)  F*,  trouver,  d'après  cela,  les  trajectoires  orthogonales  des 
courbes 


Étudier  les  cas  particuliers  où  les  courbes  données  sont  :  i"  des  cercles 
ayant  pour  centre  le  milieu  de  FjF2;  a"  des  coniques  homofocales  ;  3"  des 
ovales  de  Descartes;  4°  des  ovales  de    Cassini  (f  =  pip%)\    >"  le  cas  où  l'on 

a/=i-+-l. 

?1  pi 

(53.   Démontrer  que  la  courbe  plane  définie  par  l'équation  intrinsèque 

R2-+-  A- s2  =  a2, 

où  a  et  A-  sont  des  constantes,  est  une  épicycloïde. 

On  le  démontre  aisément  en  prouvant  que  l'équation  générale  des 
tangentes  est  de  la  forme 

.rsina  —  ycosa=  Csin/.a, 
C  étant  une  constante  (cf.  §  162). 

dy 

66.  Soit  -—  z=f(x,  y)  une    équation    diflérentielle  du  premier  ordre;  à 

quelle  condition  doit  satisfaire  la  fonction  f  pour  que  les  courbes  repré- 
sentées par  l'intégrale  générale  F  (or, y)  =  C  forment  un  système  de  courbes 
parallèles?  dette  condition  supposée  remplie,  montrer  qu'on  peut  intégrer 
l'équation  proposée  par  une  quadrature.  On  commence  par  démontrer  que 
la  fonction  intégrale  F  doit  satisfaire  à  la  condition  suivante,  o  étant  une 
fonction  quelconque, 

67.  Les  courbes  représentées    par    l'équation    F(a:,  j')  =  C    forment    un 

.       ,  ,    ,         .       „       ...,,..  d*F        d*F 

système  isotherme  lorque  la  fonction  I"  satislait  a  I  équation i ,  =  o; 

J  •  '  dx%        dy* 

pour  que  ces  courbes  soient  les  courbes  intégrales  de  l'équation  diflérentielle 

dy 

-j-  =/(.r,  y),  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  y  vérifie  une  certaine  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  second  ordre;  former  cette  équation  de  con- 
dition et,   la  supposant  vérifiée,  en  déduire  un   facteur  d'intégrabilité  de 
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l'équation  considérée;  comme  application  intégrer  l'équation 
(xco*y  -h  yslny  )  dx    ,    <  './-sin  y  —  \cosy)  dy  =  o. 


\>> 


II. 


C.ouitBKS   GAUCHES. 


68.  Les  coordonnées  rectangulaires  .r,  %y,  z  d'un  point  mobile  sur  une 
courbe  gauche  étant  exprimées  en  fonction  de  l'arc  s,  démontrer  la 
formule 

x"      y" 

~  Rs"  ds  l.T/ 


/pIV  ylV  ^IV 

x">  y    z'" 


On  démontrera  aisément  cette  relation  en  faisant  usage  des  formules  de 
réduction  (§  XLIX),  on  en  déduira  la  condition  pour  que  la  courbe  soit 
une  hélice;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  qu'on  ait,  la  variable  indépendante 
étant  quelconque, 

dx  dy  dz  ds 
d2  x  d2y  d1  z  d-  s 
d:ix  d\r  d:iz  d>s 
d'*x     d'y     d*  z     d'*s 

69.  Lorsqu'une  sphère  coupe  sous  un  angle  constant  les  génératrices 
d'un  cylindre 

i°  La  section  droite  de  ce  dernier  est.  une  épicycloïde;  on  s'appuiera  pour 
le  démontrer  sur  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  l'exercice  65; 

i°  L'hélice  considérée  est  elle-même  une  épicycloïde  sphérique  et  peut 
être  engendrée  par  un  point  d'un  cône  de  révolution  qui  roule  sans  glisser 
sur  un  cône  de  révolution  de  même  sommet. 


70.  Démontrer  que  si  une    courbe    sphérique    (G)   coupe   sous   un   angle 

constant  les  génératrices  d'un  cône  de  sommet  S,  elle  coupe  aussi  sous  un 

angle  constant  les  génératrices  d'un    second  cône  de  sommet  Si,  et  que,  si 

l'on    développe    le    cylindre    dont    les    génératrices    sont    parallèles   à    la 

droite  SS,  et  qui  a  pour  directrice  (C),  cette  courbe  (G)  se  transforme  en 

une  cycloïde. 

(PlRONOINI.) 

71.  Déterminer  les  hélices  cylindriques  dont  les  normales  principales 
rencontrent  une  droite  fixe  (Pirondini);  démontrer  que  si  cette  propriété 
appartient  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre,  elle  appartient  à  toutes 
les  hélices  tracées  sur  le  même  cylindre,  qui  a  pour  section  droite  une  des 
courbes  définies  dans  l'exercice  62  (Duporcq). 
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7:2.   Étant  donnée  une  courbe  dont  la  torsion  est  constante  et  éçale  à  -» 

a 

île  chaque  point  de  celte  courbe  comme  centre,  et  dans  son  plan  oscil- 
lateur, on  décrit  un  cercle  de  rayon  a;  démontrer  que  les  trajectoires 
orthogonales  île  tous  ces  cercles  sont  des  courbes  dont  la  torsion  est  éga- 
lement constante  et  égale  à  -• 

a 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui  qui  est  énoncé  sans  démons- 
tration dans  le  texte  (p.  223). 

73.  Une  courbe  gauche  est  définie  par  l'ensemble  de  ses  plans  oscillateurs 

dont  l'équation  est  mise  sous  la   forme  (p.  128) 

.rsin  t  — reos/  —  \xz  =  H, 

•j.  et  H  sont  îles  fonctions  de  /;  quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  ces 
fonctions  pour  que  la  courbe  considérée  soit  une  courbe  de  Bertrand? 

Déterminer,  dans  le  cas  général,  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice. 

74.  On  considère  la  courbe  (  E  1  définie  en  coordonnées  rectangulaires 
par  les  équations 

r'       co>tc/t  r'       sinfrf/  ,    r'  dt 

x  —  a   !     ■ -. — >    y  — a  f    j-^ ;>    3  =  ak  /    r— — — —  • 

Jt  (1  —  kccost)-     -  J t  K* — ACcos/12  Jt  (1— A:Ccosf)s 

1"  Déterminer  la  normale  principale,  la  binormale  et  le  rayon  de 
courbure. 

2"  Démontrer  que  cette  courbe  est  une  hélice;  peut  elle  être  circulaire? 

3"  Démontrer  que  les  normales  principales  rencontrent  une  droite  fixe  1  N  | 
et  détermine  cette  droite  fixe. 

\°  Montrer  que  cette  hélice  est  située  sur  un  cylindre  du  second  degré: 
déterminer  la  nature  de  ce  cylindre. 

>°  Construire  la  courbe  considérée  (E)  en  distinguant  trois  ea*.  suivant 
que  k-l\-  e>t  inférieur,  égal  OU  supérieur  à  l'unité. 

6°  Montrer  que  l'hélice  (E  1  est  algébrique  dans  le  seul   cas  où  /i-C'-  =  1. 

t  C""  E.  Barré. 


7o.   Deux  courbes  <  C,  1  et  1  <  !s)  se  correspondent  point  par  point  de  telle  sorte 
que  les  tangentes  en  deux  points  correspondants  M]  et  ML.  soient  parallèles; 

la  première  a  une  courbure  constante  et  éçale  à  — >  la  seconde  une  torsion 
constante  égale  aussi  à  — ;  démontrer  que  le  lieu    du    point    M    qui    divise 
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dans  mi  rapport  constanl   le  seg nt  MjMo  est  une  courbe  de  Bertrand. 

|  BlOCHB.) 

TU.  Démontrer  que  les  droites  qui  joignent  l<-  sommet  d'un  cône  aux 
centres  des  sphères  osculatrices  d'une  trajectoire  oblique  des  génératrices 
sont  rencontrées  et  partagées  dans  un  rapport  constant  par  les  droites 
rectifiantes  de  cette  trajectoire. 


TROISIÈME    PARTIE. 

APPLICATION  DE  L'ANALYSE  A  LA  THÉORIE  GENERALE 
DES  SURFACES. 


77.  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface,  lieu  des  milieux 
des  cordes  de  la  courbe  gauche  dont  les  équations  sont  : 

x  =  f,         y  =  t*-1,         z  —  t"-1. 

78.  Soient  s  l'angle  des  normales  à  une  surface  aux  extrémités  d'un  arc 
infiniment  petit  I\1M'=  ds,  u>  l'angle  que  la  tangente  en  M  à  cet  arc  fait 
avec  la  tangente  conjuguée,  démontrer  la  relation 

—  et  ^-  étant  les  courbures  principales  au  point  M. 

•M  "2 

79*.  Soit  une  courbe  (C)  tracée  sur  une  surface  à  courbures  opposées  et 
qui  a,  au  point  M,  pour  plan  osculateur,  le  plan  tangent  à  la  surface; 
soient  R  son  rayon  de  courbure,  T  son  rayon  de  torsion,  R0  le  rayon  de 
courbure  de  la  ligne  asymptotique  tangente  en  M  à  la  courbe  (C),  Rt,  \\> 
les  rayons  de  courbure  principaux;  démontrer  la  formule 


I  -     l—        -\  T 

R  Uo        R/    T-v^ÏÏ7Rl 


Cette  formule  est  due  à  O.  Bonnet;  en  y  faisant  —,  =  o,  on  retrouve   le 

théorème     de     Beltrami,     énoncé,     sans     démonstration,    dans    le    texte 
<  Chap.  VIF,  p.  129). 

80.  On  considère  la  surface  z  =j  -  tang.r  ;  calculer  les  courbures  princi- 
pales en  un  point  quelconque;  déterminer  les  centres  de  courbure  principaux 
et  les  lignes  asymptotiques;  chercher  le  lieu  décrit  par  les  centres  de 
courbure  principaux  en  un  point  M  lorsque  ce  point  décrit  une  ligne 
asymptotique  de  l'un  ou  de  l'autre  système,  rectifier  chacune  des  deux 
courbes  obtenues. 

(  Licence,  Montpellier  1908.) 
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81*.  Théorie  de  la  flexion.   —Soient  \1  un  point  mobile  sur  une  surface 

(S.//  la  distance  dece  point  à  un  plan  de  référence  fixe  (P),  0  l'angle  du 

plan  I'  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  M,,  cp  l'angle  que  fait  avec 

une  direction  lixc  du  plan(P)  la  trace  du  plan  tangent  sur  ce  plan  (P);le 

i        dh 
rapport  ■ .        ■  -j-  est   ce    que   nous    appelons  la  flexion  de  l'élément  MM' 

si ii- 1)     do  '  J 

par  rapport  au  plan    (P);    ceci  posé  on    demande   t\c  démontrer  les  pro- 
priétés  suivantes  : 

i"  Le  produit  des  flexions  par  rapport  à  un  même  plan,  dedeux  éléments 
pris  dans  deux  directions  conjuguées  est  égal  cl  de  signe  contraire  au 
produit  des  rayons  de  courbure  principaux  au  point  M;  en  particulier  la 
llexion  d'un  élément  de  direction  asymptotique  est  égale  à  \/ —  R,  R.>. 

2°  Si  l'on  désigne  par  z    l'angle    que    fait    le    déplacement    MM'  avec  la 

trace  du  plan  de  référence  sur  le  plan  tangent,  par  î!  l'angle  que  fait,  avec 

la    même  droite,    la    direction    conjuguée   de    MM',   la    flexion    est  égale  à 

ds  sins       ,    ,  ,  . 

-. : j  as  étant  1  élément  d  arc  du  déplacement,  d~    arc    correspondant 

(Il   SUIS!  r  ' 

de  l'indicatrice  des  normales. 

3"  La  flexion  d'un  élément  par  rapport  à  un  plan  ne  dépend  que  de  la 
direction  D  de  cet  élément  et  de  la  direction  A  de  la  trace  du  plan  de  réfé- 
rence sur  le  plan  tangent;  on  peut  donc  la  représenter  par  le  symbole 
i  D,  A)  et  l'appeler  la  flexion  de  la  direction  D  par  rapport  à  la  direction 
A  ;  on  a  dans  ces  conditions  (I)lA)-+-(A|D)  =  o. 

(De.YIARTRES,  Bull,  de  la  S"c.  math.,  année   1^87. ) 

82.  Soient  ce  et  cp'  les  angles  que  font  les  directions  (D)  et  (D'),  dans  le 
plan  tangent,  avec  la  direction  principale  de  courbure  normale  —  »  tu  l'angle 

de  la  direction  (D )  avec  la  direction  conjuguée,  —  >  —,  les  ravons  de  coui- 

R      R 

bure    normale   relatifs  aux  deux  directions  (D)  et  (D'i;   conservant   Ie> 

notations  de  l'exercice  précédent,  démontrer  qu'on  a 

,_    „,  RiRvsinfco  —  ce)  Rsin(tu  —  oisinio — cp,  ) 

(  D,    D    )  =    t- = - r* : —    : ! ! — 

Ro  cos  wcosep  -H  Rj  siniosin  cp  sin  (tu  —  cp,  ) 

1  1 

TT'  ~~  ÏÏ 
(D,  D')  = 


R,  y  \  r'      r,  )  \ r,      R'  )  '"'  r, y  \ R      \\J\  rs      r ,)  ' 

Démontrer  en  outre  les  deux  théorèmes  suivants  : 

i°  A  toute  direction  (D)  en  correspond  une  autre  (A)  telle  que  (D,  A) 
ait  une  valeur  donnée.  Les  faisceaux  correspondants  sont  homographiques 
et  ont  pour  rayons  double-  les  deux  tangentes  asymptotiques. 
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2°  Si  les  deux  directions  (D)  et  (A)  sont  rectangulaires,  la  flexion  (D,  A) 
est  égale  eu  valeur  absolue  à  la  torsion  géodésique  de  l'élément  corres- 
pondant. 

3°  La  courbure  totale  t— -rr-  est  égale  et  de  signe  contraire  à  l'inverse  du 
produit  des  flexions  d'un  même  élément  par  rapport  à  deux  directions 
conjuguées. 

.',"  Il  existe  deux  directions  (D  )  et  deux  seulement  pour  lesquelles  la 
flexion  (D,  A)  est  indépendante  de  (A);  deux  directions  A  et  deux 
seulement  pour  lesquelles  (D,  A)  est  indépendante  de  D;  ces  directions 
sont,  dans  les  deux  cas,  celles  des  tangentes  asymptotiques  et  la  flexion 
correspondante  a  pour  valeur  y/ —  R|  Ko- 

{CL  Bull,  de  fa  Soc.  math.,  loc.  vit.) 

83.  Soit  I  le  point  situé  sur  la  normale  en  M  à  une  surface  (S),  à  égale 
distance  des  deux  centres  de  courbure  principaux:  i°  déterminer  les 
surfaces  (S)  telles  que  la  projection  du  segment  Ml  sur  une  droite  fixe  OZ 
ait  une  valeur  constante  a;  -x"  chercher  celles  des  surfaces  (S)  qui  sont 
de  révolution  autour  de  OZ;  3"  trouver  et  étudier  celles  des  surfaces  (S) 
dont  i'équation  est  de  la  forme  z  =f(x)  -4-  cp  (  y  i;  montrer  que,  sur  ces 
surfaces  particulières,  les  lignes  x  —  const.,  y  =  const.  sont  des  lignes 
conjuguées;  chacune  d'elles  jouit  de  la  propriété  suivante:  la  projection 
du  rayon  de  courbure  sur  une  droite  fixe  a  une  longueur  constante; 
4°  déterminer  pour  cette  dernière  classe  de  surfaces  (S),  les  lignes  asym- 
ptotiques et  les  lignes  de  plus  grande  pente. 

N.  B.  —  On  trouvera  pour  l'équation  des  surfaces  du  paragraphe  3 ".  C 
étant  une  constante  arbitraire, 

/  'i.  T      \  M' 

iz  -+-(a-+-C)  log.  (  cos  — '—;     rf-(a  —  C  dog.cos — — -  =  o. 
\        a  ■+■  G  /  it  —  < . 

84.  On  considère  la  surface  de  révolution  définie  par  les  équations 

CD  (  U )  ?  <  U  )      .  f(u) 

x  =  j- — :  cosr,         y  = sin  «>,  c-       - — -  ; 

0  (  u  )  J       8  (  u  )  0 1  u  y 

former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques;  examiner  le  cas 
où/,  cp,  0  sont  des  trinômes  du  second  degré;  démontrer  que,  sur  toute 
surface  de  révolution  dont  le  méridien  est  une  conique,  la  détermination 
des  lignes  asymptotiques  dépend  des  fonctions  elliptiques. 

85.  Sur  deux  surfaces  (S)  et  (Si),  non  développables,  on  fait  corres- 
pondre les  points  M,  INI B  où  les  plans  tangents  sont  parallèles.  Soient  (G) 
une  courbe  située  sur  (S)  et  passant  par  M,  MT  la  tangente  en  M  à  cette 
courbe,  M0  la  tangente  conjuguée;  soient  (G]  ),  M|Ti,  M  i  Hi  les  éléments 
correspondants  sur  (Si): 
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1°  Montrer  que  M6  et  M|B,  sont  parallèles;  en  déduire  que  si  AIT 
tourne  autour  de  AI  dans  le  plan  tangent,  AIT  et  M|T,  se  correspondent 
liomographiquement;  définir  cette  homographie  au  moyen  des  directions 
asymptotiqu.es  en  M  et  en  M]. 

■i"  Il  \  a  doux  directions  AIT  telles  que  AIT  et  AIiT,  soient  parallèles:  il 
existe  sur  |  S  i  deux  familles  de  courbes,  les  courbes  i  u  i  et  les  courbes  |  v  < 
telles  que  les  courbes  correspondantes  de  (S!  ),  à  savoir  les  courbes  (;/,  |, 
i  i!  )  admettent  en  chaque  point  une  tangente  parallèle  à  la  tangente 
correspondante  de  |  n  |  ou  de  (p);  les  courbes  («ici  |  v)  sont  conjuguées 
sur  (  S  ),  les  courbes  (  U\  )  et  (  V\  )  sur  St  ). 

'V  Appliquer  ce  qui  précède  au  cas  où,  (S)  étant,  une  surface  quel- 
conque, (Sj)  est  une  sphère;  montrer  que  les  lignes  (  u  »,  {v  )  sont,  dans  ce 
cas,  les  lignes  de  courbure  de  (S). 

j"  Vérifier  que  sur  les  deux  surfaces 

(S)       x  =  3u  -+-  tui'1—  us,        y  =  3t>  -+-  3pm2 —  v3,         z  =  3ui — 'U-. 

„    ,  2  M  —  IV  u2-+-  r-  I 

ibi)  -Ti  =  ..-»  ,  .,•>  ,  . '      y\ 


U2  M-  Pa  -+-  l  u*  -t-  V2  -f-  1 

dont  la  seconde  estime  sphère,  les  points  («,  v)  se  correspondent  d'après  la 

règle  précédente,  et  que  les  courbes  u  =  const.,  v  =  const.  se  correspondent 
avec  parallélisme  des  tangentes. 

(Licence,  Rennes  1910.  1 

80.  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  définie  parles  équations 

1  "  y 

x  =  sin  u  sine,    y  —  sin  u  cosc,     z  =  cosu  -+-  log  tang  -  +  Ji  v  ). 

Montrer  que  l'un  des  systèmes   (C|)  de  lignes  de  courbure  est  composé 

de  lignes  planes,  l'autre  système  (C*)  de  lignes  sphériques.  Déterminer  la 

fonction  f(v)  par  la  condition  que  les  plans  des  courbes  (Ci  »  rencontrent 

tous  la  surface  sons  le  même  angle;   quelle  est  alors  la   relation  entre  u  et 

c  qui  détermine  les  courbes  (Cs). 

(Licence.  Grenoble  iyo8.) 

87.  Considérons  une    surface    qui    admette    une    famille    de    lignes    de 

courbure  planes;  si  en  chaque  point  AI  d'une  de  ces  lignes  de  courbure  on 

construit  le  plan  oscillateur  à  la  seconde  ligne  de  courbure  passant  par  ce 

point,  démontrer  que  tous  les  plans    ainsi    obtenus    sont    parallèles  à  une 

même  droite. 

iR.vfiy.) 

88.  On  considère  les  hyperboloïdes    de    révolution    à  une  nappe  repré- 
sentés par  l'équation 

x-           yi-hzi 
'-  —, r  =  1  - 


a  et  b  étant  des  constantes  et  l  un  paramètre  variable  : 


/|3>.  EXKRCICKS   PROPOSÉS. 

i°    Fermer    l'expression    de    l'élément     linéaire    de    la    surface    réglée 
engendrée  par  celles  des  génératrices  rectilignes  qui  rencontrent  l'axe  OZ: 
a0  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface. 

(Licence,  Paris  1907.) 

89.  On  considère,  sur  une  surface  (S),  d'une  part  les  courbes  (C) 
enveloppées  par  des  plans  normaux  à  (S)  et  parallèles  à  une  direction 
donnée  (D),  d'autre  part  les  courbes  (C,)  telles  que  la  normale  à  la 
surface  le  long  de  chacune  d'elles  fait  un  angle  constant  avec  la  même 
direction  D;  démontrer  que  si  ces  deux  familles  de  courbes  forment  un 
réseau  orthogonal,  la  surface  a  un  système  de  lignes  de  courbure  situées 
dans  des  plans  perpendiculaires  à  (D). 

(Lucien  Lévy. ) 

90.  Les  droites  qui  ont  pour  équations 

x — u  sine        y — fi  sine        az 


—  sin  v 


où  a  est  une  constante,  u  et  v  deux  paramètres  indépendants,  forment  une 
congruence;  déterminer  les  foyers,  les  plans  focaux  et  les  arêtes  de 
rebroussement  des  développables  engendrées  par  des  droites  de  cette 
congruence;  démontrer  que  la  surface  focale  se  compose  de  deux  para- 
boloïdes  de  révolutions  autour  de  OZ,  égaux  et  symétriques  par  rapport 
au  plan  xOy. 

91.  Lorsqu'une  surface  est  rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques, 
u  =  const.,  v  =  const.,  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  quelconque 
satisfont  aux  trois  équations 

rf3=(A£_B£W(B£-A£W 

\      au  Ou  )  \      dv  Ov  ) 

A,  B,  G  étant  trois  solutions  de  l'équation  - — -  =  /«0.   où    k  désigne    une 

ÔUO\' 

constante  (Lelieuvre>.  Le  démontrer  et  déterminer  les  conditions  qui 
doivent  être  remplies  pour  que  les  lignes  v  =  const.  soient  des  droites. 

92.  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 

ezcosr  cosjr       u, 

u  étant  une  constante.  On  démontrera  qu'en  faisant  varier  cette  constante 
on  obtient  une  famille  de  Lamé,  et  l'on  déterminera  les  deux  familles  de 
surfaces  qui  complètent  avec  celle-ci  un  système  triplement  orthogonal. 
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OH.  Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  développée  d'une  surface  du 
second  ordre. 

94.  i"  Former  l'équation  générale  des  surfaces  du  troisième  degré 
symétriques  par  rapport,  au  plan  des  .ry  ei  qui  admettent  comme  ligne 
d'ombilics  la  parabole  z  =  o,  y2  =  icix. 

■>."  Démontrer  que  par  chaque  ombilic  passent    trois  lignes  de  courbure. 

3°  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface. 

05.  Relativement  aux  trajectoires  sous  angle  constant  des  génératrio  :s 
d'une  surface  réglée,  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

i"  Les  trajectoires  orthogonales  divisent  homographiquement  les  géné- 
ratrices; on  entend  par  là  que  quatre  trajectoires  ortbogonalcs  déterminent 
sur  une  génératrice  variable  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique 
e^t  constant: 

2°  Le  système  des  trajectoires  orthogonales  est  le  seul  système  de  trajec- 
toires qui  jouisse  de  celte  propriété,  si  l'angle  doit  rester  constant  sur 
toute  la  surface; 

3°  Jamais  un  système  de  trajectoires  ne  peut  être  composé  de  ligne :s 
asymptotiques  (excepté  dans  le  cas  de  l'hélicoïde  minimum); 

4"  Si  un  système  de  courbes  (  C)  divise  en  segments  égaux  les  génératrice^ 
rectilignes,  le  système  des  trajectoires  ortbogonales  de  (C)  jouit  de  la 
même  propriété;  c'est  le  seul  cas  où  deux  systèmes  orthogonaux  déter- 
minent, simultanément,  des  divisions  homographiques. 

I  BlOCIIE.) 

96*.  Soient  k  la  courbure  normale  d'une  ligne  (L),  h  sa  courbure  géo- 
désique,  q  sa  torsion  géodésique,  0  l'angle  sous  lequel  la  sphère  osculn- 
trice  de  (L)  coupe  la  surface;  démontrer  qu'on  a,  en  posant 

.         dk  .  D        dit 

et  désignant  par  p  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice 


1 
T  = 

k  B  —  h  A 
h*+-k±   ' 

dR             kX^hB 
ds  ""     '  k  B  —  h  X  ' 
t         (kP>-h\y- 
p2             a*  -t-  B* 

tang  0  = 

A 
B 

Déduire  de  ces  formules  que  toute  ligne  de  courbure  dont  la  courbure 
tangenlielle  est  constante  est  nécessairement  plane  ou  sphérique. 

(Demartres,  Bull,  des  Se.   math.,  1897.) 

97*.  On  considère,  en  chaque  point  M  d'une  ligne    (L)    tracée    sur   une 
D.  28 
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surface  donnée,  la  sphère  z  qui  touche  la  surface  ci  qui  contient  le  cercle 
osculnteur  de  ( L) ;  on  désigne,  en  particulier,  par  U),  tr2  les  deux  sphères  <r 

relatives    aux    deux    lignes   de    courbure    du    point    IM.    par  - — ,  —     le^ 

courbures  principales  correspondantes,  par  ç  l'angle  que  lait  la  tangente 
îi  (Ïj)  avec  la  première  ligne  de  courbure;  on  représente  enfin  par  les 
mêmes  lettres  accentuées  les  éléments  analogues  relatifs  au  point  AI'  de  |  l>  i 
infiniment  voisin  de  M.  Démontrer  les  formules  suivantes  : 


(  j^ 


(<Tâ,    CTj), 


'ïg-  in)- 


MM 

(<Ju  a',) 


i  i    \     .  >"  > 

: —  I  sino  =  (»,,   Z\  ) 

>  2  1  >  i  / 


(",    "    ) 


et  tirer  de  ces  relations  les  conséquences  qu'elles   comportent  au  point  de 

vue  (le  la  transformation  par  inversion.  Le  symbole   (SS')    désigne    l'angle 
sous  lequel  se  coupent  les  deux  surfaces  8  et  S',  en  un  point  donné. 

(Cf.  Bull,  des  Se.  math.,  loc.  cit.) 

98.  On  peut  appeler  ligne  diagonale,  sur  une  surface  (Si,  une  ligne  tan- 
gente en  chacun  de  ses  points  à  l'une  des  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  axes  de  l'indicatrice;  il  existe,  sur  toute  surface,  deux  familles  de 
lignes  diagonales  qui  ne  sont  réelles  que  si  la  surface  est  convexe. 

i"  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  diagonales  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées  curvilignes.  Intégrer  cette  équation  dans  le  cas 


des    surfaces    minima  (  — '-  tt        ° 


des    surfaces    hélicoïdes    et    des 


quatli  iques. 

a"  En  particulier,  trouver  les  lignes  diagonales  del'ellipsoïde 


ca 


93.  On  considère  la  surface  représentée  par  les  équations 

x  =  aemacos((3  —  A" a),    y  —  ae''Msin  (fi—  Ara),     z  =  hc»>*, 

djas  lesquelles  a,  p  sont  des  coordonnées  curvilignes,  a  et  //  deux 
fonctions  de  3. 

i"  Définir  géométriquement  cette  surface,  les  lignes  (3  const.  étant 
considérées  comme  les  génératrices. 

2°  Démontrer  que  la  surface  reste  superposable  à  elle-même  quand  on 
l'agrandit  dans  un  rapport  quelconque. 
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3"  Déterminer  ses  lignes  asymptotiques,  ses  lignes  de  courbure,  ses 
courbures  principales  et  ses  lignes  diagonales.  (Surfaces  spirales.) 

100.  Les  seules  surfaces  cerclées  telles  que  les  plans  tangents  eu  tous  les 
points  d'une  génératrice  circulaire  enveloppenl  un  cône  sont  les  enveloppes 
de  sphère  à  un  paramètre  et  celles  qui  sont  engendrées  par  un  cercle  dont 
le  plan  reste   parallèle  à  un  plan  fixe. 

101.  On  considère  une  famille  de  sphères  passant,  toutes  par  un  même 
cercle  réel:  démontrer  qu'elle  fait  partie  d'une  infinité  «le  systèmes  triples 
orthogonaux,  et  déterminer  d'une  manière  générale  ces  systèmes  triples. 

(  Licence,  Paris  1901 .) 

102.  Les  coordonnées  de  chaquepoint  d'une  surface  ont  pour  expressions 

x  =  a  -+-  R  cosm,     y  =  b  -+■  R  s  in?/,     z  =  v, 

11,  v  étant  deux  paramètres  indépendants,  a.  b,  R  trois  fonctions  de  v;  les 
lignes  v  =  const.  sont  évidemment-dès  cercles  situés  dans  des  plans  paral- 
lèles au  plan  des  xy\ 

i°  Trouver  le  lieu  des  normales  dont  le  pied  décrit  une  génératrice 
donnée  v  =  const. 

2e  Former  l'équation  différentielle  des  trajectoires  sous  l'angle  i  des 
génératrices  circulaires;  cas  particulier  des  trajectoires  orthogonales, 
interprétation  géométrique. 

3°  Foi-mer  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  et  déter- 
miner les  fonctions  a,  b,  R  par  la  condition  que  la  surface  soit  minima. 
On  déterminera  par  des  quadratures,  dans  le  cas  général,  le  lieu  du  centre 
delà  génératrice  circulaire  et  la  loi  de  variation  de  son  rayon;  ces  quadra- 
tures peuvent  être  effectuées  par  des  fonctions  simplement  périodiques 
lorsque  la  surface  est  de  révolution  et  dans  ce  cas  seulement.  Achever  le 
calcul  dans  ce  cas  particulier. 

103.  Uni-  cyclide  est,  par  définition,  l'enveloppe  à  deux  paramètres  d'une 
sphère  dont  le  centre  décrit  une  surface  du  second  ordre  appelée  déférente 
et  qui  coupe  orthogonalement  une  sphère  lixe  appelée  directrice. 
Démontrer  que  le  lieu  d'un  cercle  doublement  sécant  à  trois  cercles  fixes 
est  une  cyclide.  (I)KMARTRES,  Bull,  des  Se.  math  ,  t.  XII,  juillet  1888.) 

Une  démonstration  géométrique  très  simple  peut  se  déduire  des  pro- 
priétés générales  des  surfaces  cerclées  (Chap.  XVIII,  p.  3 10). 

loi.  i°  Trouver  l'enveloppe,  à  deux  paramètres,  des  sphères  qui  ont 
pour  équations 

xi  :_ yï  _,_  zi  -^  xax  -\-  ibv  -\-  icz  =  h ■•- , 
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k  étant  une  constante  et  a,  b,  c,  trois  variables  liées  par  la  relation 
o(ca  —  kb,  cb  -+-  ak,  c'2  -+-  À2)  =  o. 

i°  Démontrer  que  cette  enveloppe  est  une  surface  cerclée  et  que 
chacune  des  génératrices  circulaires  coupe  toutes  les  lignes  de  courbure 
sous  le  même  angle. 

3°  Déterminer  la  fonction  <j>  de  telle  sorte  que  le  rayon  de  la  génératrice 
soit  constant  et  démontrer  que  la  surface  enveloppe  se  réduit  alors  à  un 
tore. 

103.  Démontrer  que  si  une  surface  admet  une  famille  d'hélices  circu- 
laires telles  que,  le  long  de  chacune  d'elles,  le  plan  osculateur  soit  incliné 
d'un  angle  constant  sur  le  plan  tangent  à  la  surface,  celle-ci  est  un 
hélicoïde,  en  d'autres  termes  l'hélice  génératrice  conserve  un  pas  constant 
et    une  direction  d'axe  invariable. 

106.  On  considère  un  trièdre  mobile  Oxyz  dont  la  position  dépend  d'un 
paramètre?;  les  composantes  da  déplacement  du  sommet  O  suivant  les 
trois  arêtes  o^,  oy,  os  sont  respectivement  adv,  bdv,  cdv\  celles  de  la  rotation 
infiniment  petite  autour  de  ces  mêmes  arêtes  sont  pdv,  o,  rdv,  a,  b,  c,  p,  r 
étant  des  fonctions  données  de  v.  Appliquer  les  formules  générales  de  la 
cinématique  (p.  3i  j)  à  l'étude  de  la  surface  engendrée  par  le  cercle  qui  a 
pour  équations,  relativement  à  ce  trièdre, 

a?=Rcos»,     jK  =  Rsin?/,     z  =  o, 

R  étant  une  fonction  de  v\  déterminer  les  équations  de  la  normale  en  un 
point  quelconque  M(w,  v)',  définir  la  surface  réglée  qu'engendre  cette 
normale  lorsque,  v  demeurant  constant,  son  pied  décrit  une  génératrice 
circulaire  ;  démontrer  que  cette  normale  rencontre  alors  une  conique 
fixe  (k)]  que  cette  conique  est  un  cercle  lorsque  le  plan  de  Ja  génératrice 
circulaire  est  normal  à  la  trajectoire  du  centre,  et  qu'elle  se  scinde  en  an 
système  de  droites  lorsque  la  génératrice  a  un  point  commun  avec  la  géné- 
ratrice infiniment  voisine  ;  les  réciproques  de  ces  deux  dernières  propo- 
sitions sont  vraies. 

{Annales  E.N.,  3e  série,  t.  II,  p.  i4o.) 

107.  i°  Reprendre  l'exercice  précédent  en  substituant  au  cercle  mobile 
l'hélice  dont  les  équations  relatives  sont 

r"  r" 

x—   /      coso(î<,  v)du,         y—   /     sin<p(u,  o)du,  z  =  ty(v)du  ; 

*}  o  •-  o 

déterminer  en  particulier  l'angle  que  fait  en  un  point  quelconque  (u,  t>) 
la  normale  à  la  surface  et  la  normale  principale  de  l'hélice. 

•2°  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques,  des  lignes  de 
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courbure;  trouver  le>  expressions  de  la  somme  el  du  produit  dés  courbures 
principales  en  un  point  quelconque.  Conditions  qui  caractérisent  les 
surfaces  minima. 

;■  Trouver  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques. 

j"  Conditions  pour  que  les  hélices  génératrices  forment  une  famille  de 
lignes  géodésiques;  démontrer  que  le  cylindre  circulaire  est  la  seule 
surface  qui  admette  une  famille  de  géodésiques  formée  d'hélices  circu- 
laires. 

I  E.  Barré,  i 

lOS*.   L'équation  d'un  plan  mobile  étant 

(1)  (u  ■+■  v )x  -t-  i(v  —  u)y  -+-  (uv  —  1) z  -+■  H  (a,  v)  =  o, 

sa  distance  0  à  l'origine,  et  les  cosinus  directeurs  £,V),Ç  de  ses  normales 
sont  donnés  par  les  formules 


('» 


II 


"; 


Déduire  des  formules  (2)  qu'on  peut,  quelle  que  soit  la  définition,  ponc- 
tuelle, tangentielle  ou  paramétrique  d'une  surface  non  développable,  déter- 
miner la  fonction  H(u,  i> ),  de  telle  sorte  que  l'équation  (1)  soit  l'équation 
générale  des  plans  tangents  à  cette  surface;  ce  mode  de  représentation 
étant  adopté,  on  demande  : 

t"  D'exprimer  les  coordonnées  .r,r,  5  d'un  point  quelconque  en  fonction, 
des  coordonnées  curvilignes  (u,v)  et  de  préciser  la  signification  géomé- 
trique de  coordonnées  (w,t>)  au  point  de  vue  de  la  représentation  sphé- 
rique  : 

2°  De  former  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  et  de  mon- 
trer qu'on  pouvait  prévoir  géométriquement  la  forme  de  cette  équation  ; 

3°  De  donner  l'expression  des  rayons  de  courbure  principaux,  et  de 
former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques. 

Si  l'on  représente  par  p,q,  r,s,t  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du 
second  ordre  de  la  fonction  II;  on  obtient  les  équations  suivantes  : 

Equation  des  lignes  de  courbure 

/■  du-  =3  l  dv2. 


Rayons  de  courbure  principaux 

4R«— 4R(«f  +i)(s+  s)-t-  im'-f-  1  )*[«-+■ 
H — pu —  f/t'' 


;)*  —  rt] 


Équation  des  lignes  asymptotiques  : 

/•  du"-  -\-  2(s  -t-  z  )  du  di-  ■+-  /  <r/e2  =  o. 
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1(19*.  Etablir  les  propositions  suivantes,  relatives  aux  surfaces  ininima  : 
i"  La  fonction  II  définie  dans  l'exercice  précédent  satisfait  alors  à  l'équa- 
tion   ■ r  =  o;  la  fonction  s  est  donc  la  somme  de  deux  fonctions  qui  ne 

Ou'-dv1  " 

dépendent,  l'une  que  de  u,  l'autre  que  «le  p;  si  l'on  représente  ces  deux 
fonctions  par  /'(u)  —  uf"(u)  et  ç'i  v)  —  p©"(t>),  on  a  pour  les  équations 
générales  des  surfaces  minima,  les  accents  désignant  des  dérivées, 

H  =  -iu<f-i--ii'f—  (uv  +  1  )(/'-+- v')-  z  =  —  *  =  «/*  +0? "— /'—  <p', 

a?  -f-  iy  =  es" —  u-f"-i-  ■?,  uf  —  ?.f,  x  —  iy  =  f" —  r-o"  —  iv<s>  —  jo. 

Ces  formules  sont  celles  de  Weierstrass. 

2°  L'équation  des  lignes  de  courbure  et  celle  des  lignes  asymptotiques 
s'intègrent  par  des  quadratures;  les  lignes  coordonnées  u  =  const., 
v  =  const.  sont  les  lignes  de  distance  nulle  et  forment  sur  la  surlace 
un  réseau  conjugué;  et  cette  propriété  des  lignes  de  distance  nulle  n'ap- 
partient qu'aux  surfaces  minima. 

'j"  Deux  courbes  quelconques  tracées  sur  une  surface  minima  se  coupent 
sous  le  même  angle  que  celles  qui  leur  correspondent  dans  la  représentation 
sphérique  de  Gauss;  réciproquement,  toute  surface  qui  possède  cette  pro- 
priété est  une  sphère  ou  une  surface  minima. 

4°  On  peut  trouver  deux  fonctions  a.  3,  l'une  de  u,  l'autre  de  t>,  telles 
que  les  coordonnées  x,  y.  z  aient  pour  expression  :  formules  de  Monge 

x  =  a  -f-  p,         /  =  A(a)+Bi3i, 

z  —  il  «/"  —  A'-'t  -j.)  ox  —  i  /  \  i  ~  I>  ',  P)  ^P  ! 

elfectuer  cette  dernière  transformation. 

5°  Faire  voir  qu'on  peut  trouver  deux  fonctions  U,  V,  l'une  de  u,  l'autre 
de  V  telles  que  les  équations  ci-dessus  prennent  la  forme  : 

x  =  -    /  (i  —  u-)Udu  -i —    I  i  i  —  t  -  |  \  <A  . 

y  =  ~  f  (i-f-  «2)Uf/«-  '-   f(i-t-v*)Vdv, 

z  =   j  u  (  du  4-   /  vYdv. 

110*.  Lorsque  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  sont  exprimées 
par  des  équations  de  la  forme 

(i)     ay=/i(tt)-t-<Pi(«"),        y=f%(u)       Qjf»,         s  =/s(«)  ■+-<?»(<>), 

les  lignes  coordonnées  u  =  const.,  v  =  const.  forment  toujours  un  réseau 
conjugué  ;  démontrer   que,    pour  que  la  surface  soit  minima,  il   faut   et   il 
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suffît  que  ce  réseau  vit  composé  des  lignes  de  distance  nulle,  e'est-à  dire 
qu'on  ;u't 

./",<«.>-  H  /«<  «  /»(«    '        ?'■(»-         ,'->)'        ?:.'^J       " 

Cette  condition  étani  supposée  remplie,  les  équations 

(3)     ./■,,   =t'[/i(a)       ri"'1!'      Vu      t\/^>n      ot{v)],     s0   =  i[/3(«)       r-'r'i 

définissenl  une  seconde  surface  miniina,  appelée  surface  adjçinte 
(O.  Bonnet);  ces  deux  surfaces  oni  évidemment  le  même  élément1  linéaire 
il  lis  deux  plans  tangents  correspondant  à  un  même  système  de  valeurs 
de  a  et  v  sonl  parallèles;  démontrer  que  réciproquement,  si  deux  surfaces 
-mit  applicables- l'une  sur  l'autre  et  si  les  plans  tangents  correspondants 
sont  parallèles,  elles  forment  un  système  de  deux  surfaces  minima 
associées;  faire  voir  que  les  différentielles  exactes  dont  il  est  question 
dans  l'exercice  précédent,  sont  précisément  c?a?o,  dj0.  dz§. 

III*.   <  hi  considère,  sur  une  surface,  les  trois  expressions 

rt<lz  —  Ç<IV;      Z,dx  —  zdz,      \dy  —  r\dx, 

dans  lesquelles;,  tj,  Ç  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  point 
/-.  i  .  s  :  démontrer  que  si  l'une  d'elles  est  une  différentielle  exacte,  il  en 
est  de  même  des  deux  autres,  et  que  c'est  là  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  courbures  principales  soient  en  chaque  point,  égales 
et  «le  sjgucs  contraires.  Trouver  toutes  les  surfaces  minima  donl  l'équation-, 
en  coordonnées  rectangulaires  esl  de  la  forme  s  =j/'(a>)-+-  'f(jK)>  efe  déter- 
miner les  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces. 

Ilv2.  Ut,  Ho.  (t,  V  ;,  étanl  quatre  fonctions  de  la  seule  variable  //. 
V|.  V2',V3,Vi  quatre  fouclionsde  la  variable  r,  on  considère*  la  surface 
définie  par  les  équations 

_  U,       V,  _'  £2 -+-  V,  U3  -h  Vj 


U4-+-V4  J    '         l     ,  V4  U4-f-   V; 

Démontrer  que  les  lignes  u  const.,  ("  =  const.  forment  deux  familles  de 
courbes  conjuguées,  ei  étudier  la  dévëloppable  circonscrite  à  la  surface,' sui- 
vant une  ligne  de  l'une  ou  de  l'autre  famille;  examiner  le  cas  où  les  lignes 
coordonnées  snnt  îles  lignes  de  courbure;  comme  application,  étudier  la 
surface  définie  par  les  équations 

./    =  u2,  r  -    c-,  z  —  u3 — i>3. 

113.   On  considère  la  surface  enveloppe  du  plan  (P)  qui  a  pour  équation 

2  -/ ./•  —  1  p>  -+-  (  ï1  h-  P*  —  i)5  —  (  ?'-  —  1'1  )  (  *!  ■*-  P2  -H  3 )  =  o, 

a  et  3  étant  deux  paramètres  indépendants  : 


Il" 


EXERCICES    l'KOI'OSES. 


i "  Calculer  les  coordonnées  du  point  de  contact  et  la  forme  de  l'élément 
linéaire,  en  fonction  des  coordonnées  a,[i  ; 

i"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asymplotiques  de  la 
surface  enveloppe  (toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes); 

3°  Les  plans  des  deux  lignes  de  courbure  qui  passent  au  point  M  coupent 
l'un  ou  l'autre  des  deux  plans  yOz,  xOz  suivant  deux  droites  1>,  A;  déter- 
miner les  trajectoires  ortbogonales  de  ces  deux  droites  ; 

j'  Montrer  que  les  droites  perpendiculaires  au  plan  I'  qui  s'appuient 
sur  D  et  A  engendrent  une  congruence  de  normales;  quelles  sont  les  sur- 
faces normale*  à  ces  droites? 

i  Licence,  Toulouse  1909.  | 

114.  Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  O.r,  Oy,  Os,  on 
considère  dansle  plan  des  x,y  la  parabole  qui  a  pour  équation  y-  =  ïp{x — b\  : 

i"  Former  l'équation  de  la  surface  i'ë  j  enveloppe  d'une  spbère  variable  1 
passant  par  l'origine  et  dont  le  centre  décrit  celte  parabole;  étudier  la 
section  de  (E)  par  le  plan  xOy,  et  la  surface  (E')  obtenue  en  transfor- 
mant (E)  par  une  inversion  d'origine  O  et  de  module  /?2  ; 

■în  Soit  (S)  une  spbère  tangente  à  l'origine  au  plan  xOy;  démontrer  que 
le  cercle  suivant  lequel  la  spbère  (E  l  touche  son  enveloppe  est  orthogo- 
nale à  (S)  et  que  les  enveloppes  des  deux  sphères  (E),  (S)  se  coupent  à 
angle  droit  en  tous  les  points  de  leur  intersection;  déterminer  les  lignes  de 
courbure  de  (E)  ; 

3'  Dans  quel  cas  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  de  (E)  se  com- 
posent-elles de  cercles?  Déterminer,  dans  ce  cas,  la  deuxième  famille  de 
sphères    dont   (E)   est  l'enveloppe  et   trouver   le   lieu   des  centres  de   ces 

sphères. 

i  Licence,  Nancy  1900  1. 

115.  Une  surface  étant  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  soient  P  la 
projection  d'un  point  quelconque  i\l  sur  le  plan  xOy,  A  le  pied  de  la  nor- 
male en  I\I  sur  le  même  plan.  Déterminer   la  surface  passant  \n\v  le    cercle 


( x  —  a  i2  -i-  (  y  —  a  )"' 


-+-  c-  -  =  1  a  - 


pour  laquelle  les  deux  angles  XOY,  POA  ont  les  mêmes  bissectrices; 
montrer  que  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  se  composent,  l'une 
de  cercles,  l'autre  de  coniques  spbériques  ;  parmi  ces  dernières,  voir  s  il  n 
en  a  qui  se  réduisent  à  des  cercles. 

(Licence,  Montpellier  1907.) 

110.   in  Déterminer   tous   les   hélicoïdes  dont    la  courbure  moyenne   est 

nulle;  retrouver  en  particulier  l'hélicoïde  réglé  et  la  surface  de  révolution 
minima  ; 

2"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  ces  hélicoïdes. 

(Licence.  Paris  190».  1 


EXERCICES   PROPOSES.  ï  i  l 

I  [T.  Lorsqu  une  surface  est  engendrée  par  une  conique  passanl  par  deux 
points  fixes,  si  ces  deux  points  sont  des  points  non  singuliers  «le  la  surface, 
les  coniques  génératrices  sont  divisées  bomograpbiquement,  et  par  leurs 
lignes  conjuguées,  et  par  chacune  des  deux,  familles  de  lignes  asympto- 
i  iques*. 

On  démontrera  la  proposition  en  supposant  que  la  conique  est  un  cercle 
dont  le  plan  est  parallèle  à  une  direction  fixe  et  l'on  fera  ensuite  une  trans- 
formai ion  homographique.. 

i  Comptes  rendus,  janvier  [888.  i 

I  IN.  [  ne  surface  étant  rapportée  à  un  réseau  conjugué  (m,  p),  les  imis 
coordonnées  d'un  de  ses  points  vérifient  une  équation  de  la  forme 

<>*-  0  (>0  _  di) 

\-  P h  <  )  —  =  o. 

ôudv  Ou  av 

i"  Démontrer  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les 
lignes  v  =  const.  soient  les  courbes  de  contact  de  cylindres  circonscrits  ou 
les  courbes  de  contact  de  cônes  circonscrits  sont,  respectivement. 

v        Ou  ' 

a"  Quand,  sur  une  surface,  deux  familles  tic  courbes  conjuguées  smii 
composées,  l'une  de  lignes  planes,  l'autre  de  courbes  de  contact  de  cônes 
ou  de  cylindres  circonscrits,  ces  cylindres  ont  leurs  génératrices  parallèles 
à  un  même  plan,  ces  cônes  ont  leurs  sommets  sur  une  même  droite. 


QUATRIÈME  PARTIE. 

ÉTUDE  SPÉCIALE  DES  COORDONNÉES  CURVILIGNES. 


119.  Démontrer  que  si  l'on  rapporte  une  surface  à  l'un  des  trois  réseaux 
formés  par  les  lignes  asymptotiques,  par  les  lignes  de  courbure,  ou  par  les 
lignes  diagonales,  les  équations  différentielles  des  deux  autres  réseaux  sont 
Tune  et  l'autre  de  la  forme 

A  du----  B  ch-  =  o. 
Pour  la  définition  des  lignes  diagonales,  cf.  Exercice  98. 

120.  i°  Former  le  ds*  de  la  surface  spirale  (Ex.  99)  définie  par  les  équa- 
tions 

./■  =  ne'"*  eosl'fi  -+-  km),         y  —  aema  sin  (  \i  --  Ara),  z  =  hema, 

dan*  lesquelles  a  et  h  représentent  des  fonctions  de  p; 

2°  Démontrer  qu'on  peut,  par  un  changement  de  variables,  ramener 
cette  expression  à  la  forme 

ds*=  e^{du"--i-  U2rf?2), 

U  étant  fonction  de  la  seule  variable  «; 

3°  Démontrer  que  le  théorème  de  Bour  s'applique  aux  surfaces  spirales, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  une  infinité  de  telles  surfaces  admettant  le  même 
clément  linéaire  {Maurice  Lévy);  montrer  qu'on  peut  obtenir,  par  des 
quadratures,  les  équations  de  ces  surfaces. 

121.  On  considère  un  élément  linéaire  de  la  forme 

du-        i-A  - 


.  I  |  ds- 


(Aa+Bc+  C)ï 


\.P>,<!  étant  trois   fonctions  d'un   paramètre  /  qui  est    lui-même    relié  aux 

coordonnée'-  //.  v  par  la  relation 

(2)  Vu  -+-  B'v     -  C'=  o. 

Démontrer  les  propositions  suivantes  : 


EXERCICES    PROPOSES.  ,\\i 

i"  Les  courbures  géodésiques  des  lignes  coordonnées  son(  fonctions  l'une 
«le  I  autre,  c'est-à-dire  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

\  Pi 

a'  Réciproquement  tout  réseau  orthogonal  et  isotherme  dont  les  cour- 
bures géodésiques  sont  fonctions  l'une  de  l'autre  permet  de  mettre  le  </<- 
-ous  la  forme  précédente  ; 

'>"  Les  lignes  t  =  const.  sont  des  cercles  géodésiques,  dont  chacun  coupe 
les  lignes  coordonnées  sous  un  angle  constant. 

(Travaux  et  Mémoires  de  l'Université  de  Lille,  t.  \,  1901.) 

\"ïi.   Démontrer  le  théorème  suivant  : 

Pour  qu'une  surface  admette  deux  familles  de  lignes  isométriques 
dont  les  courbures  géodésiques  soient  dans  un  rapport  constant,  il  faut 
et  il  suffît  qu'elle  soit  applicable  su/-  une  surface  de  révolution  :  il  y  a 
alors  une  infinité  de  systèmes  de  lignes  répondant,  à  la  question;  toutes 
ces  lignes  sont  des  loxodromies  et  l'inclinaison  sur  les  méridiens  reste  la 
même  pour  toutes  les  loxodromies  d'une  même  famille. 

12;}.  i"  S'il  existe  sur  une  surface  un  réseau  orthogonal  et  isotherme 
formé  de  lignes  coniques  géodésiques  et  tel  que  les  courbures  des  lignes 
coordonnées  soient  fonction  l'une  de  l'autre,  démontrer  que  le  ds-  est  de 
l'une  des  deux  formes  suivantes,  a,  l>  étant  constants  : 

(1)  (au       liv  )  (du--~-  dv2), 

■2"  Montrer  quel  est,  dans  chacun  de  ces  deux  cas,  la  relation  constante 
qui  existe  entre  les  courbures  des  lignes  u  =  const.,  v=  const.,  et  donner', 
sous  forme  finie,  l'équation  des  lignes  géodésiques; 

3"  Dans  le  premier  cas,  la  surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révo- 
lution; démontrer  que  l'arc  <r  du  méridien  et  le  segment  T  de  la  tangente 
limitée  à  l'axe  sont  liés  par  la  relation  T  —  3j  =  const. 

1  Travaux  et  Mémoires  de  Lille,  loc.  cit.) 

124,  Démontrer  que  si  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

m-  du-  -+■  dv'1 


ds-  = 


/<  arc  tan?  -  —  Aarctang  — 

pe  v  -4-  qe 


p,  q ,  m,h,k  étant  des  constantes  liées  par  la  relation 

k  =  8/>7//-' 


jj.j  EXERCICES    PROPOSÉS. 

1"  La  surface  a  une  courbure  totale  constante  et  égale  à  K; 
■>."  Les  courbures  géodésiques  des    deux  lignes  coordonnées  qui  passent 

,     a  . 

au  point  («,c)  sont  1  une  et  1  autre  fonction  de  — ;  trouver  leur  expression 

r  ■  i       " 

en  lonclion  <le  — ; 
v 

; "   Les   lignes  —  =  const.  sont  des  cercles  géodésiques  ;  leur  courbure 
v 
taneentielle  et  celle  des  lignes  coordonnées  satisfont  à  la  relation  : 


V7«2-t-  c-  _   u         v 
P  Pa        Pi 

(Travaux  et  Mémoires  de  Lille,  foc.  cit.) 

123.  i°  Trouver  tous  les  modes  de  représentation  de  la  sphère  sur  le  plan 
dans  lesquels  les  aires  soient  conservées,  les  méridiens  correspondant  à  des 
droites  concourantes  et  les  parallèles  à  des  droites  parallèles; 

2°  Déterminer  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  dont  l'élément  linéaire 
est  donné  par  la  formule 

ds-  =  (  x'2  4-  y-  4-  a2  )  (  dx-  -+-  dy%  ) . 

(Licence,  Paris  1911.) 

1-26.  S'il  existe,  sur  une  surface  réglée,  un  système  de  géodésiques 
divisant  bomographiquement  les  génératrices  rectilignes,  la  surface  est 
applicable  sur  une  quadrique;  s'il  en  existe  deux,  elle  est  applicable  sur 
un  byperboloïde  de  révolution.  (Bioche.) 

127.  Intégrer  l'équation  des  lignes  géodésiques  lorsque  l'élément  linéaire 
est  donné  par  la  formule 

ds*  =  V  [du*  4-  (m  H-  V,  V-  dv*  |, 

où  V  et  V|  désignent  des  fonctions  de  v. 

On  reconnaîtra,  en  appliquant  la  méthode  de  Jacobi  (page  36-a),  que 
l'équation  aux  dérivées  partielles  admet  une  solution  de  la  forme 

»«p(v)H-4»(v) 

el    l'intégration  s'achèvera  sans  difficulté.  Faire  voir  que,  si  V,  est  nul,  la 
surface  est  applicable  sur  une  surface  spirale  (Ex.  117). 

128.  Déterminer  tous  les  systèmes  de  coordonnées  qui  donnent  à  l'élé- 
ment linéaire  du  plan  la  forme 

du*-  4-  di>"- 
U  étant  une  fonction  de  u,  V  une  fonction  de  v. 


EXERCICES    PROPOSÉS.  i4 '» 

Même  question  pour  l'élément  linéaire  de  la  sphère. 

Ii(.).  Lorsque  l'élément  linéaire  est  de  la  forme 

ds*  =  E  du-  -4-  ->.  F  du  dv  -+-  (i  dv'1, 

E,  l'\  (î  étant  des  fonctions   homogènes  de   même  degré   m,    cet   élément, 
convient  à  une  infinité  de  surfaces  qu'on  peut  déterminer  par  de9  quadra 
tures;    ce  sont  des  surfaces   spirales  si    rn~\-:>.  est  différent   de   zéro,  des 
surfaces  de  révolution  ou  des  hélicoïdes  si  m  -+-2=  o. 

130.  En  laissant  de  côté  les  surfaces  de  révolution  et  les  surfaces  canaux, 
les  seules  enveloppes  de  sphères  à  un  paramètre,  qui  soient  divisées  en 
carrés  par  leurs  lignes  de  courhure,  sontdéfinies  par  lesdeux  conditions  sui- 
vantes : 

1"  Le  centre  de  l'enveloppée  décrit  une  ligne  plane  : 

a*  Cette  enveloppée  coupe  orthogonalement  une  sphère  fixe  ayant  son 
centre  dans  le  plan  de  la  courbe  des  centres; 

Démontrer  cette  proposition  et  donner,  en  termes  finis,  l'équation  des 
lignes  de  courbure  non  circulaires. 

•131.  On  considère  une  surface  réglée  (R)  dont  l'intersection  avec  une 
sphère  (E)  est  une  ligne  asymptotique  ;  une  sphère  variable  est  assujettie 
à  couper  orthogonalement  la  sphère  (2)  tandis  que  son  centre  décrit  la 
surface  réglée.  Démontrer  que  l'enveloppe  de  la  sphère  mobile  est  divisée 
en  carrés  infiniment  petits  par  une  suite  de  cercles  et  leurs  trajectoires 
orl  hogonales. 

Réciproquement,  toute  surface  qui  admet  un  réseau  orthogonal  et  iso- 
therme comprenant  une  famille  de  cercles  est  l'enveloppe  d'une  sphère  qui 
coupe  orthogonalement  une  sphère  fixe,  tandis  que  son  centre  décrit  une 
surface  réglée  coupée  par  la    sphère  fixe  suivant  une  ligne   asymptotique. 

132.  Trouver  toutes  les  surfaces  réglées  qui  sont  divisées  en  carrés  par 
leurs  lignes  de  courbure. 

133.  Déterminer  les  surfaces  réglées  applicables  sur  une  surface  de  révo- 
lution. 

On  supposera  l'élément  linéaire  mis  sous  la  forme  (page  3i8) 

ds-  =  (  1  -+-  rn-  u- )  sin2  ta  dv-  -4-  (  du  -+-  dv  cos  u>  )2 

et  l'on  identifiera  avec  la  forme 

du\  -4-  ©(  1/1)  dv\, 
ut  et  Vi  étant  des  fonctions  de  u  et  de  v,  qu'il  faudra  déterminer. 


i  |G  EXERCICES    PROPOSÉS. 

Appliquer  le  même  procédé  à  la  recherche  des  surfaces  réglées  dont 
le  dsi  peut  rire  ramené  à  la  forme  de  Lion  ville. 

134.  On  sait,  que  les  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  sont  divi- 
sées en  carrés  par  leurs  lignes  de  courbure;  déterminer,  en  dehors  de  ce 
cas  particulier,  toutes  les  surfaces  isothermiques  dont  les  courbures  prin- 
cipales sont  fonctions  l'une  de  l'autre  : 

i°  Démontrer  qu'on  peut  choisir  les  paramètres  u,v  des  lignes  de  cour- 
bure d'une  telle  surface,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

2"   L'élément  linéaire  est  alors  de  la  forme 

ds*-  =     f  "    ,  (  U*  e2"  du*  -+-  V2  e-*»  dv*-  )  ; 

montrer  que    les  fonctions  U  et  Y  ne  peuvent  pas  être  choisies   arbitraire- 
ment; chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  ces  deux  fonctions; 

)°   Calculer  les  courbures  géodésiques  des  deux  lignes  de  courbure; 

i"  Démontrer  que  chacune  des  lignes  u-t-v  =  const.  coupe  sous  un  angle 
constant  toutes  les  lignes  de  courbure;  que,  de  plus,  ces  lignes  forment 
sur  la  surface  une  famille  de  cercles  géodésiques; 

5°  La  surface  est  engendrée  par  des  hélices  circulaires  et,  le  long  de 
chacune  de  ces  hélices,  le  plan  oscillateur  fait  un  angle  constant  avec  le 
plan  tangent  a  la  surface; 

6°  La  surface  est  un  hélicoïde;  chercher  quel  est  le  caractère  particulier 
des  hélicoïdes  isothermiques. 

(Dkmartrks,  Annales  de  Toulouse^  20  série,  t.  IV.  > 

135.  On  considère  la  surface  définie  par  les  équations 

b  -+-  y/b*    -  H» 

.r  =  «cosr,         y—uainv,         z  =  av-h\/b2 — iiz  —  w  L 1 

J  a 

a.b  étant  des  constantes: 

1"  Démontrer  que  les  courbes  v  —  const.  s<>nt  planes  et  que  le  plan  de 
chacune  d'elle-  coupe  la  surface  sous  un  angle  constant; 

2"  Montrer  que  la  surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution; 
préciser  le  mode  de  correspondance; 

j"  Déterminer  les  lignes  de  courbure  et  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux ; 

,\°  Développée  de  la  surface;  montrer  que  chacune  des  deux  nappes  est 
applicable  sur  une  alysséide; 

>"   Déterminer  les  lignes  asvmptotiques.  leur  courbure  ni  leur  torsion. 

1  Concours  d'agrégation,  1892.) 


EXERCICES   PROPOSES. 

136.  l.iani  donné  l'ellipsoïde 


■2_ 

6* 


on  demande  de  former  l'équation  des  lignes  de  courbure  projetées,  paral- 
lèlement à  l'axe  des  z,  sur  le  plan  d'une  section  cyclique;  démontrer  que 
ces  projections  obliques  forment  un  double  système  de  coniques  ayant  pour 
foyers  communs  les  projections  des  ombilics. 
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